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Theoremata  «uaedam  de  Ijemnlscata 

Bernouillana« 

Auctore 

D.  Bierens  de  Haan, 

Math.  Mag.  et  Phil.  Nat.  Doct«  « 

Amttelodamen«!. 


1.  Lemoiscatae  BernouUlanae  a^quatio«  si  curvae  centram  et 
azin  pro  origine  coordinatarum  rectangularium  et  axi  abscissaram 
sumamiiSy  est 

r^« +»*)*=  a«(a:«-2^a),, (a) 

ttbi  a  est  curvae  semi-axis. 

Si  curvae  centrum  et  axin  pro  poIo  et  axi  coordioatarum  po- 
larium  sumamus,  ejus  aequatio  est 

r«=a»Cos29 (b) 

Lineae  e  centro  duc^tae,  cum  alterutra  axis  parte  angulum 
45^  includentes»  curvam  in  centro  tangunt,  quod  ex  aequatione  (b) 
(ob  r*==0)  patet,  unde  Tangentes  Centrales  nuncupantur. 

2.  Theorema  L    Lemniscatae  semi-axis  media  proportio- 

nalis  est  radium   vectorem  inter   et  normalem  polarem 
cujusvis  curvae  puncti;  quando  systemate  (b)  utamur. 

Ex  aequatione  (b)  enim  sequitur:  . 

dr a^Sin2y  r|. 

8^-  r       ' ^^ 

unde  normalis  polaris  invenitur 

=  vir"*  ('  .^)'S  =V|(^^)'+(5^)'!=f  (?) 

Theil  TLL  1 


3.  Coro  llarium,   Binc  seqaitur  methodiis  normalem  ducendi. 

Id  radii  vectoris  productione  inde  a  centro  partem  samas  seroi« 
,  axi  aequalem^  ex  cujus  fine  ad  axem  rectam  dncas  rectae  paral- 
lelam,  e  vertice  ud  punctum  datum  ductae ;  cum  recta>  ita  in  axi 
inde  a  centro  praecisa,  e  puncto  dato  circull  arcum  ducas/  qui 
perpendicuium  e  centro  in  radium  vectorem  erectum  in  duobus 
punctis  secabit,  quorum  unum  cum  puncto  dato  conjungendum  est, 
ut  normalem  habeas.  Quae  selectio  i.n  figura  nullius  erit  difficul- 
tatis.  Caeteroquin  patet,  alteram  intersectionem  valere  pro  altera 
radii  vectoris  .producti  extremitate. 

4.  Theorema  IL    Circnlus  osculatorius  cujusvis  Lemnisca- 

tae  puncti  (r^  >  g^i)  in  eodem  puncto  curvam  Intersecat, 
nee  non  in  puncto ,  cujus  radius  vector  est 

*"*=  V(4««-3ri«)-      •    •    •    •     ^ 

* 

Cujus  circuli  aequatio  polaris  in  systemate  (b)  est' 

r*— 2(jCosg)  +  i?Sin9;r  +  |«  +  i?a=:^«,    ..  .    (4) 

ubi  S  et  1}  ßunt  coordinatae  centri  oscnlationis  et  q  radius  curva- 
turae.    Horum  valores  inveniuntur  esse 

fc_2fl^Cos»yi       _-2a*Sin»<pi       __  a« 

quibos  in  aeqoationem  (4)  sabstitutls,  fit 

4a^  f  2 

r* — s^--(Cos'g)i.Cos9  —  Sin^g^i  .Sin(p)r+ -i-=0.    .  .    (6) 

Pro  puncto  intersectionis«  si  adsit,  sint  coordinatae  polares 
7*2»  <P2  9  simul  esse  debet 

r»* — Ti — (CosVi-Cosq?i — Sin'g)4.Sio9ii)''a+-^=0, 

r2*=fl*Cos2g?2  5 
unde»  eKminando  r^, 

(3a*Co82<p2  +  Ä«  Cos  2<pi  )«a*  Cos  '2q>i 
=  16a*  (Cos '91  Cos  (p2 —  »^In  '9)1 .  Sin  ^)*  a*  Cos  2^)2 » 

vel 

2Sin^297| .  Sin  2972*  Co?  290^ 

=— Cos«29a  *  Cos  iq>i  (1  +  2  Sin^29i)  +  2  Cos  2^2 — Co8»29i ; 

^    ■ 
tmde  quadtando  et  reducendo  ,         '  [j 


•      \ 


+  6Co«^i .  Co8i^2(pi  (2  —  Cos«29i)  -  4rCos  2^ .  Cos»2(pi 

vei,  si  ponas 

Co8  2yfl  _  /'a  V 
Co92g)i 

erit 


= fe)  =' 


0=  4/> (p3— 3p«+3p - 1)  -  Cos«2<pi <3p4— 8p»+6;ia - 1) 

=(p  - 1)  8t4/?  -'(3/?  + 1)  Cos«29i }. 

Tres  factores  » — 1=0,  yei  ^=^1,  indicaot  contactnin  secuadi 
ordinis;  sive  osculattoDem  uDa'cuni  intersectione  obtinere  in  puncto 

S'i»9i)-    Quartam  vero  intersectionem»  si  exstet  rationalis,  petere 
ebemus  e  quarto  factore,  unde  ^ 

-!>*  —     Cos^  2<pi      _         r,^ 
'^""na  ""  4— 3Co8«2<ri         4o*— 3ri«  ' 


et 

ra= 


n* 


V  (4a*— Sri«)* 


Corollarium.    inde  sequitnr  pro  vertice,  ubi  rt  =a,  etiam 
r^zzza  esse,  unde  hoc  puncto  contactus  tertii  ordinis  ob^net. 

5*     Theorema   UI,      Lemniscatae    tangentes,.  Tan^entibus 
Centralibus  parallelae,  cum  hisce  qnadratum  efliciunt. 

St  enim  Tangente»  Centrales  pro  axibus  coordinatarum  rectan- 
gularimn  {x* ,  y')  assumamus,  faciie  Lemniscatae  aequationem  (ob 
xV2=ix'^y'  et  y  V2=a:'— y')  invenimus  esse 

(a:'«+y«)2  =  2a2a:'y;    .....     (c) 
unde 


ergo 


pro  y'  raaximo,  yi'*=i3a:x",  et  ex  (c)  xi  =\aV^, 

4 

pro  x'  inaximo,  Xi^=Ayi^,  et  ex  (c)  ari'  =  JaW» 

1  * 


(6) 


Quia  yero  elacet,  pro  i^'  et  x'  maximis  respective  x^'  et  y^ 
cum  directioni  tangentis  alten  Tangenti  Central!  parallelae  coincidere, 

sequitur  illa«  cum  htsce  quadratum  efBcere,  cujus  latera  iaVV 
aequalia  sunt 

6.  Caeterum  ex  yaloribus  Xi    et  yi'  (6)  habemos  pro  valori 
radii  vectorls  correspoDdeutis »  e  centro  divergentis, 

Ti  =  V{x^'^  +yi'*)= V{  JaVV  + 1«*  VI )  =aVl 
Hinc  dedueitur 

Co829i=^=VJ,  291=300,  ^=150. 

Uude  ex  uota  proprietate  sequitur 

Coro  1,1  ar tum  1.  Radius  vector,  qui  contactum  curvam  inter 
ei  hocce  quadratum  centro  jungit,  Lemniscatae  Quadrantis 
aream  bisecat. 

7.  ^  Quia  hoc  radlo  vectore  in  quadrato  triangulus  rectangulus 
determinatur,  cujus  area  est 

ubi  Q  est  Lemniscatae  Quadrantis  area,  nobis  est 

Corollarium  2.  Figura  mixtalkiea,  quae  in  quadrato  memo- 
rato  a  'Lemniscatae  arcu  determinatur,  inde  a  97 =45^  usque 
ad  qi^=±W^y  Quadrantis  quartae  parti  aequalis  est. 

Est  enim  figurae  bujus  mixtaelineae  area 

8.  Theorema  IV,    Area   pro    quovis  Lemniscatae  puncto 

radium  vectorem  e  centro  divergentem  inter  et  asnn  con- 
tenta,  areae  trianguli  aequalis  est,  qui  latera  [habet 
eundem  radium  vectorem,  normalem  polarem  in  syste- 
mate  (b),  et  lineam,  e  curvae  centro  ad  mediam  lUam 
normalem  ductam. 

Area  sie  definita  expriroitur  integrali 

q^    =i  J       T^d(p=la^J      Ö.Sin29>=:ia*Sin2yi 

O  0 


4  ......    (7) 


Trianguli  memorati  area  dimidio  areae  aequalis  est  trianguli, 
cujus  latera  sint  idem  radius  vector,  subnormalis  et  normalis  pola- 
ris in  systemate  (b);  ex  fomiula  02)  vero  sequitur  valor  subnormalis 

•     =V  C?--)=V  =^  •  •  •  «> 


•Hinc  eruimiis  pro  prioris  triangali  area 

In*  4         ^9o 

9*.    Ut  aream  ezprimamus,  inter  cajusvig  Lemniscataie  puDcti 
ordinaiam«  cunrae  arcum  et  axin  conteotam»  in  formulam  notam 


9*  =  /  ySx 


.▼alorem  y  ex  aeqaatioDe  (a)  deductain,  nempe 

V-  a«— 2a?*  +  aV  (o«  +ar«) 
2 ' 

mbstituamiis  f  ac  ponaaius 

It 

.^      9'=jy*arY:i£=£±£V(«!ii^;    .    .    .  (9) 

^nod  integrale  nt  rationale  leddamus,  ponanias 

—a*-v+aV(a*+it) . 

V 

unde«  q«ia  «  generaKter  rio  0  noo  est  aeqnale,  seqnitur 

Ergo  mtegrale  ipsum  fit 

dum  Hmites  fiuiit 

pro  x=xiy  r=ari*,  fö=|^=tang9i ;  | 
pro  x=:a,    t>  =  2a*,    to=0.  ; 

10.    ffinc 

Theorema  F.  Pro  quocunque  Lemniscatae  puncto  (z,  y) 
constmas  A  quartam  proportionalem  ad  r,  or  et  y,  B 
et  C  tertias  proportionales  ad  r  et  a,  et  ad  r  et  y  re- 
spective;  D  quartam  proportionalem  ad  r>  B  ei  A; 
rectangiüus,  CT  inter  et  D  constructus«  areae  aequalis 


erit,  quae  ab  ordinata  puncti  dati  a^qiie  ad  yertiGem 
curva  et  axi  continetur. 

Area   memorata  enim   exprimitar    integraB  (10)  intra    limites 

x  =  a  et  ^=2^19  vel  to=0  et  «7=:*^;  est  ergo 


O+Ö 


*V  (^*+y^)*     ^*— y*        »^ 


x,v    a^ 


Rectanguli  UUqs  vero  area  est 


=  C.D=C.  ^^=t .  -I_X=»  «!^*. 

r         r  r  r* 

Q.  E.  D. 

11^  Theorema  VI.  Pro  duobusLemniscatae  punctis,  quo- 
mm  coordinatae  polares  sint  Vi,  q>i  etr^,  g>2,  construas 
radios  vectores  r^,  r^,  r^,  r^,  qui  cuiki  axe  respective 
includaiit  angulos  45«— 91,  45^— tp^,  45« — 29?,,  45<>— 
2^)2  9  &  differentia  quadratnrum,  in  dimidia  r»  et  r^  coo- 
structorum,  si  dimidium  abstrahas  dlfferentiae  quadrato- 
rum^  in  dimidia.  r^  et  r«  constructorum^  area,  quae  re- 
stat,  aeqtiaiis  erit  areae,  quae  continetur  axem  et  cur- 
vam  inter  ac  ordinatas  duorum  punctorum  datorum« 

Haecce  area  aeq^aiis  e9t  integrali  (10)  intra  limites 

w:=siUng(pi  et  f€=:iangq>2i 

ergo 

=     «^tangV      ^  ^tang^^^ 
(l+tang»9ba)«      (H-  tang«9?i)* 
-  Ja«(Sin»gj2-Sio29)a— Sin  V-Sin2g>i) 
=  ia«(Sin2g>a—  Sin29i)— 4a*(Sin492— Sin4(;Pi  j 

=  ia«{Cos2(450— 9a)— Co82(450— g^i)} 
-^  iaH  Cos  2(450  --  2g)i)  ^  Coa  2  (450-^2yi)  I 

« 

12.  Theorema  VIL  Si  in  radium  vectorem,  e  foeo  diver- 
gentem^ triangulum  describas;  excentricitatem  et  «emi- 
axin  latera  habentem,  irianguli  area  aequalis  erit  se^- 
mento  Lemniscatae/liBircradivm  vectorem  inter  et  semi« 
axio  oontento. 

N.  B,  Hamm  areamm  differentialia  aequalia  essoj  jam 
a  viro  doct.  J.  A.  Serret  in  Diane  Journal  de 
Liouville^  Tomo  XI,  pag.  89,  enunciatum  est. 


Si  focum  et  axin  LeniDispatae  pro  polo  et  axi  coordinatarum 
pol^om  (r,(p)  assamamos,  faciie  Lemniscatae  aequatio  prodit; 

fA-^Aer^Cosip+ie^r^^^;  .    .    .    .,    (d) 
nnde 

quonun  ope  eruimus  aream  memoratam  esse 

Est  Urea  tnanguli  commemorati: 
-4/  /r  +  e  +  eV2  r+g— eV2   r-^e  +  gV2   -r+c  +  gV2^ 

-y  V     2      '      2  2  2      y 

-4/  /(r+e)^2e^  ~(r^)H2en _  a  ;  /rH2er-^» -r«+2gr+e«\ 

Q-E.  D. 

13.  Theorema  VIIL  Circulum  deseribas  in  Lemniscatae 
totum  axin,  nee  non  duos  circulos  e  focis  cum  radio 
excentricitati  aequali;  porro  ilneam  ducas  cum  perpen- 
dicuio,  e  centro  io  axio  erecto,  eundem  angulum  efB- 
cientem»  ac  radius  Tector,  sesmentum  quodvis  Lemni- 
scatae abscindensj  cum  axe  mcladit:  haecce  livea  a 
£gara  curvaiinea>  (qüae  in  primo  circulo  restat  pinst 
areanim  ei  cum  duobus  posterioribus  circulis  communium 
abstractionem)  inde  a  perpeodiculo  memorato  partem 
abscindit,  qnae  illi  Lemniscatae  segiiiento  aequaTis  est. 

Sit  (Tab.  L  Fig.  1.)  4,J0Q=^A0P=q>i.    Si  lineae  OQ 
com  circuio  OF  intersectioneiki  JU  cum  foco  juugas^  erit 

^0FM=Ü^J0Q^2fpi. 

Btge 

Segmentum  OXMO=2e^<pi . ^ - ^e^S'm'iipi 
-  fl*9>i  •  3^  — *  ö*Sin2yi , 


i 


1^=1 — 


8 

quod  si  a  valore  Sectoris  OJQO=a^ipi.t^^7ri^    abscindas,    manet 

figura  mixtalinea  0JQMX0=la^S\vL2q>i,  idem  valor  ac  (7). 

Q.  E.  D. 

14.     Theorema  IX,    Aequationis 

V((8.)'+(8,)'|^^^,4|  (16) 

integraliain  amboram  valores 

unde  r*=a*Co8*if; 
et 

ad  Lemniscatae  arcus  complementares  pertinent. 
Primo  ex  aequationibas  (17)  sequitur 

VKaa-)«+(cjy)«) 

(a:»+y')*=(r^*=a*Cos«^=o«.a«Co8«^(I— Sln»t)=<^(«*— y*). 
Porro  ex  aequationibas  (18)  sequitur 

vi(ai^)«+(8iy)«i 
-(TT&o^^'^'^*^^^"*^*^^^^^^ 

(i*  +iy  )  -(ii«;  -^  (i+Cos^Tf;)«     "* (1  +  Cos»^)* 

=a«(ia;«-iy2); 

ita  ut  revera  et  aequationi  differentiali  (16)  eatisfaciant  et  Lemni- 
catae  coordinatas  exprimant  valores  (17)  ut  et  (18).  Denique  ex 
aequationibus  iisdem  eniimus: 


a*+a*  Cos*  ^  a^-ir^  ^    ' 


9 


• 


quae    onmfaio  est   relatio  inter  arcumn    complementariam  radios 
Tectores. 

15.    Theorema  X.    LemnLscatae  arcus   directi  (id  est^  qui    ^ 
a  centro  initium^  ducit)  duorum  arcuum  directoram  (qui-      , 
bos  respondeant  radii  vectores  r^  et  r«)  summae  vel  dif- 
ferentiae  aequalls»  radius  vector  r  valorem  habet 

Ex  fonnala  (20)  enim  sequitur,  post  redactionem, 

ergo 

dr         _  dri .  V(a4^ra^)  j-  gr,  V(a*--ri^) 


et  integrando 

Arc.dir.(r)=Arc.dir.(ri)±Arc.dlr.(rj),     .    .    (22) 

Q.  E.  D. 

16.    Hyperboiae  Aeqnilaterae»   quae  axin   majorem»  eeotnim 
et  vertices  cam  LemniscataBernouillana  communes  habet,  (cujus- 
qoe  Grenzpunktencurve  ergo  est Lemniscata)  aequatio  polaris 
,    io  systemate  (b)  est 

lPCos29=a«;   .......    (e) 

R*r^=a^  et  JBr=o« (23) 

Hinc  seqnitor 

SR 


mide 


=  lZTaDg29; (24) 

9 


Sabtangens  HYp.=zRCot2q>, 

Tangens  Hyp.      =jß;Co8ec29,       [      .    .    .    (25) 

Sabnormalis  Hyp.  =  i2;Tang  2^ ; 


10 

dum  eaedem  lineae  pro  Leroniscata  nnt 

8ubtangeD8  Lemn.  =rCot2gp9      \ 

Tangens  Lemn.        =^rCo8ec2^,  | (%) 

Subnormaüs  L^mo.  =^r  Tang 29,  ) 

Habemas  igitur,  quod  ad  Lemniscatam  Bernouillanam  et  Hyper- 
bolam  Aequilateram  corr^spondentes»  in  boc  systemate  (b)  8ive(e) 

Theoretna  XL  Cu^usvis  Lemniscatae  puneti  normalis  Hy- 
perbolae  puncti  correspondentw  (ia  est  eodem  angiuo 
polari  gaudentis)  radio  vectore  aequalis.  est. 

*Ex  form.  (2)  enim  seqaitur  yalor  normalis  hujosce 

r         T 

Theorema  XIL  Alterius  cnrvae  Subnormalem  ioter  et  al- 
terius  Subtangentem  rectangulus  quadrato  in  semi-axin 
constructb  aequalis  est 

Ex  form.  (25)  et  (26)  sequitur: 

Subn.  Hyp.  X  Subt.  Lemn.  =  Subn.  Lemn.  xSubt  Hyp. 
£=  ÄTang2gy.rCot2y=Är=a«. 

Theorema  XIIL  Alterius  curvae  Tangentem  inter  et  alte- 
rius Suboormalem  rectangulus  quadrato  in  HyperboiaHs 
radium  vectorem  construcio  aequalis  est« 

Nam  est  ex  form.  (25)  et  (26) 

Tang. Hyp* X Subn. Lemn.  zziTang.Lenin,  X,Subn.E(yp. 
=  JB  Cosec29XrTang29)=ÄrSec29>=a«Sec'i9>=Ä*. 

17.  Theorema  XIV.  Circuli,  qui  per '  Leniniscatae  duoä 
focos  atque  punctum  quodvis  (otj^,  Vi)  transit,  radius 
tertia  iproportionalis  est  ad  puneti  illius  ordinatam  et 
semi-axis  dimidiuni. 

Circuli  commemorati  centri,  quod  in  perpendicnlo^  e  curvae 
centro  in  axto  erecto,  jacere  debet«  abscissa  sit  p;  tunc  aequatio 
circuli  in  systemate  (a) 

ff 

a:«  +  (9-f>)«=r> (27) 

I 

pro  alter!  focorum  et  punctum  currae  fit 

«1 +(yi -/')»=»*'.  la*+p'=>**;-    ...    (28) 
quarum  differentia  dat 
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uude 


J?i*-t-yi*-io« 


quo  valore  in  aequatiomini  (28)  ultimam  substitoto,  eruimus 
et 

T 7 5 — .         ...       ...      .      (IW) 

18.     Corollarium,     Hinc.  deducitur  Lemniscatae  constnictio 
satis  apta,  puto: 

ClrciiIo9  describas ,  quomm  centra  In  perpeniliculo ,  e  car- 
vae  centro  in  axin  erecto ,  sita  sint»  per  tocos  tran9rente8 ; 
radium  ad  focumducas.  In  aueni  4^x  curvae  centro  perpen- 
diculum  demittas,  auod  in  illo  fadio  Inde  a  fooo  partetn  de» 
terminat  2^|  aequaieni :  cujus  igitur  dimidio  in  perpendiculo 
priori  ab  utraque  oodi  parte  €oll()cato,  ex  extrem itatibus  axi 
parallelas  ducaa,  auaruin  cum  circulö  inter^ectiones  Lem- 
niscatae puncta  dabunt. 

•  

19.  Theoretna  XV,  Involucrum  (Enveloppe)  circalorum, 
qui  ex  Hyperbolae  Aeqniiaterae  medio  radio  vectore^  e 
centro  curvae  divergente^  cum  hocce  dimidio  rädio  ve- 
ctore  ducuntur,  est  Lemniscata  ßernötiillana. 

Ciroiili  memorati  n^eesse  per  oentrunl  curvae  transeunt  lo 
coordinatarum  rectangularium  systemate  (a)  habemun  igitur  aequar 
tiones  drcuii  et  Hyperbolae  Aequilaterae  pro  puncto  quovis  (a^ß) 

a;*+y«=:2(iaa:+l/?y)=«Ä+i5y,      ...    (30) 
c«-/S«=o2 (31) 

DüTereBtiando  hasce  aequationes,  qnod  ad  variabilia  parametra  a 
et  ß^  sobis  est 

0 = ada+ydß,  et  2ad(t  -  2/58j}=:0; 

unde 

/Sar=— «y; (32) 

ergo  ex  aequatione  (31) 
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n. 

STote  sur  nne  manlere  particnllere  de 
determtner  les  equations  des  li^es 
eourbef»,  len  faisant  nsagre  de  la  de- 
composlUonet  delacomposiUon  devites- 
ses,  sulTant  les  regples  de  la  DyDamiqne. 

Par 

Monsienr  G.  J.  Yerdam, 

ProfeMear  de  Hath^matiqae«  d  la  Facoltö  de«  Sciaocei  de  rUnWenit^ 

k  Leide. 


DaBS  la  Dynamiqae»  quand  on  est  parvena  k  dötennioer  lea 

coordonB^es  d*uB  mobile  en  fonctioB  du  temps,  on  obtient  les  ^quar 

tions  de  la  trajectoire  decrite,  en  ^liminant  la  variable  t^  par  la 

quelle   on  denote  le  temps,   ^coul^  depuis  le  eoinniencement  du 

XBonvenient  jusqu'ä  un  instant  quelconque.    Si  ton  n*a  pas  .besoin 

de  connaitre  les  circonstances  du  mouvenient»  mais   que   i  on  se 

propose  seulement  de  trouver  les  ^quations  de  la  trajectoire,  lls 

n'est  pas  necessaire  de  descendre  auz  valeurs  des  coordon^es  rec- 

tilignes  ou  angulaires«  car  on  pourrait  s'arr^ter  aux  expressions 

des  vitesses,  di^compos^es  dans  les  directions  des  eoordonn^es, 

puis  ^limrner  T^lement  dt  du  temps,  et  integrer  les  «Squations,  qui 

en  resulteront.     Dans  ce  cas  m^nie,  il  peut  arriver  souvent,  que 

toQS  les  termes,  dans  les  expressions  des  vitesses,  ont  pour  fac- 

teurs  des  quotients  diff^rentiels  de  m^me    ordre  et  tous   r^latifs 

ä  la  m^me  variable  t,  ^t  alors  le  probl^me  se  simpliOe  encore,  tu 

qu'une  Elimination    proprement  dite  de  dt  ne  devra  pas  4tre  effe- 

ctnöe  absolument.    Ceci  aura  lieu  toujours,  si  l'on  peut  distinguer 

et  exprimer  exactement  les  mouvements  partiels,  dont  se  compose 

le  mouvement  r^el  du  mobile.    Car^  puisque  les  vitesses  se  com- 

Boseot  et  se  däcomposent  comroe  des  forces,  si  Ton  d^compose 

la  vitesse  de  chaque  mouvement  partieU  en  d'autres,  suivant  les 

directions  des  coordonn^es,  et  que  Ton  fasse  la  somme  des  vi- 
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tesses,  d^coipposöes  suivant  chaque  direction ,  on  ^ura  une  somme 
ou  des  sorames  de  vitesses,  cest  a  dire  une  sorome  de  termes, 
chacun  multipli^.  par  un  coefficient  diffärentiel  r^latif  a  la  variable  f. 

Quoique  cette  maniere  de  d^terminer  les  eqiiations  d'une  tra- 
jectoire,  appartient  tout  a  fait  a  la  niöcanique^  on  en  peut  nöan- 
moins  faire  usage  dans  la  geometrie,  puisque  toute  courbe  peut 
Ätre  consideree  comme  la  trajectoire  aun  point^  mu  suivant  une 
certaine  loi,  simple  ou  moins  simple  ou  meme  tres  conipliqiiee. 
Et  bien  que  la  marche' ordinaire,  en  se  servant  seulement,  ou 
autant  qu  il  peut,  «de  consideralions  ffe.tmetriuues,  est  la  plus 
courte  dans  nombre  de  cas;  eependant  il  pourroit  que  Temploi  des 
consideratious  dynamiques  mentionnees  offrit  des  avantages  r^els, 
sous  le  rapport  de  la  simplicite.  Mais  cette  nianidre  merite  Tat- 
tention  sous  on  autre  point  de  vue;  c'est  qu'elle  ofire,  .dans  Ten- 
•eignement  des  elemens  de  la  Dynamique^  des  exemples  tres  in- 
structifs  pour  anprendre  a  distinguer  les  mouveroents  partiets  oa 
^dmentaires »  aont  se  compose  iin  möuvement  compliqoe  doiiM^ 
k  former  les  expressions  analytique»  de  ^es  mouveroents  ^  ou  meroe 
ä  parvenir  aux  dauations  ddtermin^es  d*uit  möuvement  propos^. 

Cette  ölNservation  S0  pr^sentait  naturellem Ont,  en  refl^cnisaant 
sur  le  Probleme,  propos^  par  Mr.  le  üocteur  Dienger,  dans  le 
tome  Ia.  page  114.  ae  ce  Journal,'  et  nion  but  est  d*eclairc*ir  et  de 
dövelopper  sommairenient,  dans  cette  note,  ce  que  je  viens  de 
reniarquer  en  g^neral.  Pour  c^la  je  me  borne'  aussi  ä  quelaues 
exemples,  trait^s  Sans  d^tafls,  mais  de  maniere  que,  par  llnaica- 
tion  succincte  de  la  voie  a  suivre,  et  en  rapportant  les  resultats 
du  caicul,  ils  pourront  servir  d*exercices.  Lufin,  eomnie  j  ai  iix^ 
mon  attention  sur  ce  point  sp<^cial  par  ia  lecture  de  Tenoncä  du 
Probleme  cit^,  j'emprunte  les  exemples  du  meme  sujet,  auquel 
ce  Probleme  se  rapporte,  et  je  me  propose,  ed  consequence,  de 
montrer,  comment,  par  les  regles  simples  de  la  decomposition  et 
de  la  composition  des  mouveroents,  on  parvient  ä  determiner  les 
^quatioQS  de  quelques  coorbes  evclojdales  planes,  quoiqae  la 
ro^me  methode  est  appllqnable  egalement,  s'il  s'agit  de  tout  autre 
genre  de  courbes,  planes  ou  non  planes,  dont  la  gen^ration  est 
assimilee  au  modvement  d^terminä  d*un  point. 

r 

I. 

« 

Qtt'il  soit  prepose..  en  preraier  lieu,  de  determiner  r^quatiou 
de  la  cycloi'de.  Soient  AX,  ÄViTatX  flg.  2)  les  axes  des  coordo«- 
B^s  rectangulaircs  ;i;  et  ^;  AXIsl  base  de  la cycloide ;  A  i'origine  ou 
Tune  des  exträraitäs  de  la  courbe;  M  le  ceutre  du  cercle  g^p^ra- 
teur  dans  une  position  quelconque ,  et  P  le  lieu  corresponaant  du 
point  g^nerateur.  Soient  encore  r  le  rayon  du  cercle,  B  le  poiot 
de  contact  avec  ia  base«  et  q>  larc  d,e  cercle,  doot  le  ravon  est 
l'unite,  et  mesurant  Tangle  PJUß,  d^crit  depuis  rorigioe  du  möu- 
vement, on  aura  AB=:axcPB  =  rq>. 

Le  point  P  a  deux  mouvements,  car  en  m^me  temps  qu*ll 
avance  avec  le  cercle,  roulant  le  long  de  AX,  \\  suit  la  (iireonfö- 
rence,  en  toumant  autour  du  centre  M,  Le  möuvement  progrea- 
sif  est  exactement  ^gal  ä  colul  du  centre  M,  et  si ,  dans  ie  temps 
dt,  te  rayon  MB  d^rit  Tarc  ^li^mentaire  dq>,  on  ponrra  exprimer 


16 

la  vitesse  angulaire  par  ^ ;  par  cons^quant  la  vitesse  du  centre 

M,  transportö  paralleleroent  ä  la  base  AX,  sera  =r.-^^,  puisque, 

ä  cause  de  AB:=MD=3,tcPB  y  le  point  M  parcourt  toujours  un 
cbemiD,  de  longueur  ^gale  k  celle  de  larc«  qui  aura  4M  en  con- 
tact  ave«  la  base  AB,    Ainsi  le  point  P  aura,  en   premier  lieu« 

une  vUesse,  parallele  ä  Taxe  x,  =r.>Jf. 

dt 

En  tournant  avec  le  cercle,  le  point  P,  dans  le  temps  dt,  par- 

eouttFarc  r8g>;  lavitesse  sera  doiic  r*  ^;    et   comme    le    roouTe- 

ct 

ment,  dans  cet  instant  diffi^rentiel ,  doit  etre  cense  avoir  lieu  dans 

la  directioD  de  la  tangente  CPE,  de  P  vers  E,  il  faut  la  decom- 

foser  en  deux   autres,  paralleienient  aux  axes  coordonnäes.     Or 
angle  PCX  est  mesiire  par  un  arc  =180^—9;  donc  les  vites- 
ses  d^coniposees  seront: 

V  parallMement  ä  Taxe  des  x,  =— r-^cosg); 
2^  parail^lement  a  Taxe  des  y,  ^  +  r  -^Bimp. 

^nsi,  d^notant  les  vltesses  totales  du  point  P,  paralleles  aux 
ax.8  de«  or  et  de«  y.  par  |f  et  par  |,  on  a«ra  finalement 

die         o(p        ow 
s-=:  T'-fT- — T  -ae-cos<p, 
dt  dt         5?       ^' 

D'abord  on  voit  aisemcnt  que«  pour  traiter  ces  öquations»  il  sera 
pennis  d*^criret 

dx  ==  rdq>  —  rd<p  cos  9, 
dy=^rdfpam(p; 

et  comme  les  m^mes  formes  d'equations  se  pr^senteront  dans  tous 
les  autres  exemples ,  dont  le  traitement  fait  le  eujet  de  cette  note» 
je  laiisserai,  pour  bri^vet«^,  d'^crire  dans  la  suite  le  numerateurd^ 
dans  les  expressions  des  vitesses.  Des  ^quations  pr^ödentes  les 
intt^grales  seront 

xsizrif^-^^rslnip+c, 
y=— rcos^  +  c'. 

A  Torlgine  du  moureraent  on  a  ^:=0,  y=K)/  ^=0;^  par  cons4- 
qoent  e==0»  c'^zr,  et  par  suite 


16 


y=r — rcoatp     S 


et  c'est  le  Systeme  connu  d'eqaations,   qui  donnent  l'^quation  de 
La  cycloide  par  relimination  de  <p, 

Si,  en  coDservant  ce  Systeme  d'^qaations,  on  reut  Introduire 
le  temps,  on  supposera  le  mouvement  de  rotation  dii  cercle  gön^ 
rateur  uniforme,  et  en  nomroant  la  vitesse  angulaire  (o,  ii  est 
clair,  qu'on  aura  q>:=(o.t;  donc 

xzzzraf — rsinmt    \  ^ 

y=r'— rcoswf.       f 

On  pourra  aussi  reraplacer  co  par  —,  quand  on  signifie  par  a  la 

vitesse  du  mouvement  progressif  uniforme  du  eentre  M. 

De  la  meme  maniere  on  trouve  les  equations  de  la  cyclofde 
allongäe  et  de  la  cycloYde  raccoureie.  Alors  le  point  gönärateur 
se  trouve  sur  le  rayon  ou  sur  le  prolongement  d*un  rayon  du  cer- 
cle gön^rnteur.  Soit  la  distance  ae  ce  point  au  eentre  =a;  son 
mouvement  progressif  aura  pour  mesure,  comme  precedemment» 
rdg> ;  mais  autour  du  eentre  le  cbemin  parcourru »  et  par  consäquent 
la  vitesse  ä  d^composer,  sera  ä  present  adq>;  de  sorte  qu'on  par- 
'  vient  aux  öquations  differentielles 

By=ad(p  sin  <p; 

I 

et,  en  observant  qu'au  commencement  du  mouvement,  on  a  x=^0, 
y=  —  (u'-^r),  a  pouvant  etre  >r  ou  <r,  et  9=0,  on  obtiendra 


Ordinairement  on  prend  pour  axe  des  o?  la  base  de  la  cycloYde 
allougöe  ou  raccoureie,  c*est  ä  dire  la  taneente,  passant  par  les 

Soints  les  plus  bas.     Donc  il  faudra  empioyer  une  nouvelle  or- 
onnäe  y',  li^e  avec  la  primitive  par  la  relation  y'=y-\-a — r,  et 
le  Systeme  d'equations  (3)  se  transformera  en  celui  ci 

y'=a — acos9>;     i 

duquel  se  deduisent^  par  r^liroination  de  9 ,  et  suivant  que  a 
est  >r  oü  <r,  les  equations  ordinaires  des  cycloides raccourcies 
ou  aliong^es. 

Dans  le  traitement  de  cet  exemple  simple  je  suis  entr^  dans 
quelques  dötails,  afin  d'^claircir  completement  mes  idi^es,  expri- 
m^es  d'une  maniere  g^n^rale  k  la  t^te  de  cette  note,  et  afin  de 
ne  laisser  aucun  doute  sur  les  points  essentiels  de  la  m^thode  en 
question;  mais  par  Tuniformit^  de  la  marche  je  pourrai  me  dis- 
penser, de  donner  des  d^veloppemens  aussi  amples  dans  le» 
exemples  suivants. 
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,  n. 

PojDr  l*^picycloide  (Tab.  1.  Fig.  3.)  si  la  base  circulaire  a  un  rayon 
OB=zay  le  €#rcle  g4$n^atear  ud  rayon  BC^szb,  que  ie  mouve- 
ment  est  comnienc^  en  A,  et  que  larc,  mesurant  1  angle  AOB^ 
est  de  retoar  (p,  i'arc  Aß  sera  =  (up,  M  prenant  Tarc  BP^AB, 
P  sera  le  Heu  correspondant  du  point,  qui  decrit  la  courbe. 
DoDc,  pulsque  BPz:taq>,  Farc,  niesurant  langte  BCP  <^quWaudra 

^9.    Ed  m^me  tempd    que  le  point  B  aura  parcouru  l'are  AB, 

le  polnt  C  sera  porte  par  un  arc  on  chemin  :=:(a-i-b)q>.  Daus 
l'el^nient' d^  du  temps  ce  chemio  devra  ^tre  repräsent^  par  (a+b)  dw, 
et  la  direction  de  ce  mouvement  elenientaire  sera  {»arailele  ä  la 
tangente  BD.  Donc,  parcequo  ce  mouvement  de  (7  a  lieu  indö- 
pendammeDt  de  la«rotation,  soit  du  ro.ulement,  du  cercle  CB,  le 
poiot  P  participera  ä  ce  mouvement  translatif  le  long  de  la  tan- 
gente, et  blen  egal^ment,  coranie  celu  a  lieu  pour.  le  mouvement 
progressif  dans  le  cas  de  la  cycloide. ,  Par  cons^quent  il  faut  d^- 
coroposer  ce  mouvement  en  deux  autres,  paralleles  aux  axes  OX, 
OF^  et  comme  1  angle  BßO  entre  Taxe  uX  et  la  tangente  BD 
a  pour  mesure  un  arc  ^n — g>,  et  que  la  vitesse  d^compos^e  pa- 
raO^lement  ä  OX  appartient  ä  un  mouvement  (le  X  vers  O,  dans 
le  sens  n^gatif^  les  mouvements  decomposös  seront: 

V.  parall^lement  k  Taxe  OX  =^(a-i- b)dip.ain<p, 
V^.  parall^lement  ä  Taxe  OF  =  +  (a+ i) 89. cos ^. 

> 

A  ces  mouvements  il  faut  joindre  ä  nr^sent  ceux,  qui  rd»ultoront 
de  la  d^composition  da  mouvement  de  rotationdu  cercle  CB,  Ot, 
en  raenant  tJE  parallele  ä  OX,  il  est  ^ideot  qoe^  si  le  eercle 
CB  o'aurait  pas  reute  le  long  du  cercle  OB,  mais  quon  Taurait 
pouss^,  paraA^lement  ä  lui  m4me,  le  lont^  de  AB,  le  rayon  ^  qui 
^tait,  an  commencement  du  mouvement,  dlrig^  suivant  Xu,  anrait 
aprds  le  terops  t,  c'est  4  dire  ä  Tinstant  ou  Ton  qonsidere  la  po- 
snion  du  point  P,  la  direction  CE,  parallele  ä  OX.  Par  conse- 
quent;  comme  le  cerclei  roule,  et  que  le  point,  qai,  äForigine  du 
mouvement,  se  trouvait  en  A,  »e  trouve  actueilement  en  P  et 
non  en  E,  ou  il  aurait  ^t^  sans  le  roulement  du  cercle*  g^n^ra- 
teur,  le  point  £  sera  rau  nar  un  angle  ECB  +  BCP,  ayant  ponr 

memre  un  arc  9+jr9=  (— r-- J^«    Ainsi  la  longueur  totale  de 

Taro  EBP  ^tant  —6.  {^4^} 9'  ><»  mouvement  differentiel  de  P 
sniTantlacirconference  du  cercle  generateur,  öuplutdt  suivant  la  direc- 
tion de  la  tangente  FPG,  sera  exprim^  par  6^?i_  j  y.  Donc, 
pnis^'on  voitais^ment  qae  l'angle,  entre  O^  et  la  tangente  GF, 
a  pour  mesure  "jT  (p—ln,  les  mouvements  döcompos^es  deyi- 
endront: 

TheU  XI.  2 
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1«.  parall«lement  k  l'axe  OX  =+^ .bd<p. am fttP\g,, 
2«.  parallölemeot  ä  l'axe  OK  =  -2+*.Ä^y.cos(^5  +  *^y. 

.    • 

Praoant  enfin  la  somme  des  vitesses  ou  des  mouvemeota  de  mtoe 
dlrection,  int^grant,  et  obserTanl,  qu'a  TorigiiK^  du  mouvement  ou 
a  a?=a,  y=(ß,  11  en  räsultera: 

* 

0?=  (a+6)  c6s(p — b.cos(^-~)w 

^    *   ^     ^    .    .    .    (5) 
y=(ö+*)  Sin9— Ä.fiiii  f^L^j  q> 

et  ces  valeurs  de  o;  et  y  fönt  ensenible  le  Systeme  connn  d'^qua- 
tions,  dans  lequel  est  comprise  l'^quatioD  des  ^picycloTdes  ordi- 
naires.  Et  il  sufGra  de  remarquer,  que  les  ^quations  des  hypo- 
cycloTdeSy  de  m^me^  que  Celles  des '  «^pu^cloides  et  hypocloTdes  al- 
loTiffees  et  raccourcies,  soient  obtenues  par  des  raisonnements 
analogues. 


in. 


Les  conrbes,  que  Ton  nomme  epicycloTdes  et  hypocy- 
cloYdes»  ne  sont  crue  desesp^es  d'un  genre  de  courbes,  d^cri- 
tes  par  unpoint  P(Tab.  I.Fig.4.)  d'un  cercle  CD  toiirnant  unifonnä« 
mevi  autour  de  soo  centre,  pendant  que  ce  centre  circule  unifor- 
n^metit  daas  la  ciroonförence  ^C  du  cercle  MA,  Ed  effet«  si  le 
eercle  gän^rateur  est  mu  dans  la  direction  de  A  vers  C,  on  peut 
distin^uer  deux  c&s,^  suivant  que  la  rotation  de  qe  cercle  a  lieu 
dans  Te  möme  sens,  indiqu^  par-  1a  fleche  ce,  ou  daas  le  sens  op- 
|iose,  quludi^ue  la  ühche  ß.  Dans  le  premier  cas  od  aura  seule- 
«tnt  une  öpicycloTde#  si  la  vitease  du  point  P  est  teile,  que  la 
kmgueur  de  Tarc  DP  est  exactement  et  constaroment  egale  i  Tarc 
DJB  du  cercle  int^rlettr,  aui  touche  le  cercle  genörateur  dans  teu- 
res ses  positioos.  Dans  le  second  cas,  et  en^faisant  alors  atten- 
tion au  cerole  ext^riewr,  qui  touche' le  cercle  g^nörateur  dans  tou- 
ies  ses  positiona,  ü  n'y  aura  de  meme  qu'uu  seul  rapport  des  vi- 
tesses  de  P  et  de  C»  pour  lequel  la  isourbe  engendree  sera  une 
faypocycioide/  et  si  ce  rapport  est  l'unit^,  la  trajectoire  ser^  ua 
cercle  d'un  rayon  ^ffal  au  rayon  ^^de  Torbite  ^C>  parceau'alors, 
autafit  le  cercle  AS  toume  en  vertu  du  mouvement  cinculaire  de 
son«  centre  A,  fuitant  il  est  toum^  en  sens  contraire,  en  vertu  de 
son  mouvement  de  rotation  oppos^. 

A  präsent  pour  d^terminer  Tequation  de  la  oourbe,  donf ,  l'^pi- 
cyploYde  qu\ilconque  o'est  qu'une  espece  particuliere>  il  faut  sup- 
poser  que  le  cerde  AB  tourne  dans  le  sens  de  la  flache  «»  6bl 
anivant  800  orbite  ACf  et  assiguer  ensuite  la  quaqtitö  des  deux 
vitesses»  commuoiouäes  au  point  P  par  ce  double  mouvement 
Soient  AM=a,  AB:=zCD=ib,  le  rapport  des  vitesses  «iigitlai* 
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res  de  C  et  d&  P^^^p^iq^  et  9  L'arc,  mesare  de  i^aagl«;  AMC; 
ain«!  p^ndaiit  que  le  «eiätve  4  pas«e  di9v4  ^  C,  lei^oinliS  d<^ 
crit  im  orc  =  2)/^,  de  sorte.  que  ^itf  C ;  JOCP  ==^jti :  9»  et  i>€!P 

=:SL,AMC.    Le  mouvement  differentiel  du  centre  C  dans  l'orbite 

^C  ^taot  adq>,  le  poitt  P  partici|)era  ä  c#  mouvement,  et  la  di- 
rection  de  ce  mouvement  sera  parallele  ä  celte  de  la  tangente/ 
passant  par  le  point  C  Ii^es  niouvenients  däcoropos^s,  parallele- 
ment  anx  axes  des  x  et  di^s  3^,  seront  donc 

•— 089. sin 97  et  089. cos 9>. 

Pendant  que  le  cercle  g^närateur  passe  de  A  en  C,  le  point  B 

parviendra  en  P  et  anra  an  mouvement  angulaire  total  =  9  -f  £.9. 

P 
Ptar  coQsi^eiil  le  Mewvement  el^roen4|aB*e>  dans  la  divectioB  de 

Hl  tangente  du  point  P  sera  bfEJlly  d(p.     Cette  tangente    fera 

avec  Taxe  dea  a:  un  angle,  mesur^  par  up  aic  =«»  —  C^i^fq>, 
et  les  d^compos^e«  de  ce  second  mouvement  iseront 

^Ä(e±J)3„.sh.(£±2)^  et  -6(e±2)a,..coe(£±t).p. 
Oo  a«ra  doiu! 

3y === + 089 ,  cos  9  — ^r^J^  j  fl^ .  coaTCXÄ  j  9. 

Au  commencement  du  mouvement  af=:a— 6,  y^^O,  et,  en  tenant 
cempte  de  cette  condftion,  on  trouve  le  Systeme,  comprenant 
K^qoation  de  la  courbe: 

^=:acos9—  6cos  fr  '  ^  jy 

A  •   /P  +  ^A     ^ ^^ 

8i  frrcrO,  la  vitesse  angubtire  du  cercle  g^mkrateur  est  prc^cfsement 
^giJe  ä  la  vitesse  du  centre  dans  l*orhitto  AC;  le  point  B  d^crit 
le  oecde  iUB,  et  se*  trouve  Goostaxnoieiit  sur  le  rayoo  des.  deux 
ceotre»  M  et  C  On  peut  comparer  ä  ce  monvesieBt  celui'  d'u» 
poiot  de  la  surface  de  la  lune,  touroant  autour  de  Taxe  lunair« 
dans  le  m4me  temps,  que  la  lune  fait  uae  retolation  autour  de  ia 
terre.  Et  dans  le  cas  g^n^ral«  si  p  et  q  ont  uii  r^pport,  apppe* 
cbant  cel«j  des  mottvenieoits  moyeas  de  la  terce  et  de  la  lune,  la 
courbe  döcrite  sera  uae  repräsentation  approdhöe  de  la  Qourbe  que 
d^critj  dans  l'espace,  le  ceatre  d^  la  liin?  pen^anl.  une«  tövolulieR 
de  la  terre  autour  du  soleil. 

2  ♦ 
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Sl  le  cercle  AB  ne  tourne  pas  dans  le  m^ine  seng  aue  son 
centre  A  autour  de  M,  mais  en  sens  oppos^,  on  parviendra,  par 
une  niarche  analogu'e,  au  Systeme  d*öquationM  de  la  courbe : 

^  ^^  (7) 

^szasing)  — ftsinf  «^ — ^j^j 


IV. 


On  pourrait  traiter  les  problömes  pr^c<$deiits  sous  vn  point  de 
vue  plus  gen^ral,  en  consiaärant  liiobiles  la  droite  et  les  cercles, 
qu'on  a  suppos^  fixes,  demani^re  qu'ils  touchent  constamment  uoe 
courbe  donnöe ,  et  il  n'est  pas  difBcile  d*assigner  la  route  ä  suivre 
dans  la  soWion.  Mais  je  me  borne  de  retour  ä  un  cas  special, 
dans  lequel  tombe  celui  du  probleme  de  Mr.  Dienger,  citä  plus 
haut. 

Qu'on  dß  propose  done  de  trouver  les  ^quations  de  la  eourbe 
^picycloTdal^  plane,  d^crite  par  un  point  de  la  circo^fi^renpe  d'un 
cercle ,  mutant  uniformement  autour  d'un  autrt  cercle ,  oui  lui  m^nie 
roule  uniformement  le  lon^  d'une  droite.  Soit  ^  C7 (Tab.  L  Fig.5.)  cette 
droite,  MB  le  cercle,  de  rayon  jß,  qui  roule  le  long  de  cette 
droite,  et  NA  im  cercle,  de  rayon  r,  qui  roule  en  m^me  temps 
autour  du^preniier  cercle,  et  dont  un  point  de  la  cir Conference  de- 
crira  la  trajectoire  epicycloidale  demandee. 

Que  Ton  suppose,  pour'plus  de  simplicitö,  lapositiondu  cer- 
cle gen^fateur  AN,  au  comniencement  du  mouvement,  teile,  qu'il 
soit  touche  par  la  base  rectiligne  AV  ^u  cercle  MB,  et  que  le 
point  g^närateur  coincidealorsavec  le  point  decontact  A.  Sx  DE 
est  la  tangente  au  point  de  contact  D  des  deux  cercles,  on  aura 
AE=DEz=:BE,  et  puisque  DE=VRr,  AB  sera  =2vßr.  De 
plus,  nommant  a  Taiigle  JN^MB,  on  a  dans  le  triangle  rectangle 
JSfMC,  NC  etant  parallele  ä  AB, 

iVC=2VÄr=(Ä+r)8ina,  iIlfC=Ä-r=(Ä+r)cos«. 

On  conservera  la  notation  a  de  Tängle  NMB,  et  on  ne  fera  usage 
des  valeurs  de  sina  et  cosa,  tirees  de  ces  deux  ^galit^s,  que 
pour  les  substituer  dans  F^quation  finale. 

Si  le  cercle  MB  est  arriv^  dans  la  position  OF,  le  point  de 
contact  B  se  trou^era  en  /  de  sorte  que  la  longueur  de  Varc  FI 
^gale  le  chemin  BF  parcouru,  et  prenant  Tarc  lD':=zBD,  le 
eerde  touchant  N'D\  ayant  un  rayon  r,  serait  la  positfon  du  cercle 

fen^rateur,  s'il  n'avait  pas  de  raouvement  propre  autour  da  cercle 
>Z>',  de  meme  que>  I  arc  D'A'  ^tant  ögal  a  l'arc  DA,  Af  se- 
rait le  Iteu  correspondant  du  point  g^o^rateur.  Donc,  si  le  mou- 
▼ement  angulaire  FOl  du  cercle  mB  est  9  ou  of  (o  ötant  la 
vitesse  angulaire  et  t  le  temps),  on  aura: 
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Tangle  I>OF=zip^ci,       Tarc  FJD'—B((p+a); 

rangle  A'JN'D' -ISO^^a,  l'arc  ^'/>' ==  r (w - a). 

Hais  le  cercle  ND  ayant  un  mouvement  propre  autour  ;de  DM, 
il  aura  iine  position,   differente  de  A'N\   qiiand  le  cercle  M  aera' 

Iiarvenu  en  O;  qua,  par  exemple,  ND  seit  parveou  en  QH  et 
e  point  g^nörateur  A  en  P;  alors  si  les  mouvement«  aogulairea 
uDuormes  des  deux  cercles  MB  et  NA  sont  entre  eux  comme  p 
et  9  on  voit  facilementy  que  l'arc  D'H,  parcouru  par  les  points 

du  cercle  D'N',  sera  ^gal  k  r.S..g>,  et  Fangle  D^OH''  aura  pour 

mesure  un  arc  =-^.^.  9,  appartenaut  ä  un  cercle ,  dont  le  ra- 
yoD  vaut  lunit^;  douc  aussi  langte  FO/f  aura  pour  mesure  un  arc 

H  p 

De  m4me  l'arc  HSP  ^tant  =HS+SP  =  ffD'  +  D'A'=zT.  i  .9 

P 
+T('n — a),  Tangle  HQP  aura  pour  mesure  un  arc 

=  2jr— ^^-(»  — a) 
P 

=  »+« — 5^cp. 
P 

Enfin,  QR  ^tant  perpendiculaire  h  la  base  AU,  Tangle  PQRrz 
PQH^RQB==PQH'-{W!fi'-FOH),  et  on  trouvera  que  cet 
angle  a  pour  mesure  un  arc 


=^_j4Lt^|±£rt', 


et  ce  sera  aussi  la  mesure  de  Fangle  PVÜ,  entre  Taxe  des  ab- 
scisses  AV  et  la  tangetite  PF  au  point  P,  parceque  les  cdti^s 
PV,  VÜ  de  l'angle  PVV  sont  perpendiculaires  aux  c6t^s  PO  et 
RQ  de  Fansle  PQR. 

Par  la  determination  des  valeurs  de  tous  ces  angles,  il  se- 
rait  tr^s  alse  de  parvenir  presqne  immediatement  ä  l^quation  de 
ia  trajectoire,  en  ne  faisant  usage  que  de  considerations  g^oro^- 
trlques,  car  AT  ei  PT  ^tant  les  coordonn^es  du  point  P,  on  ti- 
rera  facilemeut  les  valeurs  de  ces  coordonnees  des  valeurs  despar- 
ties  AB,  BF  etc.»  dont  elles  se  composenl;  mais  je  passerai  ce 
caicul»  pour  montrer  comment  on  parvient  au  rösultat,  en  ne.  fai- 
sant attention  qifaux  niouvements  divers  >  qu'on  peut  ättribuer  au 
point  P. 

P.  lD*abord  le  point  P  a  un  mouvement  rectiligne,  parallele  a 
Faxe  des  x,  d*^gale  ^tendue  que  celui  du  centre  O,  et  la  diffe- 
rentielle  de  ce  mouvement  s'exprime  par 


2^.  En  second  lieti«  M  le  cercle  Q  ae  roalak  pas  antoar  du 
cercle  O,  mais  qtt*il  fot  fixe  ^  ce  cercle  O,  le  point  P  touraerait 
avec  le  cercle  O.  Son  mouvement  el^nientaire  serait  1a  diff^ren- 
tiefle  d'nn  arc  de  cercle,  ayant  le  rayoo  OP,  et  la  direction  de 
tt  moaTetnent  Serait  ia  droite  Pü^  perpendicididre  ä  OP.  Amefi 
te  ttomnement  Mmentairto  OP.d<p,  dirigie  suirant  PU,  doit  ötre 
d^compos^  paralldlement  aiix  axes  des  jr  et  des  g,  ^  on  9ora 
potir  les  viMvt9efaer(ta  di^composös: 

+i>P.dq>.coaPüF,  et  ^OP.dtp.sinPÜF. 

|Aais  «PÜF  est  sappl^ment  de  POF,  c*est  ä  dire  =  GOP,  et  comme 
ÖP.  cos  G0P=OGl  OP.sin  GOP=:PG=FT,  les  mouvements 
df^omposäs  ««root  exprlm^s  par 

+  OG^dip  et  ^GP.dqf. 

Maintenant  OG  et  GP  se  ^rent  facilement  des  triangles  rectan- 
gles  de  la  Agare,  aa  tooy^a  de|  angles,  doDt  les  valeurs  sontdö- 
termin^es  pr^c^demment,  et  Icj's  calculs  donneront  pour  valeurs 
analyti^fies  d^  invatwmeiito  pandl^les 

h  Taxe  des  ar....=-<Ä+r)89.  cos  (a+^^^t^Z^g)  l 

pH 

et  k  t'Aze  des  y....=:^(J2-|-4-}d9>.8iD(a4-^£^^Sü:^9>| 

3^.  Troisiemement  il  faut  considerer  le  mouvement  dn  point 
Pf  occaslonn^  par  le  d^placement  du  cerole  QH  le  long  de  fa 
drconteronce  du  cerote  Oa,  et  saas  que  Ton  fasse  lAtenti^ii  a« 
monTemeot  de  rotatioo  de  ce  cercle  QU  autour  de  son  jcentre. 
Ce  deplacement  ^l^mentaire  est  ^gal  ä  celui  du  centre  Q,  et  H  a 
lieu  dans  une  direction ,  parallele  a  la  taraeote  commune  HK  des 
deux  cercles.  Or  il  a  i$te  remarquä  plus  haut,  que  le  cercle  g^ 
BÖrateur  parcourt  Tarc  D'H  cocrespondant  au  mouvement  angii» 
laire  q>  du  cercle  OF^   et  ^ue  pour  le  rayon  un  cet  arc  sertutt 

:^  ^.^.(^;  donc  T^irc,  döcrit  en  m^iAc  temps  par  le  centre  Q, 

setaft   OQ.-^.g),   et   Tarc   ä^meutaire,   c'est  ä   dire  la  petite 

liene,  parcöurue  par  le  centre  Q,  et  de  m^me  par  le  point  P,  fifa^ 
raki^OnMttft  &  la  tatygafte  HK,  auftt  poor  expiresslon 


C'^  44MIC  ee  mouvement  do  poiot  P  qu'il  faut  döcomposer^  et 
poisque  t'aD^le  HKF  entre  Faxe  des  or  et  la  tangente  HK  est 
suppI^meDt  äe  l'angle  FOH,  dont  la  mesure  a  4t6  assignäe  plus 
baut,  on  obtiendra  pour  valears  des  mouvemei^  döcon^os^s: 

paralMe  ä  Faxe  des  o;.... 


et  paralMd  k  Taxe  des  5^.... 


\ 


=+(ß+f)^89).si«H«  +  (^|J«^)  9 


}• 


4^.  Enfih  le  poiot  P  a  enoore  an  qnatri^me  mdüveiiieDt  daos 
la  direetioD  de  la  tangente  PF»  et  du  a  la  rotation  du  cercle  Q 
antovr  de  son  centre.    Le  cercle  N*  ^tant  transport^  de  N'  ea 

Q,  aufa  par  ceia  un  mouvement  angulaire  z^SLtp^  et  le  mou^e- 

pK 

ment  angulaire /occaslonnä  par  la  rotation  proprement  dite^  öqui- 
Taut  k^^;  par  consäqaent  io  mouvament  angafattra  tdied  «exa 


Par  anite»  le  monvemedt  angulaire  ältoentaire  d'un  poiat  P  da 
cercle  0»  qni  a  le  ray^on  r»  aura  p^nir  valeur  dans  la  dfrecfM>a 
de  la  tangente  PVi 

\ 

I 

C'est  l6  mouvement  k  döcomposer  dans  les  direttions»  paralleles 
aus  axes  des  o;  et  y,  et  vu   que  la  valenr  de  la  mesure  de  Tan- 


gle  PW,  entre  ar  «t  la  dif^ction  PV,  ^  M6  donn^e  pr^^- 
demment,  cette  d^^coirmosition  de  fera  sans  dIfGcultö,  et  ön  obti- 
endra pour  valeur  de  Petendue  du  mouvement  ^l^entaire: 

V 
paraUile  ä  Taxe  des  ic,..=-r^^±^8q>.coB\^J^±Sl^l^g,, 

et  patalli!e  k  Vaxe  des  y...-+r  i^±r>ay.sSn  jiE±S5^±£:|  y, 

t 

Tiut^atit  K  pY^eut  U  somme  de  tous  ces  roonvements  partiels 
dtmsfrtatf^^  on  aura  pour  ks  mouvelnents  totaux: 
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Et,  iot^rant, 

x=C+Rq>-(R  +  r)s\n{a+^±^ip]-rB\n  j^iS^Ä+STJ  ^, 

,=  C-rÄ+r)  c«.  {«+<£^,»_rco8  ^<£+JÖÄ±2r  ^  ^. 

^  ^tant  säro,  on  aujra  en  m^me  temps  x=0  et  y=0;  d*ou 
C=:(Ä+rjsina=2V-ßr,  et  0=^R,  SuDstituant  ces  valeurs  de« 
constantes»  d^väloppant'les  sinus  et  cosinus  ou  a  eotre,  et 
mettant  k  la  place  de  sina  et  cosa  las  valeurs»  dont  il  a  4t6 
queatioD  au  commencement  de  la  Solution  du  präsent  probleme, 
on  troatera  fioalement  le  sy^t^me  d'äquations  de  la  trajectoire  d^- 
mand^e : 

x=z2VRr+  Ä9— 2(VÄr)co8  (^  JrJ^ 


y=Ä-(Ä-r)co8(«^l!:)„ 


...(8) 


D'apr^s  les  relations  particuUerea  il  pourra  devenir  possible  de 
parvenir  ä  une  ^quation  unique  entre  :i;  et  y  par  r^JimiDatioD  de 
\a>,  mais  dans  les  cas  les  plus  simples  cette  ^lunioation  präsente 
des  difficult^s  essentielles,  ce  dont  on  pourra  se  persuader,  en 
posant«  par  exemple,  R^=r  et  p=q,  Cette  difficuite  tient  prin- 
cipalement  ä  la  presence  du  tenue  Rq)  dans  la  valeur  de  o?;  c'est 
aussi'ä  cause  de  ce  terrae«  que  Täquation  de  la  courbe  ne  sera 
Jamals  algebrique,  mais  toujours  transcendante«  comme  celle  de 
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ia  cydolde.  Sl  Von  6tait  ee  t^fnw  de  la  valetyr  de  a;»  ie  Systeme 
des  ^quations  (8^  se  rapporterait  ä  la  courbe,  engendröe  par  Ie 
point  Ä  dans  la  supposition  qne  ie  centre  ilf  du  cercie  MÖsersüt 
nze;  alors  ce  cercie  anrait  senleroeDt  un  mouvement  de  rotation 
Biiiis.iDoayeiDent  de  translatlon  ie  loDg  de  la  droite  AU.  Et  ii' 
D*eat  pas  difficile  d'entrevoir»  qaelle  redoction  daos  les  termes  du 
m^me  Systeme  devralt  avoir  lieu>  pour  que  la  trajectoire  fät  celle 
dans  ie  cas  d'un  cercie  MB,  ponssö  uniformement  sans  rotatioo 
Ie  long  de  la  droite  AU. 

Du  raste»  je  ra'abstiens  de  ptnsieurs  autres  remarques  spe- 
ciales, auxqttelles  la  consid^^ratioD  des  ^quations  du  Systeme  (8) 
peut  donner  lieu.     Ce  qui  precede  sulBt  aussi  pour  montrer,  com* 
ment    il    faudrait   proceder   dans    des    cas    moins    simples,    par 
exemple,  si  Ie  mouvement  du  cercie  MB  devrait  avoir  lieu  Ie  long 
d'une  base  circulaire,  et  möme  s'il  ne  s*agirait  pas  d'une  courbe 
^plane,  mais  d'une  courbe  gauebe  ou  non  plane,  teile  qu*une  courbe 
'sph^rique.    Enfin  ,  on  pourrait  ^tendre  ces  röchercbes,  soit  ä  Thy- 
potb^se  d*autres  courbes   donn^es  que  des  cercles,  seit  k  ccAe 
d'un  mouvement  variable^  dans  cette  seconde  hypothese  on  se- 
rait  conduit  aux  m^mes  r^sultats,  s'il  s'agit  d*un  seul  cercie  mo- 
bile, tandis  que  la  base  rectiligne  ou  circulaire  est  fixe,  mais  dans 
fa  supposition  contraire,  et  m^me  dans  celle  du  probl^me  III. ,  Ie 
Probleme  se  compliquerait 


Heber  die  Brennllnie  der  geraden 

Uiiie. 

\  on 

dem  Herausgeber. 


Die  gegebene  gerade  Linie,  deren  Brennlinie  gesucht  wird, 
wollen  wir  als  die  Axe  der  x  eines  rechtwinkligen  Coordina- 
tensystems  der  xff,  und  den  Einfallspunkt  als  den  Anfang  die- 
ses Coordinatensystems  annebroen.  Den  einfallenden  und  den 
abgelenicten  Stranl  denken  wir  uns   als  zwei  von   dem  Einlklls- 

E unkte  oder  dem  Anfange  der  xy  ausgehende  gerade  Linien,  niid 
ezeichnen  unter  dieser '  Voraussetzung  die  von  diesen  beiden 
Strahlen  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  eingeschlosse- 
nen Winkel,  indem  wir  diese  Winkel  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  x  an  nach  der  Seite  der  positiven  y  hin  oder  durch 
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dn  i^ocbten  Winkel  (ay)  Undurdi  von  0  bis  360^^  2lililen,  fMpe- 
oÜTB  dnnch  ^  und  4pi,  Der  Einßtchlicit  wecen  wollen  wir  jedoch» 
tras  der  notbwendigen  Att|remeiilhelt  dier  folgenden  BetnchtttOMo 
darcbavs  keinen  fiintra^  äan  wird,  imnver  annebmcm»  dass  der 
einfallende. Strahl  auf  der  positii^n  Seite  deir  Axe  der  er  oder  der 
gegebenen  geraden  LMe  hege»  und  folgttch  stete 

sei.  Der  reciproke  Ablenkungsezponent  soll  im  Folgenden  durch 
fc  bezeichnet  werden. 

Wenn  nun  zuerst  0  <  g?  <  ÖO^  Ist»  so  erhellet  aus  INaf.  L  Fig.  6. 
leicht»  dasB  im  Falle  der  ZurfickiverAing 


ioleo 

eos9|ä=^^ces9» 

und 

ist    Im  Falle  der  Brechung  ist  dagegen,  wie  aus  Tat  I.  Fiig.  7. 
leicht  erbellet, 

sin  (2700— g>i)=ftsin(900-9), 

also 

cos^  I  ==  — 'f*  cos  g> , 
und 

180^  <g>i<  3600. 

Wenn  ferner  90o<9<180o  ist,  so  erhellet  aus  Taf.  I.  Fig.  8. 
leicht,  dass  Im  Falle  der  Zuräcbirenung 

sin  (000 — i|(^«s^  sin((p-^M)o) , 
also 

coaq>iZz: — ficoatpf 

und 

0<9>i<180o 

ist    Im  Falle  der  Brechung  ist  dagegen ,  wie  aus  Taf.  I.  Fig.  9 
leicht  erhellet, 

sin  <9i  — 2700)  i=  ^sln  (<p— 90"), 

also 

cos  91  i±±t  *^|iCoe^; 

und    .... 

I 

Fasst  man  das  Vorhei]^eheode   susammen,  so   ergiebl  sich, 
;dass  in  volUger  Allgemeinheit 


\ 


«r 


Mrih  i&%ev  fm  ttÜe  der  SuWkkwerhnig  iiteto  äwhielMin  ^.titid 
ISQO,  im  Falle  der  Brechung  stets  zwbcben  180^  und  360(>  ge- 
nommen werden  mass. 

Jetzt  wollen  wir  wieder  die  gegebene  gerade  Linie  als  die 
Aze  der  x*  eines  rechtwinJcligen  Coordinatensystems  der  wy, 
mii'  'An&lig  die^eä  Coordinatetisystems  aber  in  d^r  ]|&0ebe- 
nen  eeraden  Linie  ganz  beliebig  annehmen.  Den  elttfnmid^tl 
Strahl  denken  wir  uns  nun  als  von  einem  auf  der  positiven  Seite 
der  Axe  der  x  oder  der  gegebenen  geraden  Linie  liegenden  strah- 
lenden Punkte  {pq)9  dessen  Coordinaten  in  dem  Systeme  der  aig 
also  p,  q  sind»  ausgehend»  und  bezeichnen  unter  dieser  Voraus- 
setzung den  von  demselben  n^it  dem  positiven  Theile  der  ersten 
Axe  emes  durch  den  Punkt  (pg)  gelegten»  dem  Systeme  der  xy 
PavaHeieD  CoerdiaatSfisystems  eingescUosseBeo»  von  dem  positiven 
Theile  der  ersten  Axe  dieses  Systems  an  durch  den  entsprechen- 
den Coordinatenwinkel  hindurcn  von  0  bis  360^  gezählten  "Win- 
kel durch  q).  Den  abgelenkten  Strahl  denken  wir  uns  wie  vorher 
als  von  dem  Einfallspunkte  ausgehend»  und  bezeichnen  unter  die- 
ser VinmuasetB^n^  den  vctt  demselben  mit  lAem  positiven  Theilo 
der  ersten  Axe  emes  durch  den  Einfallspunkt  gelegten»  dem  Sy- 
steme der  xy  parallelen  Coordinatensysteps  einffescblossenen»  von 
dem  positiven  Thetle  der  ersten  Axe  dieses  Systems  an  durch 
den  entsprechenden  Coordinatenwinkel  hindurch  von  0  bis  960^ 
eezählten  Winkel  durch  9)|.  Dann  ninss  man»  wie  aus  Taf.  I.  Flg. 
lO.  leicht  erhellet»  für  q>,  q>i  in  d«r  Tother  gefundenen  Gleichung 

tcoBg>i^'— ffcCosg) 

respective  9-**  180^»  tpx  setzen»  wodurch  dieselbe  nun  die  Gestalt 

1)    cos  91  =  fi  cos  9) 

» 

erhält.  Der  Winkel  ff  liegt  jetzt  immer  zwischen  180^  und  30O<>» 
und  der  Winkel  ^  ist  wie  vorher  im  Hraüe  der  Zurückwerfung 
stets  zwischen  0  und  180^»  im  Falle  der  Brechung  dagegen  stets 
zwischen  18QK>  und  360^  zu  nehmen »  was  Inan  tm  Folgenden  je- 
derzeit wohl  vor  Augen  zu  behalten  hat 

Die  Gleichung  der  geraden  Linie»  in  welcher  der  einfallende 
Strahl  liegt «  sei 

nfts.Ax\B, 

so  ist,  weil  diese  gerade  Linie  durch  den  Punkt  (pq^  geht, 

ateo'         .   ".  ^  ■■■'■■■■,■•   . 

i        .    .  I 

y^q:^Aix^py       ' 

Nach  den  bekannten  Principien  der-aMlyttsdhett  Geonnetrie»  wo- 
bei man  nur  die  aus  dem  Vorhergehenden .  bekannte  Bedeutung 
von  9  festzuhalten  hat,  ist  Hber  allgemein 


S9 

A=t^ag(|fp — 180°)^taiig9, 

uod  die  Gleichung  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  einfaUende 
Strahl  liegt,  ist  folglich 

2)    y— y=(a:— p)tang9. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Goordinaten  des  Einfallspunkts  durch 
Pi»  qil  «o  ist 

~  ^=(Pi  — P)  tang  g> ,  9^1  =  0 ; 
also 

3)    pi=^p  —  qcot^,   ^1=0' 

Die  Gleichung  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  abgelenkte 
Strahl  liegt,  sei 

so  ist,  weil  diese  gerade  Linie  durch  den  Punkt  (piqi)  geht, 

aleo 

Nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie  ist  aber  Im 
Falle  der  Zurückwertung 

^i  =  tangyi, 
ifhd  m  Falle  der  Brechung 

Jii = tang  (^  — 180^)  ^  tang  9>| , 
so  dass  also  allgemein 

Jj=tangg)i, 

und  folglich 

^4)    .V=(*-Pi)tang9)i, 
oder  nach  3) 

6)    y=(a:— p+ycot9)tang9i 

die  allgemeine  Gleichung  der  geraden  Linie  ist,  in  welcher  der 
abgelenkte  Strahl  liegt.  Bekanntlich  liegt  <pi  im  Falle  der  Zurflck- 
werfung  zwischen  0  und  180^,  im  Falle  der  Brechung  zwischen 
1800  und  3600. 

Weil  nun  nach  1)  aUgemein 

4  •   •    . 

cos9»i=ficos^ 
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ist,  80  ist 

sio^i*=  1— fi'cos  9*, 
und  folglich 

6)    «liig>ji=dtVl-^«cb8<p«, 

wo  man  im  Falle  der  Zarfickwerfung  das  obere,  im  Falle  der 
Brechung  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  imt.  Also  ist  unter  der- 
selben Bedingung 

7)    tang<^=±VI=^2. 

f*  cos  <p 

und  folglich  nach.  5) 

Qv       .   VI— M*cosgp*,  -         .    V 

8)    v=db 2:— (a:—|i+ör  cot©) 

die  Gleichung  der  geraden  Linie ,  in  welcher  der  abgeUnkte  Strahl 
liegt  Nimmt  man  aber  ft,  welches  bisher  stets  positiv  war,  von 
jetzt  an  im  Falle  der  Zurück  werfung  positiv ,  im  Falle  der  Bre- 
chung negativ  y  so  ist  in  völliger  Allgemeinheit 

m  V  1 — tt^COS©*,  ,  .     . 

die  Gleichung  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  abgelenkte  Strahl 
liegt 

Ffir  den  veränderten  Werth  q>'  von  q>  ist 


i  I 


10)         V  1-fi^cosy;«    _^  •      , 

'    •'  ^cosg)'  f  ■  Y       ^/ 

die  Gleichung  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  abgelenkte  Strahl 
liegt,  wobei  natürlich  p,  q  constant  angenommen  werden. 

Bezeichnen  wir  nun  durch  x,  y  die  Coordinaten  des  Durch- 
schnlttspunkts  der  beiden  durch  die  Gleichungen  9)  und  10)  cha- 
rakterisirten  geraden  Linien,  so  müssen  o:,  «^aus  diesen  beiden 
Gleichungen  durch  gewohnliche  algebraische  ^Elimination  bestimmt 
wwden.    Setzen  wir  aber  der  Kurze  wegen 

COS  9? 

SO  erhalten  wir  auf  diesem  Wege  ohne  Schwierigkeit : 


I  /■ 


10 

Setzen  wir  ^^qt-^-J<p,  ao  M 

r 

und  folglich,  wie  man  leicht  findet: 


oder 


Afp 
13)  -f  ^«^ 

Da  nun  die  Coordinaten  der  Punkte  der  Brenolinie  offenbar 
die  Grftnaen  sind,  denen  die  Torhereebend^n  Coordinaten  x,  j 
sich  nähern  9  wenn  man  Jq>  sich  der  Null  nähern  lässt,  so  erhalten 
wir  aus  den  beiden  vorhergehenden  Gleichungen,  wenn  wir  diese 
Gräozen  der  Kürze  wegen  durch  x,  y  selbst  bezeichnen,  Ar  die 
Coordinaten  der  Punkte  der  Brennlinie  unmittelbar  die  folgenden 
Ausdrücke: 

/  8F(5P) 

Durch  Differentiation  findet  man  aber  leicht  nach  11): 

dF(^ (l-ft*)c^sy 

15)     I        »9        "*  «»»9*  VT==jE«cös9ä ' 
3/(9)  _  sin  9 


«1 


89.  .     «949^Vl-*f«f^CM« ' 


fo^iich  nach  14),  wie  man  nach  «inigen  Reductionen  leicht  findet: 

"       \  smq>        /     f* 

welches  abo  die  Gleiehnngen  der  Brenniiaie  der  gegebenea  als 
Axe  der  x  angenoramenen  geraden  Linie  sind. 

Für  die  gewShuIiche  Zuruckwerfung  lat  bekanntlich  fi=:  I«  und 
folglich,  wenn  man  nur  berücksichtigt,  dass  nach  dem  Obigen  9 
immer  zwischen  lät^  qnd  360^  Hegt,  also  sin 9  Bteta  negativ  ist: 

woraus  sich  ergiebt,  dass  In  diesem  Falle  die  Brennlinie  der  gtt 
gebenen   geraden  Linie   sich  auf   den  durch  die  Coordinaten  p, 
— q  bestimmteD  Punkt  redncirt,  was  bekanntlich  ganz  den  Leh- 
ren der  elementaren  Katoptrik  entspricht. 

Gm  die  Gleichung  der  Brönnlinie  der  gcigebenen  als  Axe  der 
a:  angenommenen  geraden  Linie  zwischen  x  und  y  zu  finden,  muss 
man  aus  den  beiden  GleieiHingen  16)  den  Winkel  9  eÜBäiiren; 

Zu  dem  Ende  erhalten  wir  zuvorderst  aus  der  zweiten  der 
beiden  Gleichuugen  16): 


|4y  __  /  V 1  ~  y^  cos  y*  y 


also 


V 


C-Ä«=  — h — 5-^=?coiec9«-*ft*cot9>", 


d.  i. 


Yi^y-=i+a~ft*)cot9*. 


Verbinden  wir  hiermit  die  erste  der  beiden  Gleichungen  16),  sp 
erbalten  wir: 


(4«r 


*"*9''=?eife' 


17) 


'>«'»'= — 1 '  .  ■■  i 


•  •  •     *  * 
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I                 (1— f**)9 
18)    <  •,—       V 


.  Liegt  nun  ^,  welches  bekanntlich  immer  zwischen  180^  ood 
360^  lieffty  zwischen  180^  und  270^,  so  ist  coto)  positiv,  und  folg- 
lich nach  der  zweiten  der  beiden  vorhergehenaen  tileichungen 


also 


und  folglidi  wegen  der  ersten  der  beiden  Gleichungen  18): 

Liegt  V  zwischen  270^  und  360^,  so  ist  cot tp  negativ,  und 
folglich  nach  der  zweiten  der  beiden  Gleichungen  18) 

also 

(1-^»)V9«    '^     '        (l-fi*)V9» 
und  folglich  wegen  der  ersten  der  beiden  Gleichungen  18) 

20)    :r=p+(y-VlI%»)i/   j^V^ZL^^ZZl. 

Aus  den  Gleichungeo  19)  und  20)  ist  ersichtlich«  dass  man 
im  Falle  der  Zurückwerfung  und  Im  Falle  der  Brechung  als  Brenn- 
linie ganz  dieselbe  Curve  erhält,  weil  diese  Gleichungen  sich  nicht 
Sndem,  man  mag  ft  positiv  oder  negativ  nehmen«  Es  können  also 
nur  gewisse  Theile  dieser  Curve  dem  Falle  der  Zurückwerfimgy 
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fewisse  Theile  derselben  dem  Falle  der  Brechung  entsprechen, 
^a  die  Gleichungen  16)  beide  Fälle  ganz  streng  und  bestimmt 
von  einander  unterscheiden,  so  Jasse  ich  mich  auf  weitere  Unter- 
suchungen hierüber  jetzt  nicht  ein,  da  überhaupt  diese  Abhand- 
lung vorzugsweise  den  Zweck  bat,  dje  allgemeine  Methode  der 
Entwickelung  der  Gleichungen  der  Brennlinien  durch  ein  sehr  bemer- 
kenswerthes  Beispiel  zu  erläutern,  und  möglichst  zweckmässige 
und  einfache  Formeln  zur  Construction  der  Brennlinie  der  gera- 
den Linie  zu  Onden. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  17}  ergiebt  sich  auch  unmittel- 
bar die  Gleichung      , 


1 

X — p    i  " 


also 


folglich 


cNler 


oder 


« 


oder 


'U.\i    r  ^^^  "  ^ 


22)  (i)  +( -...L=  ) 
\^y      VV^ji*— 1-/ 

wo  die  erste  oder  die  zweite  Form  in  Anwendung  zu  bringen  ist, 
jenachdem  der  absolute  Werth  von  fi  kleiner  oder  grosser  als  die 
Einheit  ist 

Da  es,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  offenbar  verstat 
iet  ist,  p=:0  zu  setzen,  so  ist  auch 

«.nS     /     ^    vi 


Vy      VvTLTisy 


Thell  XL 
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oder 


24)    ^^_ 


Vy     VVu«=I-/ 


jenachdem  der  absolate  VVerth  von  u  kleiner  oder  grSsser  als  die 
Einheit  ist. 

Hieraus  erlcennt  man  auf  der  Stelle«  dass  die  Brennlinie  der 
.    geraden  Linie  die  Evolute  eines  Kegelschnitts  ist. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  beliebigen  Punktes  (ä:^y) 
der  Brennlinie  von  dem  entsprechenden  Einfallspunkte  (pfqi)dnxcrk 
K,  so  ist  bekanntlich 

Ä=:V(a:-pi)«  +  ja. 

Weil  nun  nach  3)  und  16) 

Pi=P'-gcot<p; 

:r=p-KWfi«)cotg>».^,  y=  (^V 1- V^cosy^V .  £  . 
^  V        sing)         /      f* 

also 

oder,  wie  man  leicht  findet^ 

^  _,  1 — tt^COS®*         * 

sinqp^        ' 
ist;  so  ist,  wie  sich  mitteist  leichter  Rechnung  ergiebt: 

^_ /1-^f^cosg^ Y     y^    . 

also  nach  6) 


Vsin  q>/       ft^sm  9* 


Bekanntlich  ist  q  immer  positiv,  (i  ist  aber  im  Falle  der  Zu- 
rückwerfung  positiv,  im  Falle  der  Brechung  negativ;  der  Winkel 
fjp  liegt  immer  zwischen  180^  und  360^,  und  sin  9  ist  daher  stets 
negativ;  also  Ist 

25)  Ä=Tr^y.-^=i^iÄ4, 

\8inq>/     (ismtp  fismq>^ 

wenn  man  im  Falle  der  Zurück  werfung  das  obere,  im  Falle  der 
Brechung  das  untere  Zeichen  ni^imt.i  Bezeichnen  wir  aber  den 
absoluten  Werth  von  (i  Airch  (^),  so  iH  hk  völliger  Allgemeinheit 
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Die  beiden  Formeln 


j » 


27)    cosyi=^cos,),i2=-ii!!aa!; 

(u)8in9)8 

bei  denen  man  sich  zu  erinnern  hat,  dass  ©,  im  Falle  der  Zurück- 

r^"^j  ^o '*^**®'^  0  «n<l  1^»  «m  Falle  der  Brechung  zwischen 
KJO«  und  3600  ffenommen  werden  muss,  bieten  ein  vorfr'tefmches 
üulrsniittel  zur  Cpusttuction  der  Brennlinie  der  geraden  Linie  dar, 
was  weiter  zu  erläutern  hier  fiitht  nÖthig  sein  wird. 

Wir  woileA  Ann  aber  ndch  die  \Vi'nkd  aus  den  obigen  For- 
meln ganz  eliminiren,  und  bloss  Linien  in  dieselben  einführen« 
was  besonders  bei  der  Construction  der  Brennlinie  wünschenswerth 
sein  kann. 

Weil  nach  3) 


cotq>=zEllPl 
9 


ist,  so  ist 


Bezeichnen  wir  nun  aber  die  Entfernung  des  Einfallspunktes  (piqi) 
von  dem  strahlenden  Punkte  (pq)  dardh  r^  so  ist  bekanntlich 

r^^(p-pi)^  +  g^ 

s 

und  (biglich  nach  dem  Vorhergehenden 

8iny*=(jJ,  coa<p*=(^-fiy. 
Also  ist  nach  6) 

sin  9,1«=  1-^a  cos  <p2=  !:!zVfcM^ 


Da  sing?  immer  negativ,  q  dagegen  immer  positiv  ist,  so  ist 
uAd  folglich  nach  26) 


2»)    Ä=JL.^i^to??I* 
W  9 
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_  « 

Setzt  man»  was  oiTenbar  veratattet  ist»  p=0»  so  wird 

29)    Ä=.JL.^Lzfe* 


oder 


30)    Ä  ==  !^l=ml(HLfffii). 


Auch  ist 


oder 


"^  -"=5)(r''?)(?+''?)- 

^  «=<7)(?-'t)(?^''f)     • 

Die  Gleicbnng  der  geraden  Linie»  in  welcher  der  abgelenicte 
Strahl  liegt»  ist  nach  dem  Obigen  bekanntlich 

Für  p=0  ist  nach  dem  Vorhergehendeo 


also 


1— ^gcosy«^:''  "^^P^   , 
Vl~f»«cos9«=i\^r2-fiVi«; 


und 


€08©*-=^. 


Nun  erhellet  aber  mittelst  einer  einfachen  geometrischen  Betrach' 
tung  sosleich,  dass  unter  der  gemachten  Voraussetzung»  dass 
«=0  sein  soll»  »j  positiv  oder  negativ  ist,  jenachdem  97  zwischen 
tirO»  und  3ßO^  oder  zwischen  180^  und  27&^  liegt»  d.  h.  jenaeh^ 
'  dem  cos  00  positiv  oder  negativ  ist,  so  dass  also  pi  und  cos  9  je- 
derzeit gleiche  Vorzeichen  haben»  folglich  nach  dem  Obigen  10 
völliger  Allgemeinheit 


S7 


Pl 

r 


ist.    Alao  ist 


34)    y^Vr?-f*Vx%_ 


^e  Gleichung  der  geraden  Linie ,  in  welcher  der  abgelenkte  Strahl 
liegt    Diese  Gleichung  kann  man  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken : 

oder  auch  auf  folgende  Art: 

wenn  man  nur  in  dieser  Gleichung  jederzeit  im  Falle  der  Zurück- 
werfnng  das  obere,  im  Falle  der  Brechung  das  untere  Zeicheonimmt. 

Weil  nach  29) 


ateo 


y/l»-iflp^  =  q^Wj 


ist,  so  ist  nach  34)  auch 


»■     ,     ^  \     <T 


oder,  wie  leicht  erhellen  wird. 


"'  »=^'0-^)V^ 


die  Gleichung  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  abgelenkte  Strahl 
liegt,  wenn  man  nur  in  derselben  im  Falle  der  Zurückwerfung 
das  obere,  im  Falle  der  Brechung  das  untere  Zeichen  nimmt. 

Die  beiden  Gleichungen 


wo  man  im  Falle  der  Zurfii^J^erfaDg  das  obere«  im  iPaile  der 
Brechung  das  untere  Zeichen,  zu  nehmen  hat ,  scheinen  mir  bei  der 
Construction  der  Brennlinie  der  geraden  Linie  auch  eine  beson- 
ders zweckmässige  Anwendung  zu  gestatten.  Für  jeden  ip  d^r 
gegebenen  geraden  Linie  angenommenen  Einfallspunkt  kann  man 
mittelst  dieser  Gleichungen  leicbt  die  Lage  des  abgelenkten  Strahls 
und  die  Entfernung  des  entsprechenden,  in  diesem  abgelenkten 
Strahle  liegenden  Punktes  der  Brennlinie  von  dem  angenommenen 
Einffillspunkte,  auf  diese  \Veise  also  beliebig  yiQle  Punkte  der 
Brennlinie  bestimmen,  und  diese  Curve  daher  selbst  consUuiren. 
Ich  mOchte  selbst  diese  Gleichungen  bei  der  Construction  der 
Brennlinie  noch  den  trigonometrischen  Gleichungen  27)  vorzuzie- 
hen geneigt  se^^  wenn  dies^  letzteren  Gleichiingei»  ^uch  aller- 
dings eine  leichtere  numerische  Rechnung  gestatten. 


Bemerfcunff  tnv  Ahhan^ung  TU.  in 

Theil  X. 

Von  dem 

Herrn  Doktor   J^    Dienger, 

Lehrer  an  der  höheren  Bürgerschule  zu  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


\      Wie  der  Qerr  Vf.  dieser  Abhandlung  bemerkt ,   hängt  Alles 
von  der  Richtigkeit  der  Gleichung 

(S.  77.)  ab.    Diese  aber  ist  richtig«  wenn  diQ  Reihen 

/•(jr,l)+/'(ar,2)+...in  int.  und  /'(ar,l)  +  /'(ar,2)+.  ..in  inf. 

beide  konvergent  sind;  so  dass  unler  dieser  Voraussetzung  die 
Differenziation  unbedingt  Statt  findet. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ergtebt  sich  iinnittciLbar  aus  Dixk- 
sen:  „Organen  der  ges.  tr.  Analysis".  L  §.  313.  Lehr- 
satz 27.,  wenn  man  dort  / 

a      ^fi^  +  am.D—fCs},!)  ,         j.A^+gm,n)~  f(x , n) 

vgm ,  n  — —■ "T  •  •  •  •  T — 

setzt,  und  anntimmt,.  d^^ss  a»  mit  wachsendem  ;m  sich  der  NuU 
nähere.     Denn  dann  Ist«     nach   dem    angeführten  Lehrsätze»    da 

/qr"^^^.t?">^>--^^^-^>=r(^>r) 

am, 

ist: 
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i  f  *  i 

■      V. 
^nid  in  Analyst  mathematica  Yaleant 

Aresin  o?,  Arccoso;,  disqnisltio. 

Auetor  Dr.  E.  G.  Bjorling, 

od  Acad.  Upsal.  Docena  Math. ,  ad  Gymn.  Arot.  Lector  Math,  design. , 

(Ex  Actis  Acad.  Scient,  Stochh.  anni  1845.)  *) 

Cootinvatie   **). 


CAPUT  ffl'^^. 


Quid  in  Analyst  valeant  Signa 
Sin  X  eC  Cos  or,  Arcsin  x  et  Arceos  x. 

(J.  1. 
Quid    valeant  signa   Sinor   et  CoBXy   x-vdAote   quolibet 

Reali  x  qoälibet  aequatio  (31)  in  Cap.  Imo  suppeditat 
j  Cosa:+  V^  Sina:=e'V^  » 

unde 


^)  Conf«  notalam  heic  proxime  snbBec^a entern. 

**)  £a,  ipiae  praecedunt  (vid.  Th.  IX.  hu  jus  ArcUivi  pag.  389  seq<|*). 
omaia,    quae  de  signü  X^   et  Log  &(x)  in  Actis  Acad.   Scient.   Stockh.   et 
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Cosj;  = 5 » 

SlD  X  =  ^,; • 

Imagkiariä  autem  x  nuUos  his  sigDis  Sino:  et  Cosx  in  praeceden- 
tibus  Analyseos  partibus  tributus  fuit  sensus.  Licebit  igitur  ab- 
hiDC,  omni  absqae  periculo  harum  partium  laedendarum ,  aequa- 
tiooes  illas  (2)  ratas  haberi  et  universales  signorum^ 
de  quibus  quaeritur,    definitiones,    ideoque  —  loco  ipsius 

X  expositi  a+jS  V — 1  nee  non  debitft  aequationis  (31)  in  Cap.  Imo 
ratione  habitä  —  statu! : 

Sin  (a+iS\^^)=— t^^Sin  a  +  ^^^J^Cos«.  V^ 
Cos(cf-f-pV -— 1)=: — ö Cosa s; — Sma.  V  —1. 


quidem  dissertationi  titnli  lieic  »uperscripti  rcferenda  curavimns,  conficinnt. 
Qnae  loco  cit.  [Arch.  Thl.  IX.]  deprehensa  snnc  menda  aliquot  graviorii 
typograpMca  sie  dccet  corrigi : 

Pag.  383.  Lia.  8.  loco  A«cloi:e  leg.  Aacior. 

♦,  386.      „      penult.  loco  Vlll.  leg.  VII. 

„  391.      „      17.  insignienda  eat  nolulA  (6"). 

„^  395.     „     3.  loco  edito  leg.  edicio. 

),  401.     „      peault.  loco  Quadrat!  leg.  Quadrat. 

„  403.     „     1  „      (23')  „     (23'),. 

,)  404.      „      16  ff      quaeque      „     quaeqiiiae.    . 

„  409.     ,f     ultima  inaignieuda  est  notulä  (54). 

„  410.     „     5.  loco  (53)  leg,  (54). 

„  411,  in  aequ.  (21)  loco  X/«A*  leg.  Xf*f*. 

„     412.  Lin.  19.  loco  pronuntie    „     produntia. 
„     413.  .  ,1     11.  iaiignienda  est  notnU  (25). 
„     418.      „     5.  loco  {xXi..:X)  leg.  (xXi;,*XnU 
,f         „     5.  (ab  imft^  loco  quem  leg.  quam. 

420.  ff     5.  loco  ß  leg.  b> 
22.  „     (3)„     (3'). 

„        f,  '  f,  26.  ,f     yalueris  leg.  Tolueris. 

421.  .,  13.  „    tb  ,f     Ib. 
423.  „  T.  (ab  imä)  loco  ä+tt  leg.  T-\-n, 
429.  „  10,       „             „     (2Ä  +  l>r  leg.  (2Ä' +  !)«•. 

„      4.         f,  f>      utraqne  leg.  uterque. 


,»        »1         « 


ff     431.     «,      2.  loco  incommodo  leg.  iucoinmoda. 
t,        ,f         „      10.   „     fueris  ,,     feceris. 


Haec  fere  de  praecedentibus.  Deiis,  qnae  sequunluff  admooere  oportet 
conlnlisse  dos  heic  iu  ununi  uou  modo  ea  y  qnae  de  hac  re  in'  Actis  Acad. 
Stockholm,  anni  l845,  sed  etiam  qnae  in  NolA  quadam  (snppleraenti  horum 
instar)  Academiae  eidem  d.  2.  Febr.  anni  bujusce  l847  refercnda  curavimas. 
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Harnm  ope  aequationnm  (2)  sea  (2')  facUlimo  usqoe  negotio 
licebit  (ubi  erit  opus)  easdem,  quas  x  reall  servant  Sino;  et  Cos  ;r« 
leges»  etiamsi  x  imaginaria  fuerit,  ratas  esse  experiri.  Safficit 
hoc  loco  fonnulas  illas 

iSlB(ar+y)=:Siniri3osydbGo8a:Sioy, 
CosGT±y)  =  CosxCosyTSina:Siny 

exposaisse  earumque,  ut  ex  aequationibas  (2)  et  (29)^  [Cap.  L] 
plane  apparet,  nianere  vim  immutatain  o;-  et  y-Taloribiis  quibus- 
camqae  admonuisse;  quamm  praeterea  beheficio  rectA,  dum  erit 
opus«  ceteras  deduci  licebit  innummcras ,  ex.  gr. 

Sin  f  ä--F^)=Cosar, 

.  Sin(»TJ^)=dbSinjr; 

(4) \    V«   \ 

Co8(3r=F^)== — Coso?; 
et  sie  porro. 

Praeterea  notatu  est  verc  condignum,  quoniam  juxta  aequ«  (27') 
[Cap.  L]  or-valore  quolibet,  reali  aeque  ac  imaginario,  habentur 

propterea  sie  quoque  a;-yalore  quolibet,  juxta  aequ.  (2)  [vi  qui- 
dem  theorematis  lilius  3i  in  pag.  289.  operis  ^,Anal.  Algöbr.'' 
dtati]«   obtinere 

Sin  ^=*- 073 +17^:5 -etc., 
(5)    .    .    .    ^ 


*)  Hae  ipsae  ennt  aequationes  (uti  satis  est  notnin),  qaae  apad  Gaachy 
Definition  am  occnpant  locum,  nostract  autem  Definitiones  [aequationes 
inqaam  (]2)]  Garollaria  Karnm  ccnsentiir.  —  Hac  quidem  in  re  nil  taue 
interest,  nier  potissimum  eligalur  ordo  rernm;  sed  lamen  simplicitati  mo- 
lins  etse  consnltum  ridelur ,  si,  dam  ita  fieri  potett ,  finitae  fprmae  for- 
mulas  polins  quam  inünilae  Defi.nitionum  in  locnm  coopta'veria. 


4S 


,    '. 


Ö--2-     '  ■         ...i 

Quid    valeat  Signum  Arcsio  x*),  a;*>valor«   quolib^t.    ' 

1.    Omnium  priino  juvabit»  qupd  prozime  aotocedentibus  intimo 
conjunctum  est  nexu^  hoc  solvi 

Problem  a. 

Inveoire  quantitates  eas  z  universas,   quibus  con- 
ditioni  huic 

(6) SInJ=a  +  /?V^=ar 

(a  et  ß  realibiis  quis.bu6camque) 

fiat  satis.    Tali  (si  exsistat)  ((uantitati  unicuique  forma  cedat  ne- 

cesse  est  isthaec  u-\-v  V^ — 1  (u  et  v  teallbus) ,  ideoque  loco  aequa- 
tionis  novissimae  haue  licet  sul^titui  oovam ; 

i.  e.  [jaxta  (2')  in  §**  praeced.] 

i.  e. 

— r-^ — Smtf  =  a5 

fiV  «_  fr—V 

-— 2 Cos  u=/3. 

1«) 

Quoties  neCsix  uec  /?=0  fuerint, 
toties  loco  aequationum  (6'0  substitui  licet  hasee 

2  Sin  u ' 

0) )   gr^e-*^     ß 

2      "Cwä' 

*)  Praecedenlibus   ex  Analyseos   parühns  commonere  hoc   lovo  juvat,   x 
reali  ac  namerice   ^Ij  signo  illo  Aresin ((x))  inielligi 

/ 

-j-(ArcuuX— — >-f;r-db^^*  **5"  Arc8ia((l))^(ArcMoa? — — ), 
2       2  2 

scilicet    „ArciiinJ?**   hocce    limitibas  J;  —  liand  cxcedente. 

8 


(qoouiam  fieri  non  potest  iti  hoo  caso  ut  8intr  nee  Cos  »=0  sit) ; 
unde 


\  ^ 


«  ..'ß 


\  '1      "Sinu  +  CosM' 

<" '  .-.=-:-_-£..     ■         ■ 

ideoque  (ad  ipsam  u  inTeniendam)  habetur 

1 ^        )} 

Sina  '  Cosie 

•  s 

seu  —  [quoniam  juxta  (8)  fieri  n^  j^otest  iit  ti  (si  exsiistat)  talis 

sit,  ut  ;^r- —  et  7^— .^ep^em  esseot  valore  nuroerico]  isthaec 

t 

seu 

CQa^ii— (1  -««— /J«)Cos«i«— i32=:0, 

seu,  quoniam  fleri  non  omnino  ^jot^st  ut  /Dos%  negativa  sit  quan- 
titas. 


^ 

t 


idepque  .'    /    - 


et 


% 


nee  non  (quoniam,  secund.  (7),  Sintieodem  necesse  sit  signo  aco) 


a 


m 8'"«=^.  *) 


*}  Qaaniita»  haec  —  reTerft  nnmerice  ^1  est.     Etcniiu  si  furct 
—  nomerice  ^i ,  i.  e* 

r  =  [ 


tanc  qooque  ohtiueret 


I  •  i 
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positA  acilic^«  brevitatis  ergo, 

seuy  qupd  idem  vaiet, 
(11)  /. .  w=Arcsinf  f  —  JJ=Arc8in((l))±(Arcsln 5-). 

Idcirco  qnoniam,  uti  jam  compertum  habemus«  fieri  noo  potest 
quin  ipsi  u  in  u  +  v  V^ — 1  (siquideni  exsistat)  certe  quispiam  cedat 
vaior  ex  iis,  quos  comprehendit  posterius  hoc  membrum«  ideoque 

Co.i.=±y  l-(i)',  L  e. 

prout  u  superiorl  erit  form&   (11)   aut   ioferiori;     propterea   prior 
aequationum  (8)  abit  ia 


«•=y±  -7==%=^=yi:^«« 


positä  ficilicet^  brevitatis  ergo. 


$eu,    quod  idem^  valet  (quippe  quod  realium  modo  quantitatani  v 
beic  mentio  est  iliata), 

r=/(y±:p^d)*) 

(12)    ,    .    .    .'.    .      ==±l(Y+^i), 
vi  aequationis  illius  (a)  in  notä  conteztui  beic  subscriptä. 


o>=^±fti_..+yp!±£!±Jy_.., 


(•eu 


id  quod  absardam,  quoties  (at  heic)  oec  a  nee  ßzrzO  foerint« 

*)  Positivam  rcverA  cs&eharam  ntramqoe  yX  /a^  ^»     ^^    ^^ 
Ncqa.  (9)  patet,   qnippe  quae  indicat  esse 


Eosdem  quoDiam  "posterior  insnper  aeqsat.  (8)  snppeditat  v- 
valores,  jam  probe  est  expertum  fieri  non  posse  q^uiiij  carte  nee 
a  nee  /3=zO  exsistentibus»  unaquaeque  quantitatum  z  qaaesi- 
tarum  (8i<|uideiii  exsistaut)  lü  posteriori  eomprehensa  sit  menibto 
aequatioais    hujusce : 

()3)...?=Äresiii((l))±[Arcsln~J+  ^Z:i./(y+^a)].  ' 

Et  qnidem  reverä  jam  omni  absque  negotio  experiri  licef  ea- 
Tum,  quas  comprehendit  hoc  roembrum  posterius,  quantitatum 
unäquäque  fieri  satis  problemati  seu  aequationi  (6;  vel  (C). 

Sin  vero  a=0  sit 
(it^9U6  j:==j5V^-— 1,  ß  renli  qoÄKbet); 

aequationes  illae  {(}")  in  has  abeunt 

-Sin«=0, 


2 

(7')    . 

'   "y^C0Sll=p 


I?«'— 6-» 


quanmi  prioris  in  ioco ,  quippe  cui  aliter  satisfieri  neqaeat  realibus 
equidem  tf  et  t;,  substitui  ncet 

Sin  t(?=0. 

Iddrco    qaoniam    (ut   ex  hac   patet    aequatiene)    fieri  non  potest 

quin  ipsi  u  in  u+r  V— 1  (siquidem  exsistat)  certe  auispiam  cedat 
Talor  ex  \i8,  quos  comprehendit  posterius  aequationis  hujusce 
membrum 

(HO    .    .    •     t«=Arc8in((0))=Arcsin((l))Tf» 

ideoque 

Costt=4:l» 

prout  u  snperiori  erit  forrnft  (11')  aut  ioferiori;  propterea  Ioco 
aeqnationis  (7f)  habetur 

e»-«-»=±2(S,  sea  e»  =  ±/J+ Vjsä+i, 


=;--?.» 


r 


ideoqnc  ejus  dem  signi  qoantilales  iimbiis,    i.   e.  (qnouiain  y  posiHTii  etl) 
IMiiitiTas',  at  f«cil«  palel« 


Quibtts  jam  probe  est  expettam  fier'i  tiön  pöbele  qniti  tft  höe  ea<)u 
'«laqtMieqiie  quantitatum  x  quaesitamm  (siquidem  exsiistattt)  Ia  pos- 
teriori comprehensa  sit  merabro  aequationis 

Et  qirideni  reverft  jftm  omni  ah^que  negotio  experivi' Iket  ea- 
rttm,  qaas  comprehenditposteria«  hoo  niembrum,  qaantitatifm  adä- 
quäqae  fieri  satls  probfemati  proposito.  —  Et  quod  aeqüatio  haec 

(13')  nonnisi  ipsam  (13)^    posito  in  e4  a  =  0  [unde  y  =  V/S*+l, 

d=:V^]^  conficit;  propterea  jam  nobis  licitum  est  contendere 
ipsA  huc  aequatione  (13)  solutum  esse  probiema  iiostrum,  certe 
nisi  £  sola  =0^  i.  e.  nisi  a:  realis  =  cr  [haud  zäro]^  fue- 
rit.    Et  quod  ad  spedalem  huoc  casum  attinet,    scilicet 

81  ß  sola  =^0  fuerit 

(ideoque  x  realis  :±:a,  haud  z^ro), 

■ 

haec  tandem  adjicienda  sunt  verba.  —  Aequationes  illae  (6^)  tanc 
abeunt  in 

— ^ Sin  ^=«5 

(7")  ! 

■  -A''  ■■Cos u = 0, 

unde  pätet  exteroplo  fieri  non  pos^e  uC  nunc  Sinu=^(y  fAt 
Haram.  posteriori  «attsfieri  aliter  non  potest  nisi  .  ; 

1)  per  Costt=0,    2)  per  c»— ß-^=0. 

„Costt  =  0"  secutn  ferat  neeess^e  edt  Shmsr+l,  vi  cujiis  prior 
(7")  abit  in 

cujus  qnoBMnn  membri  positeriori;?  oiABes  imaf^inariae  sunt  quanti- 
tates,  duma  numerrce  <1  est,  patet  ad  nunc  casum'  miniroe 
pertinere  relationem  illam  Costt=0.  Quare  tunc  posteriori  (7") 
aliter  satisfieri  neqiiit  nisi  acc«ptft  relatioiie  altera 

e»  — c-"»=.0,  i-  e.  r=0, 

vi  cujus  prior  (7")  abit  hi 

Sin  n  =  a ,  u  —  Aresin  ((«)) , 

j  ...»  , 

atque  habetur,  quae  ex  eleraentis  jam  satis  «it  nota,  aaqaalio^  itla 
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W. 


(13*0  ...-  fÄAtC8!n((o))^Arcsin(^l))±(Ai;p8inff-*-2)^ 

Haue  eand^n  ad  aequaÜoiMro»  etiamsi  «  iianierice:=l  sijt, 
perveniri  plftne  apparet.    —   Et  quod  aeqaatio  haec  (l^^)  novam 

ipsam  (13)i  positis  in  e&  /?=0  atque  a  uumerice  j^l  [nnde  y=tly 

d:^]y  coDfick;  propterea  jaw  dobis  licitum  est  .contendere  in  boc 
etiam  casu  solatum  esse  problenia  aequatioue  bac  (]3). 

Dum  vero  a  numerice  ^1  est  *);  e  contrario  altera  ilia 
relatio  e«— e^v=±:0  (i.  e.i>s^O)  nihil  ad  rem  habet  ipom^nti,  —  id 
quod  ex  priori  {7")  plane  apparet  — ;  qnare,  iii  hoo  dctnuin  oasii, 
solum  td  reatat  ut  acetpiatnr  Cosu^szO^  ideoqae  . 

Sin  u^^Jrl 

qnanim  tarnen  ambarum  —  [ut  ex  priori  (7")  patet]  —  superior 
sola,  dum  a  positiva  eet«  inferior  dum  a  negativa*  crit 
admittenda.    lueoque: 

priori  in  casu  (a  positiv^  >1)  aequationibus  (7^)  satisfieri 
aliter  nequit,   nisi  acceptia 

Siiitt=:l,  ?i=Arc8in  ((!)), 

L  e. 

e^=a±  V^^,  i>=±/(«  + ViS^l); 

posteriori  autem  (U  negativa  numerice  >1)>  nisi  acceptis 

Sint«=:*-^1,  w=Arcsin((— 1)), 
C  +  e-'Ä— 2a, 
i.  e. 

quibujB  jam  probe  est  expertura  fieri  tion  poese  quia,  dum  ß=^0 
it^ne  a  numerice  >1  est,  unaquaeque  quantitatum  z  quaesitarum 
(si(|uidem  exsistant)  in  posteriori  comprehensa  sit  aequationis 
bujusce  membro: 


*)  Admonere  ohiter  jorat  ia  hoc  casu  abire  aoqnnlionem  (l3)  in  forma m 
0»)~«=Arc«n  ((l))±[Ar«in  ^  -  ^+ in:T./(V««+  — ,  Vä^^tyi. 

quippe  qnonimir  fa  boe  tnsn.  oTrtiAeaK 

y  =  Va«,    ^=Va''— 1.  » 

QnateoB»  ao  ^ottun'deiftiini  pacto  iiceal  coniendl  aeqnatiene  hac  (fS)  aolu* 
tum  esse  in  hoc  qaoque  casu  problcma  proposilum,  id  insequens  jam  con- 
monatrabit  cxamen. 
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(13«0 . . . I = Arc8in ((;^)) ±  V^ •  /( V««+ VrfCTi). 

Et  qnidein  reverft  jam  omni  absque  oegotio  experiri  lic«t  ea- 
rum,  qoas  coroprehendit  posterius  boc  membrum,,  quaotitatom 
unäquäque  fieri  satis  problemati  seil,  aeqaationibus  illis  (7'^.  — 
Et  quod  aequatio  illa  (lo),  positiv  in  eä  ß=0  atque  o*>  1  [uode 

yr=:V«?,  d=  V«*— 1],  formam  illam  (ß)*)  induit:  qiiae  autem 
ipsa  [sive,  quod  in  eä  occurrit,  symboio  -^  vim  sobjeceris   +1 

sive  —1]  nonnisi  aequationem  (13"0  conficit  **);  propterea  jam 
demum  nobis  licitum  est  contendere  in  omni  casu  00- 
lutum  esse  problema  propositum  aequatione  illA 

(13).:.  i=Arcsin  ((1))±  [Arcsin  ~  J  +  V:=I .  l(y+  ;^8)l 

2.  Jis  convenienter,  qnae  in  doctrrna  jam  quantitatum  realium 
fnerunt   accepüi  ***),   universalis   ea   formula    [posterius   inquam 


*)  Yid.   notam  (sah  contextn)  proxime  praecedenlem« 
**)  Nam  1®)  dam  a  positiTa  ost,  aeqaatio  (IS'^)  dal 

%  =  Arcsin  ((l))  ±  V^.  I(Va*  +  VJ?^) , 
atqoe  aeqaatio  (fi)  tone   äbit  in 

qaas  eqaideui  ainbas  idem  prorsaa  Talere,    symboio   Uli  si^e  -|~1  *^^^ 

—  1  sabjeceris  notionem,  id  omni  absqae  explicalione  pateu 
Et  qoidem  2^)  dum  u  negativa  est,   aequatio  (iS^)  dat 

.  Ä5=  Apcsia  ((—  0)  ±  V^ .  /( V««  +  VI^CH)  ,      s 
atqae  aequatio  (/?)  lunc  abit  in 

qaas  item  ambas  idem  prorsns  valere,    symboio   illi sive  -|~1  *^Te  — 1 

snbjecerift  ttotionem,  id  absqae  negotio  palet  ex  eo,  quod  tribus  hisoe 

Arcsin  ((—1)),   Arcsin  ((i))-|-Vt  Arcsin  ((i))—jr 

unus  rcTcrA  idcmqa«  inest  sensus. 

***)  Elenim  aeqaatio  illa  (I)  sabseqtiens,  dam  /?=0  est  atqne  »imal  nn* 


merice  J_^  1 ,  ideutica  evadit. 
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aeqnationis  (13)  membrum],  quae  in  so  canctaa  continei  qnibua 
problemati  Tixrtum  soluto  seu  aequationi  Uli  (6)  satisGat  quantita- 

tes,  sigDO  illo  Arcsin({a+/5\^-— 1))  seu  Arcsin  ((^))  erit  intelli» 
genda.  Itaque,  realibus  a  et  ß  quibuscamque,  habetur 
aequatio 

(I) Aresin  ((a  +  pV^))=ArcßiD((l)) 

±.[Arcsih^  -|+  V^Ti  ./(y  +  -^3)], 

scilicet  . 

* 

in  qua  praeterea  signo  r^,  dum  simul  ß=0  atqae  «•>! 

sunt  [dum  «  numefice  ^1  est   atque  /?=0,   Ipsa   ä  in   0 

abit],  ex  arbitrio  +1  aut  — I  intelligi  licet.  Quo  igitur 
in  casu  speciali  aequationem  sie  lieet  deseribi: 

(10  ... .  Aresin  ((«)) = Aresin  ((!)) 

=  Aresin  ((1))  ±  [Aresin  (y^J  —  f ] 

db  V^ . /(Vo*  +  V7?^) 
= Aresin  ((^))±  V^l . /(V«H V«S=1). 

Determinaturi  nos  deineeps,  euinam  potissimum  ex  innumerisj 
quas  in  se  continet  posterius  aequationis   hujusce  (I)   merabmnii 

quantitatibus  Signum  illud  Aresin  or  seu  Aresin  (« +  ß  V^ — 1)  nee 
non  denominatio  illa  „Prineipalis  ipsius  Aresin  ((j?)^  valor^' 
reservetur,  nuU&  in  hoe  negotio  aiiA  ex  praeeedentibus  Analyseos 
partibus  nee  adstrieti  sumus  nee  adjuti  quidem  lege^  nisi  ut  iden- 

tica  eyadat  pro    ji^s^i  [    ^a,    quae  definitionis  loeum  occupatnm 

demum  erit,  aequatio.  Cui  quum  pacto  aliter  (ut  faeile  patet)  sa* 
tisfieri  nequeat  nisi  Aresin  or  eooptatd  eä,  quae  positioni  A:=0  in 
generali  ilU 


Aresin  (a))=|±2A-jr 


Thell  \h 


' 
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sigttoque  plus  ancis  []  in  aeqmlioiie  (I)  praefxo  debetnr;  pro- 
pterea  rata  nobis  et  universalis  ipsius  Arcsin  :r  defiuitlo 
statuenda  haec  esse  videtur: 

«  .  A/ — i   ,,  .    ß    ^ 


!+ /3  V^)  =  Arcsin -+ V^ 


Acceptä  nniversali  hae  definitione  id  certe  comparatuin  est 
commodi,  ut,  quae  antea  reaiibus  modo  atque  unitatem 
haud  excedentibus  :r  obtinuit  locum«  aequatio 

(III) Arcsin  ((x)) = Arcsin  ((!))  +  (Arcsin  o:—  S 

q^ibuscQmqiie  abhinc  d;-valoribas»  imaginariis  aeque 
ac  reaiibus^  rata  sit  permansura:  —  id  quod  collatis  inter 
se  aequationibus  itlis  (I)  et  (II)  plane  apparet. 

D«  cetero  ex  ipsa  dtctione  aeouatioois  hujusce  (II)  in  oculos 
cadit:  videri  nobis  in  praesenti  Analyseos  statu  nee  injunctum  esse 
oflicium  nee  veniam  quidem  datam  aliud  quodpiam  de  notione  illa 
Aresina,  dum  a  numerice  >I  est,  statuendi  in  genere  nisl 
hoc  solum:  Signum  illud  Aresina  in  Ai^alysl  nusquam 
pro  a^>l  adhibetur,  nisi  quo  limes  umquam  signiiice- 
tur  ipse,  in  quem  imäginaria  ea,  cujus  tunc  nJentio  sit, 

functio  Arcsin  (a  +  jSV — I)  convergat  ß  suA  iodefhiUe 
in  0  tendente,  verbo: 

(ir)....Arcsin a= Arcsin f-^)  +  V^ .  /(Va«±  V^S^^T)! 

= Aix:sin^:^)  +  V^ .  l(Vct^  +  Vi^=l) 

prout  ea,  cujus  sit  mentio,    a  limitem  conficit,    in  quem  proposita 

quaedam  a+J5V  — 1  aut  a — ÄV  — 1,  decrescente  Numero  B 
m  0  indefinite,   converjgit  '). 


*)  Opiimo  noIiiB  ?nre  licilw  «sse.  «ea»ere  in  pratstitä  Be<D.i  itvian- 
ctum  esse  officium  ncp  datom  quidem  Teniam  ^iK^ioois  .Arc^üia 
liujus  «liter  dciiniendiic,  id  recU  conseqnitur  ex  eo,  quod  i^)  praeceden- 
tes  Analyseos  partes  liberum  oiuuino  nobis  permittunt  arhitrium  «itrad^ 
poiissimum  placuerit  ex  ambabas,  quas  praeschti  in  casu  sujipeditat  posU' 
rius  aetfualionis  (Ü)  sen  (11^)  membrum,  qnantltatibas  hoc  siguo  (nslin* 
goeiidi,  uec  2^)  sequentibus  ex  Analyseos  partibiis  (quippe  qbilmft 
ad'  hoc  usqne  tempus  uullus  omniuo  fuerit  usus  si^ni  hujusce)  ne  minima 
quiiem  data  nobis  fuit  causaa,  cor  aLleram  ambarum  quaa  xnodo  dücimoa 
quantitatum  alteri  pracferremus  quodammodo;  quare,  doncc  huitti^cemocU 
foraitan  data  fuerit  causM  »eu  ratio  üufhciens,  pericnlfuni  est  ne  Analysin  n 
corsn  prae\ertat,  qni  tenverc  ita  luilJAque  re  cerlÄ  adduclus»  altori  po4iu*  oo 
alteri  earum  hoc  signum  addiccre  sit  ausurun. 

*  ■  » 

Vraeterea  qnemadmodum   eft,   cujus  in   praecedentibna   [vid,  notam  sab 

contexta  pag.  388.  T.  IX.]  mcntionem   fecimusi    definitione  signi  iilias  0^, 
sie  qnoque  (uli  nobis  videtur)  definitione  illA  (H'}  acceptA  de&ideriis  Analy- 
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Nota.    Ex  «fqnationibus  (I)  et  (U)  in  /specie  <20ii$Qqaitur  esse, 
ß  reali  quälibet, 

dV-ArcsiB  (0?  V^))  =  Acrsin((I>)  ±(  J-1^=1./(/J+1^^ifI)], 
nec  noD 

an  ....  Aicsin(ßV—i)=v^.i(ß+v'ß^i), 


§.  3. 
Quid  valeat  signtim  Arccosor  *),  x-Talore  qoolibet. 

1.    Problema  kocce   ,, Invenire   quantitates   eas  js  uni 
Tersas,   quiba»  fiat  satis  conditioni  httiG 


X 

seo4  apprime  est  satisfactnm.  Scilicet  Aignum  hoc  0^,  qnamqciam  nallom 
illi  allum  concedere  licuit  iisum  nisi  quo  iimcs,  multiplex  ille  qciidem,  to« 
tidein  functloniun  diversarum  »ignificetur,  nemini  tameu  in  mentem  venlt 
consilinin  ex  Anal)rsi  plane  toUendi.  Pravum  sane  tale  foisset  consiUum  i 
loflge  autem  pessltne,    nt  plane  apparct,   in  Kac  re  Analyni  foret  congultum, 

ai  ita  definiretur  hoc  0^,  nl  nnicae  inde  funcrionl  ei,  qaae  Uxniiem  con£ciat 
singularis  CTiiasdam  speciei  expressionum  (a-|-^V  —  ijy,  proprium  id  Si- 
gnum foret  censendnm. 

(De  hac  re  plnra  in  „Nota  11/'  sub  finem   diasert.) 

Quibns  praeterea  ex  omnibns  plnne  apparet  non  posse  no«.  quin  et  pri- 
•linnm  illnd  IlinsIriMimi  Canchy  corsilinm  aigni  Aresina  (pro  a^^i)  ex 
Ajnalysi  prprsns  tollendi  rcpudiemus  et  novum,  qnod  pag.  d85.  operis  prae- 
clari  „Exerc.  d' Anal,  et  de  phy«.  mathem.**  nuper  admodum  promul- 
gavit  auGtor  inclylissimus,  novnm  (iuqnam)  signi  hujnace  alterutri  soU  ,  et 
qnidem  »upcriori,  ambarum  quae  in  posteriori  aequationis  nostrae  (II') 
membro  coülineniur  quantitatum  Tindicandi  4:pnamen  Aft^ljai  vere  prodesae 
▼eliementer  dubitemus« 

Postscri^tum. 

Dissimalare'  koe  loco  non  fas  est  nosmet  ipsos  In  ea ,  quam  de  hac  re 
anno  1845  Academia»  Scieut.  Stockholm«  obtnleramns,  disaertatMMia  [qnae* 
qne  in  „Actis"  anni  ejnsdem  relata  eslj  novam  hanc  ipsam  definitionem 
Canchyanam  nostrft  quidem  parte  sponle  proposnisse ;  postea  autem  re  accu- 
ratins  perpensd  et  qnidem  iugenti  ipsft  animi  oblectatione  ex  eo,  quod  no- 
stram  hanc  definitionem  sie  novae  illi  Cauchyan&e  omnibus  omniuo  nnmeris 
congruentem  esse  cognoveramus ,  praetermissA  nos  in  Nota,  qnae  de  hac  re 
in  Acad.  Scient.  BtodJiolm.  d.  2.  Fe.br,  anni  haijusce  1847  supplementi  in- 
star praecedentinm  relata  faiti  .eam,  quam  heic  supra  iu  medium  protuLimna 
definitionem  prioris  in  locnm  dcnique  substituisse. 

*)  Pra«o,edentihus  ex  Analyse^s  parüibus  commonere  h^c  loco   javat,    X 

reali  ac  nnmerice  _^  i ,  signo  illo  Arccus-((,r))  intelUgi 

^ATCcosd;±2^  sen  Axcoos((i))  j^Arecos;?, 

seil.  ,,ArcG08d;"  hocce  limitibns  0  et  ^  haud  excedente. 

4* 
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(15) Co»«=«  +  /J  V"^=ar  (a  et  ß  realibos)'', 

accarate>  ut  ex  aequ.  (4)  patet,  idem  est  ac  problema  »yinvenire 
qnantitates  eas  z  uoiversas,  quibus  conditioni 

Sin 


in(f-z)=«+ßV"=l=* 


fiat  satis'S  ideoaae  solutum  jara  istboc  babemiis  aeqaatione  illä 
(I)  in  §^  2.  praecea.  i.  e.  aequatione 

(16M==  J  -  { Arc8in((l))±[ATC8lii^- J  +  V^  J(y+:^ 

=  Arccos(a))±[Arccos^-V^./(y  +  :^tf)], 

denotantibus  heic  y  et  S  easdem^  quae  in  §^  praeced.  expositae 
sunt,  expressiones. 

2.  118  convenienter,  quae  in.  doctrina  jam  quantitatum  realium 
fuenint  accepta*)»  universalis  ea  formula  [posterius  inquam  aequa- 
tionis  (16)  raembrum],  quae  in  se  cunctas  continet  quibus  pro- 
bleniati    buic   seu  aequationi  (15)   satisfiat   quantitates,   signo    illo 

Arccos  ((« + ß  V  —  1 ))  seu  Arccos  ((o;))  erit  intelligenda.  Itaque, 
realibus  a  et  ß  quibuscumque»  habetur  aequatie 

a)....  Arccos  ((cc+ßV^))  =  I  -  Arcsin  ((a  +  ß  V^)) 

=  Arccos  ((!))  ±  [Arccos  ~  -  V^l . /(y+^  J)  J, 

ß 
in  qnd  praeterea  (sicut  in  §^.  praeced.)  signo  r^,  dum 

simul  ß  =  0  atque'cr^>  1  sunt    [dum  -a  numerice  ^  est  at- 

que  ß=0,  ipsa  ^  Iti  0  abit],  ex  arbitrio  -|-1  aut  — 1  intel- 
ligi  licet.  Quo  igitur  in  casu  speciali  [y  tunc  =:Vtt^  est, 
6=:  V«*— l]  aequationem  sie  licet  describi: 

n 
(!')...  Arcco8((a))=2— Arcsin  ((«)) 

= Arccos  ((!))  ±  [Arccos  -^  -  V^ .  l(v«fl±V^C4)] 


= Arccos  ((:^))  ±  v^ .  /(v«^ + yn^-i). 


*)  Etenim  aequatio  (I)  Mibaeqnens,  dam  ß:=0  est  atqne  aimnl  a  oumeric« 
^  1 ,  identica  avadit. 
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f 

Determinaturi  nos  deiuceps,  cumam  potissiiDum  ex  ioDumeris» 
quas  contioet  aeqaationis  hujus  (l)  membrum  ^  quantitatibus  sii^niim 

ilhid  Arccoso;  seu  Arccos  (a  +  /3  V  — 1)  oec  non  denominatio  illa 
^Principalis  ipsius  A.TccoB((jt))  valor'*  reservetar,  iisdem 
ac  ia  ^^  praeced.  rationibiis  permoti  eam  ipsam«  quae  positioni 
k=^0  10  generali  iilä 

Arccos  ((l))=±2it« 

8igp(M|ue  plus  uncis  [j  in  aequ.  (I)  praefixo  d)Bbetor,   hoc  n\pdo 
insi^niendam  esse  censemus,    ideoque   ratam  hanc  etnniver-- 
«aleni  ipsias  Arccoso?  statuendam  ease  aeqnationem: 

ai)-..Arccos(a+l5V^)= Arccos-  —  V-=I  ./(y+:^*) 

=  |— Arc«ii(«+/SV^). 

N  Ex  quibus  jam  patet,  P)  eam,  quae  antea  realibus  modo 
atqne  nnitatem  numerice  band  excedentibus  j?  obtinnit 
locam,   aequationem 

(III)  ....    Arccos  ((^))=:  Arccos  ((1))±  Arccos  dr 

qnibuscumque  abhinc  ipsius  x  valoribus,  imaginariis 
aeque  ac  realibus,  ratam  permanere,  atque  2*)  nobis  equi- 
dem  de  notione  illa  Arccos  a,  dum  a  numerice  >l'est,  nihil  aliud 
atatuendum  esse  videri  nisi  hocsolum:  Signum  iliud  Arccosa 
in  Analysi  nusquam  pro  a  numerice  >1  adhibetur..  nisi 
quo  limes   umquam    significetur   ipse,    in  quem  imagi- 

naria  ea,  cujus  tunc  mentio  sit,  functio  Arccos  (a-f/^V—l) 
coorergat  ß  suft  indefinite  in  0  tendente,  verbo: 

« 

(IV)  ..,..  Arccos  a  =  Arccos  (:^^  =F  V^ .  /( Vo^+ V^^^), 

(a  numerice  ^  i)  W«  / 

prout  ea,  cujus  sit  mentio,  a  limitem  con- 

fielt,  in  quem  proposita  quaedam  a+JBV"^ 

aut  a— äV^^,    descrescente  Nuroerp 
ß  in  0  indefinite,  convergit; 

=  S"  —  Aresin  a. 

Nota.    Ex  ae^uationibus  (I)_  et  (II)  praecedentibns  in  specie 
consequitur  esse,  p  reali  qn&libet, 

(L')...  Arccos  (iß  V^))=  J— Arc8in((|J  V^)) 

=Arccos{(l))±[J-  V^./(|J+  VFP)  1' 
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1t 


t.  ■ 


(II*). ...  Arcco8(^  V^^)=^  -  V^./(|S+V?*=1) 

■ 

=  J— ArcsloOJV^). 


N   O   T   A   E. 


»■  t 


Nota   II. 

(Vid.    pag.    51.) 

Qanin  snpralüiciibi  [Onp.  1^]  fn  cq  eramus,   ut  definiretar  signam 
illad 

0^V"*^>«,  fiteM  ac  radotiali, 

ea  tanc  i|uoque  proponebatur  quaestio*),  mutiBe  Analyai  bene  fuiatet 
GonsaUum  tribatä  hiiic  signo  denoitione  quädam  illi  analogd,  quae  signo 
Uli  Of*  antea  [vid.  notara  sub  pag»  386,  T.  IX.]  fkerat  vindicata,  ideoque 
accoptifl  hi«  deiDam  aeqaationibu« 

ia  +  ftY^)fizsz(±Q)fi  (Cot  |(it -f  V^Bia/rr) 
prout  positiva  est  aut  neg.  a, 

(i?V^)/'=liiii(a+/?V^)ju  tendente  a  sni  k  0  indefinite. 

(BererA  (at  in  pag«  394.  cit.  explicatam  e»t)  hie  limo«,  dum  /^posl- 
tiTa  est  qnantitas,  onicai  est  ac  perfecte  determinata« ,  sive  positiTä 
ex  plagd  siTe  negativa  tendat  a  in  z^ro;  at  Tero  anceps,  dum  ß  nega- 
tiva est,  oerte  iiiai  ft  ipsa  numerice  integra  aut  0  fnerit]  **). 

Tali  ex  modo  rei  gerendae  id  (inter  alia)  commodi  fuisset  profectam, 

ut  Quiiä  in  sequentibns  opus  fuisset  signi  bujns  (ß  V— 1)A*  mentione  spe- 
cialis   ^u.ippe  quoniam  singulis  demum  calculis  iis,    ubi  forsitan  de  hoc 

signo  ageretur,  ea,  quae  de  (a-{-/^V— *l).t^  positiyä  a  negativäque  jam 
fuetant  ailata,  suffectura  essent. 


•)  Vid,  „Ohscrv.««  in  pag.  89S.  T.  IX.  Imjus  Archi^i. 

**)  Commonere  jayat  hoc   Xoco   definitionibns ,  quas  in  Cap.  hoc  V*  ata- 
toimos,  biso« 

's 

(a+/?  V^>u=Gt  p)M  (Co»^r+ V^Sin/*r) , 
atqne 

(— ^)/«£=^(—  i>«=:|rf*(Co8^+  -V  —1 3in/iw) 

id  6566  Analysi  concilialam  commodi,  at 
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Diasimulari  non  potest  rcrerA  permnltas ,  easdcniqne  ^raTiori«  sane 
momenti,  ratione«  ad  hancco  modum  fei  gerendae  compriobanduiii  ad- 
ferri  optime  licere.    Scilicet  (ut  paucit  ataninr)  quemadmodum ,  dom    de 

«igno  0^  agitor,  innuinera  Analyst  contingant  emolamenta  et  tali  defi- 
nitionei  qai  nallnc  illi  alias  in  antecessum  tribuatur  sensu«  nisi  multi- 
plex ille  limitis,  in  quem  proposita  quaedain  (a-\-ßV^ — 1)9,  tendenti- 
bas  demnni  a  et  ß  sqis  in  0  indefinite,  convergat:  at  totidem  certe  e 
contrario  consecutura  essent  incommoda,  si  ita  definiretur  hoc  (fify  nt 
•ingulari  inde  cuipiam  hornm  limitum  foret  adfixnm;    sie  fere  de  signo 

(ß\ — 1)M,  cujus  heic  nientio  est,  jure  liteat  judicari.  Nee  sane  irritum 
id  Tidetur  esse  praesaginiD,  fore  nt  tali  olim  definitionis  genere  gandeat 

boc  qnoque  Signum  (/?V  — l)ß,  scilicet  confirmatA  denium  probatäque 
ornuibn«  ed,  quam  a  nobis  equidem  in  Cap.  1^  praeced.  allatam  «ancivi^ 

postea  Illostr.  ipse  Catichj  *),  opinione  de  ^fgn^  (a-f-/?  V— 1)/«»,  nega- 
UtA  «aequo  ac  positivä,  Analyseus  in  oaani  rertendo«  Praesenti  »ii* 
tera    tempore,     qao    residet    usque    plerisque    mos    ille,    ab    iltustr. 

Caadiy  acceptus,  ut  signura  hoc  («-|-/?1^— 1)/«*  pro  a  negatiTA  [alsi 
forte  ft  iotegro  fuerit  valore  aumerico  ant  d]   ex  Analjsi  plane  rejectum 

esse  censeant,  inreteratäqne  insuper  consnetodine  Signum  illud  (/?V~ — l)^ 
nuroquam    non    liraiti    solius,     quam    Analysi    superstitem    reddidorant, 

(«-f~/^^~0^  [P^^  ^  positivd]  reservatom  esse  judicandi,  praesenti  certe 
tempore  (inqoam)  rem  aliter,  quam  ut  ex  Terbis  in  „ Obserr. *'  modo 
ptatd  allatis  constat,  dirimendi  nee  copia  erat  nee  apta  satis  occasio  **). 

Aliter,  nt  patet,  longo  seso  re«  aliter  de  signo  illo  Aresina  [a  nu- 
nerice  S  1]  habebat.  Nuild  cnim  ex  antecedentibus  cnjuspiam  rationibns 
praesumpta  erat  de  hac  re  opinio,  quippe  quod  apud  Cauchy  solum 
illata  fuerit  sign!  hnjusce  mentio,  eademque  •—  certe  si  noHssima,  qnae 
de  hac  re  Di^sertatione  in  ,,£xercices'^  suis  anni  proxime  practerlapsi 
edidit,  verba  exeeperis  -r  nonnisi  at  ex  Analysi  hoc  Signum  tollendi  oc- 
casione  uterctur.  Re  igitur  ad  huhc  usque  diero  sie  fere  integrä  j^elictd, 
•  priroo  inde  adffressn  eam,  qod  uai  samus  quaeque  sola  Analyst  vere 
•alutaria  esse  Tidetur  **'^) ,  deflnitiouem  etatueodi  oocasionem  amplexi 
aomus  commodam  sati«  atque  idoneam. 


»emper   limitem  reT«r&  conficiat,  nnicnm  eum  quidem  ac  perfecte   determi- 

naiam,  in  quem  («-(-/?y  — i)«*  nnaqnaeqne,  convergente  ß  snü  [posititia  sit 
ista  an  negatWa,  nil  reifer t]  in  0  indefinite,  tendit:  Terbo  [.4  et  B  Nnme* 
ros  denoiantibna]   semper  esAC 

fit  AMz=z  lim(44-^V^)it* 
{B=0)   ~ 

,t  (-.^)/u=lim(-.i44-ÄV^>*. 

«)  Vid«   „Postieriptum'«  iUud  in  pag.  432.  T.  IX.  hnjya  Archivi. 

**)  Quae    licet    ifa    sit    in    genere     admissa    hncnsqne     definitio    sigui 

(^jy — X)fJt^  nihil  tarnen  impedii  quominasy  qnicnmque  erit,  cui  forte  potius 
placeat  altera  cujas  sopra  mentionem  fecimas  sigai  hujus  definitio,  is  sin- 
gulis  in  calculis  (ubi  signi  hojos  srit  opoa),  donec  yulgo  foridlan  nova  haec 
dcILnitio  olim  faerit  usu  recepta,  expressia  in  antecessiun  iudicet  verbis  eft  se 
iam  tnnc  famporia  esae  usnrum« 

')  Conf»  notam  ipaam  conteztni  in  pa|;«  öl.  praeced«  sabterpositam. 


•••1 
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VI 

AuflSsungr  der  beim  rechtwinklichten 
spliftriselien  Dreieck  TorlLommenden 
Aufgaben,  Termitteit  durch  das  spliS" 

rische  FfinfeclL. 

VOD 

Herrn  Dr.  M.  A.  F.  Prestel 

in  Emden. 


Vorbereiteode  Betrachtungen. 

§,  1.  Es  sei  BNM(Ta(. II. I^ig-^v)  ein  sphSrisches  Dreieck,  wel- 
ches bei  N  rechtwinklicht  ist.  UMNK  sei  die  dem  Dreieck  ent- 
sprechende körperliche  Ecke.  Man  denke  sich  aus  K  mit  dem 
Halbmesser  KB=KM—KN  die  Kusel  FBNSQR  beschrieben. 
Es  werde  ferner  die  Seite  BN  über  aie  Kugeloberfläche  zu  dem 
grussten  Kreise  NBFJQS,  die  Seite  WM  zu  dem  s^ossten  Kreise 
TfMDLR  und  die  Seite  MB  zu  dem  grössten  Kreise  BMGHT 
erweitert.  Femer  beschreibe  man  aus  iB,  als  Pol»  den  grussten 
Kreis  JEDGS,  und  aus  Jf,  als  Pol,  den  grössten  KieiarELHQ. 
(In  Taf.  II.  Fig.  1.  sind  nur  die  auf  der  Vorcterseite  der  Kugel  liegen- 
den Hälfben  der  genannten  grussten  Kreise  zu  sehen.  TafVII.  Fig.  2. 
stellt  einen  Theii  der  auf  der  Rückseite  der  Kugel  liegenden  Stücke 
der  genannten  grussten  Kreise  dar.  Taf.II.  Fig.  2.  ist  nämlich  das  Bild 
der  Kugel  Taf  II.  Fig.  1,  wenn  man  diese  letztere  sich  um  FQ  als 
Achse  von  der  Rectiten  zur  Linken  um  90^  gedreht  denkt.) 

Nach  Obigem  ist  in  Taf.  IL  Fig.  1.  und  Fig.  2. 

Bog.7V»F=:Bog.FJÄ=:Bog.ÄTÖ=Bog.  QSN=90^, 

„    BFJ  =   „  BMG=  „    BNS  = =900, 

„  MDL=  „  MGH=  „   MBO  =   „  ]aiSP=W. 

Da  alle  grussten  Kreise,  welche  aus  einem  beliebigen  Punkte 
des  grussten  Kreises  NBFRQS  beschrieben  sind,  den  grössten 
Kreis  NM  DLR  t  dessen  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  gelegt  ist 
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and  «Bf  der  Ebene  jenes,  grt^ssten  Kreises  rechhriBklicht  steht, 
in  einem  nm  90^  voo  dem  grussteo  Kreise  NBFJRQ  entfernten 
Punkte  schneiden  9  so  ist  auch 

Bog.  NMD=:  Bog.  DLR=Bog.  DEJ=zBog.  DGS=W^ ; 

ferner  sind  die  sphärischen  Winkel: 

^FLD=^DJF=^MOF:=^BGD=j:::FNJU=90^. 

Von  den  auf  der  R[ugeioberfläche  durch  die  angegebene  Kon- 
struktion entstandenen  sphärischen  Drei-,  Vier-'  und  Fünfecken 
mfissen  nun,  Behufs  des  Folgenden,  einer  genauen  Betrachtung  unter- 
worfen werden: 

1)  das  sphärische  Fünfeck  MDEFB  (Taf.  IL  Fig,  !.)> 

2)  die  sphärischen  .Dreiecke  BMS,  MGD,  DLE,  EJF 
(Taf.  II.  Fig,  1.)  und  BOF  (Taf.  IL  Ftg.  2.). 

Der  leichteren  Uebersicht  wegen  soll  im  Folgenden  die  Seite 
MB  durch  a,  die  Seite  MK  durch  b^  die  Seite  iV^  durch  c,  der 
Winkel  MBN  durch  B,  und  der  Winkel  BIUIS  durch  C  bezeich- 
net werden. 

Durch  Betrachtung  der  Figuren  ergibt  sich: 

a)  Das  Maass  der  Seiten  des  sphärischen  Fünfecks  MDEFB 
ist  den  in  dem  ursprünglich  gegebenen,  lechtwinklichten  sphäri- 
schen Dreieck  NMB  vorkommenden  Seiten  und  Winkeln,  oder 
deren  Komplementen  beziehungsweise  gleich.    Es  ist  nämlich 

1)  MB=a, 

2)  MD=DN'^MN=90^'-b, 

3)  BF=FN'-BN=^W^^ci 
femer  EG=DS;  zieht  man  hiervon 

'DG-=zDG  ab,  so  erhält  man 

4)  ED=GS=z^B; 

endlich  ist  FL=EH 

und  EL=^EL;  dieses  abgezogen 


gibt  5)  EF=LH=^C. 

b)   Die  Dreiecke,  welche  über  den  Seiten  des  sphärischen 
Fünfeebs  liegen,  sind  sämmtlich  rechtwinklicht  und  zwar: 

^BNM  bei  JS, 
^MGD  „    C, 
\DLE  „   £, 
\EJF    „   J, 
ji,FOB  „    O. 


58 

Ferner  ist  das  Maass  der  Seiten  dieser  Dreiecke  deo  Seiten  mid 
Winkeln,  oder  deren  Komplementen,  welche  in  dem  ursprüngiich 
gegebenen  Dreieck  BNM  vorkommen,  gleich»  Von  den  Seiten, 
welche  zugleich,  Seiten  des  sphärischen  Fünfecks  sind,  ist  dieses 
schon  nachgewiesen ;  für  die  übrigen  ergibt  es  sich  aus  Folgendem. 

In  dem  Dreiecke  BNM  sind  die  drei  Seiten  a,  b,  c. 

In  dem  Dreiecke  MGD  ist 

Z)ilf=:900— Ä  (s.  oben), 

DG=GE'-ED=^W>-B. 

In  dem  Dreiecke  OLE  ist 
ED=B  (s.  oben), 

XZ>=:Xilf-Z>ilf=90O-(9(K>— 6)  =  6, 
LE = LF--  £F=90o—  C. 

In  dem  Dreieck  EJF  ist 

EF=C  (s.  oben), 

EJ-DJ"  DE^W^^B, 

JF=XB— FÄ=90o— (90o-c)=c, 
In  dem  Dreiecke  FOB  endlich  ist 

J8F=900-.e, 

F0=£0— £F=90o^C, 

BO=OM^MB==90^-a. 


Zusammenhang  unter  den  Seitendes  rechtwinklichten 
Dreiecks,  so  wie  unter  je  drei  Seiten  des  sphärischen 

Fünfecks. 

$.  2.  Lehrsatz.  In  jedem  rechtwinklichten  sphäri« 
sehen  Dreiecke  ist  der  Kosinus  der  dem  rechten  Win- 
kel gegenüberliegenden  Seite  gleich  dem  Produkte 
aus  den  Kosinus  der  beiden  Selten,  welche  den  rech- 
ten Winkel  einschliessen. 

Beweis.  Es  sei  BNM  (Taf.  II.  Fig.  1.)  ein  bei  N  rechtwinklich- 
tes  sphärisches  Dreieck  und  BKNM  die  demselben  zugehörige 
körperliche  Ecke.  Man  falle  von  B  auf  KN  das  Loth  SA^  und 
vom  Fusspunkte  dieses  Lothes  A  auf  KM  dasLo^h  CJ  und  ver- 
binde B  und  C  durch  eine  gerade  Linie.  .  Hierdurch  entstehen 
drei  Dreiecke,  von  vf^Xch^nBCKMuA  KCA  bei  Cun^  BAKhA 
A  rechtwink  licht  ist 

Es  ist  nun 

im  A  AKCi  5?=cosilfiV,  folglich  KC=KA.co8MN;       (1) 
im  ^ßAK:§i=coa  BN,      „       KA  =  KB.cosBN.       (2) 
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SubBtttoirl  man  den  Werth  von  KA  aus  (2)  in  (1) ,  so  eirhält  man : 

KC=  KS.  coB  MN.  cos  BN, 
KC 


=:co8  MN.  cos  BN. 


Da  nun 


KB 

KC 


so  ist  sacb 


^^rzzcosMB, 


cos  üfß=co8  MN.  cos  BN. 


Ist  nntt  Über  der  Seite  eines  rechtwinkllchteii  sphfiiiscben 
Dreiecks»  welche  dem  rechten  Winkel  gegeufiber  steht,  auf  die 
oben  angegebene  Welse  ein  sphärisches  Ftinfeck  verzeichtiet,  so 
gelten  von  diesem  folgende  LehrsStze. 

i.  3.    Lehrsatz.    Der  Kosinus  jeder  Seite  des  sphä- 
en   Fünfecks   ist  gleich  dem   Produkte  der  Sinus 
der  beiden  mit  ihr  zusamnieDstossenden  Spiten. 

Beweis;  Nach  Toranstebendem  ist  im  Dreiecke  MNB 
(Taf.  IL  Fig.  1.) 

cos  MB:s^ cos  MN.  cos  BN\ 

ferner  BN=:^^FB  unditfiV=:90o-/)Jf;  durch  Substitution 
dieser  Werthe  in  die  voransteheode Gleichung  ergibt  sich,  dass  auch 

cosilfÄ=co8(90«  — FjB).cos(90«— Di»). 

Da  nun  co8(90^— FÄ)=öinFÄ  und  cos  (90^- DJ») = sin  DJ»,  so 
ist  auch 

co8ilfB=:8inDil/.sin  FB. 

Eben  so  beweist  man  mittelst  ides  Dreiecks  DGM,  dass 
C09  DM  =  sin'MB.sinDEj  mittelst  des  Dreiecks  JDLE,  dass 
cos£D=:sinDJIf.sin£F,  u.  s.  w. 

« 

6.  4«    Lehrsatz.    Der  Kosinus  jeder  Seite  di^s  sphä- 
rischen Fünfecks  ist    gleich  dem  Produkte    der  Kot  an 
genten  der  beiden  Seiten,  womit  bie  nicht  zusammen- 
stosst. 

Beweis.    Es  ist  nach  §.  3. 

V 

cos  D£=:  sin  DM .  sin  EF, 

cos  EF = sin  DE .  sin  FB, 

folglich  eos  DE.  cos  £F=r  sinDJf .  sin  EF.  sin  DE .  sin  FB. 

Dividirt  man  diese  Gleichung  auf  beiden  Selten  durch  sinjEF.sinDJE, 
so  erhält  man 

cos  DE. cos  EF      .    i^at   .    cvo        >  /  \     • 

^;»ny     *^yy=  «m DM. sin  FB.  (a) 

BmiJJBdm  Sin  Ar 
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Es  ist  aber 


cos  DE ^±^rki*    cobEF         .    ^r 

sin  DE  °  sin  EF  ® 

und 

siuDM,8mFB=cosMB. 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  (a)  erhält  man 

CO tg  DE .  cotg  EF=:  cos  MB. 

Diese  Gleichung  erhält  man  immer,  wenn  man  zwei  beliebige 
Seiten  des  sphärischen  Fünfecks,  welche  in  einem  Punkte  zusam- 
mentreffen, als  Funktion  der  mit  jeder  von  ihnen  zusammenstos- 
senden  Seiten  ausdrückt  ($.  3.)»  die  beiden  Ausdrücke,  welche  man 
erhält,  multiplicirt  und  die  dann  vorliegende  Gleichung  muglichst 
vereinfacht 

Auflosung  der  beim  rechtwinklichten  sphärischen 
Dreiecke  vorkommenden  Aufgaben,  vermittelt  durchdas 

sphärische  Fünfeck. 

6.  5.  Für  das  Folgende,  wie  für  den  praktischen  Gehrauch 
übernaupt,  ist  es  bequem,  das  Bild  des  sphärischen  Fünfecks  und 
der  über  seinen  Seiten  liegenden  Dreiecke,  abgesondert  von  der 
Kugel,  vor  Augen  zu  haben,  wie  es  in  Taf.II.Fig.3.  dargestellt  ist. 

Zu  den  Stücken,  welche  bei  der  Berechnung  des  rechtwink- 
lichten sphärischen  Dreiecks  in  Betracht  kommen,  gehören  die 
Seiten  a,  ö,  c  und  die  Winkel  B  und  C  Diesen  Grossen  oder 
ihren  Komplementen  entsprechen  die  Seiten  des  beschriebenen 
sphärischen  Fünfecks  beziehungsweise.  Soll  aus  je  zwei  von  ih- 
nen eine  dritte  berechnet  werden,  so  suche  man  die  ihnen  oder 
ihren  Komplementen  entsprechenden  Seiten  in  der  Figur  auf, 
drücke  ihren  Zusammenhang  entsprechend  einem  der  beiden  Lehr- 
sätze §.  3*  und  §  4.  aus,  und  forme  die  Gleichung,  welche  man  da- 
durch erhält,  so  um,  dass  die  gesuchte  Grosse  auf  einer  Seite  al- 
lein steht.  Hierdurch  ergibt  sich  die  Formel,  nach  welcher  die 
numerische  Berechnung  ausgefährt  werden  muss., 

§.  6.  Aufgabe.  Gegeben  die  beiden  Katheten  b  und 
e,  gesucht: 

a)  Die  Hypotenuse  a. 

Nach  $.  2.  ist 

cos  a = coSi6 .  cos  c. 

b)  Der  Winkel  B. 

Im  Fünfeck  (Taf.H.  Fig.  3.)  entspricht  der  Bogen  DE  alsMaass 
dem  Winkel  jB,  ebenso  ist  Z>i!f= 9(^-^6  ond  FB=90«— c.  Nach 
§.  4.  ist  aber 

cos  FB=  cotg  DE .  cotg  DM , 
cos(90o— c)=cotgB.cotg(90o -6). 


61 

Da  nuD  co8(90 — e)=8iDC  iindcotg(90— 6)=tgft9  so  Utauch 

sinc=cotgjB.tg6, 
folglich 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man 

X   ^     sin  6 

S,  7.  Aufgabe.  Gegeben  die  eine  Kathete  b  nnd  die 
Hypotenusea«  gesucht: 

a)  Die  Kathete  c. 

Aus  cos a=  cos 6. cos c  folgt,  dass 

cosa 
cosc=- — r. 
cos  6 

b)  Der  Fon  der  Kathete  b  und  Hypotenuseoein« 
geschlosseoe  Neigungswinkel   C, 

Im. Fünfeck ^eutspricht  der  Bogen  EF  dem  Winkel  C,  Bogen 
MB  der  Hypotenuse  a  und  Bogen  DJÜ  dem  Komplemente  90^ 
— Ä  von  b,    JNach  §.  4.  Ist 

cos  EF=:z  eotg  MB .  cotg  DM , 
1  cos  C=  cotg  a .  cotg  (90*^  —  6), 

cos  C=:  cotg  a  •  tg  6. 

c)  Der  Winkel  B,  welcher   der  gegebenen  Ka- 
thete gegenübersteht. 

Da  Bog.  MB  der  Hypotenuse  a.  Bog.  MD:  dem  Komple- 
mente 90^--6  von  b  und  JSog.  DE  dem  Winkel  B  entspricht,  und 
nach  $.  3.  * 


ist»  80  ist 


cos  DM^=^  sin  MB.  sin  DE 

cos  (90—*  6) = sin  a .  sin  B 

oder  sin  6  =:  sin  II.  sin  jB, 

.    i>     sin6 
sma 

X 

y 

§.  8.     Aufgabe.     Gegeben  eine  Kathete    e  und   der 
*^^  gegenüberstehende  Neigungswinkel  C,  gesucht: 

a)  Die  Kathete  6. 

4 

Nach  §.  6.  b.  ist  sin  6= cotg  Ctg  c. 

b)  Die  Hypotenuse  a. 
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Nach  S*  7.  c  \$t 

8inc==:i»ioa.6inCr 

woraa0  folgt,  dass 

sine 
sine 

c)  Der  Neigungswinkel  B* 

Es  entspricht  dem  Winkel  B  der  Bog.  DE,,  dem  Winkel  6 
der  Bog.£F  und  dem  Komplemente  90^— c  von  c der  Bogen  FB. 
Es  ist 

cos  JBF=  sin  £Z) .  sin  Ffi, 
cos  C  =  sin  J5  .sin  (90® —  c), 
cosC  =8inA.cosry 

•    ■>        cos  C 

cosc 

%.  9.  Aufgabe.  Gegeben  die  beiden  Neigungswinkel 
B  und  C,  gesucht: 

a)  Die  Kathete  6. 

Eben  so  wie  §.  8.  c.  ergibt  sich,  dass 

cos  A  zrsin  C.  cos .  6 , 

woraus  folgt  ' 

'.      cos  B 
sm  U 

b)  Die  Kathete  c. 
Nach  §.  8.  c  ist 

cos  C=  sin  J?.  cos  c , 

folglich 

cosC 

C0SC=-; — H- 

Sin;? 

c)  Die  Hypotenuse  o« 


Es  ist 


cos  MB  =  catg  DE .  coigEF, 
cosa=cotg^.  cotg  C« 
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Veber  die  sin jpilären  ^Terthe  bestimm« 

ter  Intejnrale. 

Von  dem 

A 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlo  milch 

an  4er  UniTersitäl  sa  Jena. 


Sehr  hSafig  kommen  bestimmte  Integrale  von  der  FotDn 

dt  (1) 


f'n^^.t) 


vor,  worin  %  eine  wiilkührliche  Constante  bedeutet  nnd  die  Fank« 
tion /*(«,<)  die  Eigenschaft  besitzt,  Air  ein  gewisses  speaeiles 
%  sich  zu  annulliren,  wie  z.  B.  l{\-\-%t)  fGr  x  =  0;  in  solchen  Fäl- 
len meint  man  gewohnlich,  es  ra^sse  für  diesen  Werth  von  %  auch 
der  Werth  des  ganzen  Integrales  verschwinden^  weil  sich  das- 
selbe anf  fO,dt  reduzire.  Diess  ist  indessen  nichts  weniger  als 
allgemein  richtig  und  es  muss  hier  noch  eine  besondere  Einschrän- 
kmg  hinimgefügt  werden«  Erinnert  man  sich  nämlich,  dass  das 
in  no.  (1)  aufgestellte  Inteeral  nichts  Anderes  als  der  Gr&nswertk 
Ist»  welchem  sich  der  Ansdrack 

...+f(x,a^-a:=l8)],  (2) 

ö=z ,   n  ganz  und  positiv 

för  unendlich  wachsende  n  ,-valso  bis  zur  Ntül  abnehmende  d,  nä- 
hert, so  erkennt  man  sogleich  die  Richtigkeit  folgender  Bemer- 
kungen.   In  der  Reihe  (2)  nimmt  t  süccessive  die  Werthe  a,  a+d, 

a  +  28,,,,a-\'n—lSz=:b  —  8  an,  d.  h.  es  durchläuft  stetig  das  In- 
tervall f=:a  bis  f=:6;  istnon^(B,i)^0  fflr  jeiiiaapeziellBnWfivd^ 
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der  etwa  x'  heissen  möge,  gleichgültig ,  welchen  von  den  Wer- 
then  a,  a-{-6,  a  +  28  etc.  man  dem  t  sebeo  möge«  so  verschwin- 
det jedes  Glied  der  Reihe  (2)  für  sich,  und  folglich  erhält  man 
j.0=0  als  Gränzwerth;  oder  mit  anderen  Worten:  das  Inteeral 
in  (1)  annullirt  sich,  sobald  f(x,i)=0  ist  für  »=»'  und  jede» 
t  innerhalb  des  Intervalles  a  bis  b.  Anders  abej*  vvird  die  Sache, 
wenn  es  unter  den  Grössen  a,  a  +  6,  a-\'26,  etc.  eine,  d.  h.  in- 
nerhalb des  Intervalles  a  bis  b  einen  Werth  von  i,  etwa  t!  giebt, 
welcher  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Funktion  /(»»Q  für 
x  =  x'  und  t=1f  unbestimmt  oder  gar  unendlich  wird;  in  dienern 
Falle  wird  nämlich  eines  der  Glieder  in  no.  (2)  selbst  unbestimmt 
oder  unendlich,  und  man  kann  jetzt  nicht  mmr  behaupten,  das» 
der  fragliche  Gränzwerth,  nämlich  das  Integral  in  (1),  Ifir  xs=%f 
verschwinde.    So  z.  B.  annullirt  sich  der  Werth  des  Integrale» 


/* 


*     dt 


if^+fi 


fgr  9e=0  nicht,  obgleich  diess  im   Allgemeinen  mit  der  ^Funktion 
der  Fall  ist.   Innerhalb  des  Intervalles  ^=0  bis  t=A  kommt 


nämlich  auch  der  Werth  1^=0  vor  und  fär  diesen  wird    ^ ,  ^    an- 

bestimmt  =  |r^,'  wenn  zugleich  x=0  ist.    Der  wahre  Werth  jenes 

Integrales  Ondet  sich  dagegen  leicht  durch  unmittelbare  Integra- 
tion, denn  es  ist 


/ 


=  Arctan  — , 


x«+<*  X 

folglich,  wenn  x  bis  zur  Grfinze  Null  abnimmt. 


^'"!/'«^=^"**"*'=f 


Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  durch  Einführung  einer  neuen 
Variabein,  indem  man  <=xt  setzt,  wobei  die  neuen  fSr  %  gel« 
tenden   Integrationsgränzen    durch   die   Gleichungen  0=xr,  also 

T=0,  undA=XT,  alsor=>-,  bestimmt  werden.    Es  ist  dann 

X 


A 
^  o 

w.      /**   %dt         P^    dt         n 


Ganz  ähnlich  verhält  es  sich  mit  dem  Integrale 


/ 
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*  dt 


wenn  man  %  ins  Unendliche  wachsen  lässt  Es  ist  dann  zwar  im 
Allgemeinen 

Lim  { e-«*^  —  ^r-^*' } =0, 

aber  desswegen  det  Werth  des  Integrales  nicht  =s:  0  flSr  x^<x>. 
Denn  innerhalb  des  Integrationsintervaltes  kommt  anch  der  Werth 
f =0  vor  nnd  filr  diesen  und  x=5e  stellt  sich  der  Bestandtheil 
e—««' — e-^^  unter  die  unbestimmte  Form  «— »o«^— oo-o     Setzt 

man  dagegen  t=  — ,  so  wird 

/*  dt     '  Pl"t  flv 


o  o 


mid  hieraus  findet  sich  fiir  unendlich*  wachsende  % 

Lira    /**ir-«»'-^i»^M  ^  =  f^  \^^'  ^  ^/^M  7" 


='(?)• 


indem  man  eine  bekannte  Formel  in  Anwendung  bringt« 

Diese  besonderen  Werthe  des  Integrales  (1),  weiche  für  ein 

Eaar  bestimmte  Spezialisirungen  x=x'5  ^=^  eintreten  können, 
eissen  bekanntlich  singulare  Werthe  des  Integrales  und  die- 
nen in  vielen  Fällen  zur  AufBodung  der  Werthe  doppelter  oder 
mehrfacher  Integrale,  wovon  bereits  Cauchy  einige  Beispiele  ge- 
zeigt hat.  Ich  gebe  hier  noch  ein  paar  andere,  die  sich  beson- 
ders dadurch  auszeichnen,  dass  In  den  fraG^Kchcn  Integralen  will- 
kj|iirliche> Funktionen  und  willkührliche  Constanten  vorkommen, 
von  denen  die  letzteren  gleichgültig  ffir  den«  W^erth  des  Integrales 
sind. 

L    Ich  betrachte  zunächst  das  Dappelintegral 

*  0 

worin  £  und  K  positive  von  Null  verschiedene  Grossen  bezeichnen 
und  die  Funktion  f{f)  so  beschaffen  sein  soll,  dass  ihr  Differen* 
zialquotient  f^ify  stetig  und  endlich  bleibt  von  f==0  bis  ^=A.  Da 
unter  dieser  Voraussetzung  f{f)  selbst  weder  unstetig  noch  un- 
endlich wird,  wenn  i  von  0  bis  A  geht,  und  da  ferner  der,  Aus- 
druck 

Theii  \I.  .5 
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TOD  u=s  bis  11=00  und  <=0  bia  f=A  niemals  unendlich  oder 
unbestimmt  wird,  so  folgt,  dass  die  Funktion  zweier  Variabein 
(u  und  t) 


(tt« +  <*)«' 


worauf  sich  die  beiden  Integrationen  beziehen ,  wfihrend  der  Tor- 
hergenannten  Intervalle  endlich  und  stetig  bleibt»  und  mithin  ist 
es  erlaubt  y  in  dem  Doppelintegrale  S  die  Reihenfolge  der  Inte- 
grationen umzukehren,  also  zunächst  nach  u  eu  integriren.  Diess 
giebt 


S=f%ätf^.^^,du.  (4) 


Bei  unbestimmter  Integration  nach  u  ist  nun 

und  folglich,  wenn  mUn  für  u  die  Gränzen  u=x,    u^=^B  einführt, 

0 

Substituiren  wir  diess  in  die  Gleichung  (4) ,  so  wird 

Ferner  ist  nach  einem  bekannten  Satze,  wenn  f'(t)  stetig  und  end- 
lich ist  von  <=0  bis  t  =  t, 

f{t)=zf(0) -strikt),  l^X^O 

und  folglich,  weil    wir  f^(t)    als  stetig  und  endlich  wahrend  des 
Intervalles  0  bis  A  voraussetzen. 


(IQdt 


O  0 

=:AO)Arctan-  +  «y     X_L^^_ 

Lassen  wir  jetzt  die  Grosse  c^  bis  zur  Gränze  Null  abnehmen,  so 
ist  vermiige  des  ersten  und  lelfzten  Werthes  von  5 


=|^(Q)+Llni,{E/'^>rfi].  (5) 

Der  Gränzwertfa  des  Integrales  recbts  ergiebt  sich  leicht  aas  fol- 
gender BemerkHttg.  Da  f*{f)  innerhalb  des  Intervalles  0  bis  h 
eodiich  bleibt,  so  ist  diess  um  so  mehr  mit  f  (Xi)y  wo  il^<t  der 
FaU«  und  folglich  sind  das  Maximum  und  Minimum,  welches  f'(lt) 
innerhalb  des  genannten  In'tervalles  Mteicht,  endliche  Grössen. 
Bezeichnen  wir  sie  mit  M  una  N y  so  ist 


« 


J    «•+ 


(«)* 
f» 


<.*r-«™a>.»/V«^. 


0  o 


d.h. 


Da  sich  nun  für  unendlich  aboehmende  <  die  Produkte 

der  Gränze  Nnll  n&hem/so  folgt 

0 
und  nach  no.  (5)  ergiebt  sich  jetzt  das  bemerkenswerthe  Theorem 

•  o 

n.    Für  ein  zweites  Beispiel  gehen  wir  von  dem  Doppel!»' 
tegrale 


S^zP'^du  r  {ß€''ß^^ae-^f(t)dt  (7) 

o  o 

aus ,  worin  cd  und  k  positive  von  Null  verschiedene  Constanten 
bedeuten  und  der  Funktion  f(t)  die  Eigenschaft  zugeschrieben 
wird,  dass  ihre  Derivirte  f'(i)  stetig  und  endlich  bleibt  von  ^=0 
bis  t=A.    Da  unter  diesen  Voraussetzungen  die  Funktion 


/ 


es 


>      / 


weder  unstetig  noch  unendlich  oder  uDhestimmt  wird  innerhalb 
der  Integrationsintervalle  te==0  bis  tc^cn,  ^=Obis  <=&,  so  darf 
man  statt  der  Gleichung  (7)  durch  Umkehning  der  Integrations* 
Ordnung  auch  die  folgende  setzen: 

o  o 

0 — Otto ._  ^ — ßtto 


f(t)dt ^ 


Vermöge  der  Gleichung  f(()==/(ß)+tf'(U)  ist  dann  weiter 

at 


o 

+  f  r  W  [e-««^— «-^«']  dt. 

o 

Setzt  man  im  ersten'  Integrale  atf^T,  so  wird 

/Uta  gt<r 

O 

o 

Lassen  wir  nun  m  ins  Unendliche  hinaus  wachsen ,  so  ergiebt 
sich  vermöge  des  ersten  und  letzten  Werthes  Ton  S: 

/OD  />» 

du  I     [ße-ß^t---  ac-««*]  f(t)  dt 

o  o 

=/(0)/  0)  +Lim  [/"/'(«)  [«-«"« -«-/»"»idt]-    (8) 

Da  /"'(ilO  von  /=0  bis  t=zh  stetig  und  endlich  bleibt»  ao  sind 
sein  Maximum  ^  und  Minimum  N,  welche  es  innerhalb  dieses 
iotervalles  erreicht^  endliche  Grössen  und 

/    f'(U)[er^*—e-ß^*]dt 
,  <,M  I    [e-«'^'— ^M]*  und  >N  r  [e-^'— r-Mjdt 


0 

d.  h. 


«9 

woraus  sich  «K^eich  ergiebt 

Lim  j   C  f< {)X)\e-<^—e-9<^\dt\  =0, 

O 

und  folglUh  nach  no.  (8) 

o  o 

Beide  Theoreme  (6)  und  (9)  hahen  das  Besondere ,  dass  der 
Werth  des  in  ihnen  Torkommenden  Doppelintegrales  unabhäo^g 
▼on  der  Constaoten  h  ist,  yoraasgesetzt,  dass  dieselbe  positiv 
and  >0  bleibt.  Setzt  man  A=qo  und  wählt  dann  f{i)  so,  dass 
fifS  stetig  nnd  endlich  bleibt  von  f=0  bis  <=qo,  so  kann  man 
leicht  ein  paar  passende  Beispiele  linden,  für  welche  sich  die 
Integratbnen  ausfahren  lassen. 

Setzt  man  endlich  noch  f(t)^=^fp{x'{-t)y  wo  nun  (p'{%\  stetig 
und  endlich  bleiben  muss  von  z=a7  bis  tz=,x-\-hy  so  genen  die 
beiden  Theoreme  (6)  und  (9)  in  die  etwas  allgemeineren  über: 

o  o 

•         I  O 

wobei  die  Variabele  x  der  Funktion  g>  als  arbiträre  Constante  hin- 
sichdich  der  beiden  nach  t  und  u  auszuführenden  Integrationen 
figurirt. 
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•• 


Entwlt^elangr  bestf  nmiter  Integrale. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arjndt, 

Lehrer  am  Gymnuiaw  so  StfaUund» 


«  • 


Der  Werth  eines  bestimmten  Integral»  t9$$9t  sit;li  häaGg  da- 
durch finden,  dass  man  fär  einen  Factor  diör  Pnnction  unier  dem 
lotegralzeichen  ein  bestimmtes  Integral  setzte  und  dann  in  dem 
entstandenen  Doppelintegrale  die  Integration  umkehrt  Da  di^  An- 
wendung dieser  Methode  mich  nicht  blos  zu  einer  einfachen  Her*- 
leitung  bekannter  Integralwerthe ,  sondern  auch  zur  Enrtwickelung 
neuer,  auf  anderem  Wege  vielleicht  nur  umständlich  zu  ermitteln- 
der Integrale  gefuhrt  bat«  so  dürfte  das  Folgelide  d^cht  ohne  In- 
teresse sein. 

1.    Von  dem  Integral  (»=  /       ~~rx~2~' 

,  .  .  •  •    • 

>    •  Seta&t   man    Rlr  den  Factor  -4  ■      '^    das    bestimmte   Iiitegml 

OD 

e~^sinzdz,    und   kehrt   die  Integration   um,    so  erhält  man 
©=/       cosmxdx  1       €r-**sin2dz=  /      sin  tdz  1      er^'cosmxdx. 

«/   o  i/o    ^^  %J  O  .  t/  0 

Bekanntlich  ist  nun    /       e-*'cos«u:3ar=-«r; — 5»    folglich  »=: 

/*   zsinxdz       ,  /**  ^sinnurco; 

^äqp^,    also,    «=»iM?  gesetzt,    »=  /^         x+a?«     ^   '^^ 

....  rk  »    V.       ^^  P^  XBu%nixdx 

m  positiv  sem  muss.    Da  nun  offenbar    g—  =  —   I       — |--j^ — y— , 

SO  erhält  man  die   Differentialgleichung  ^  +  k-~=0,  deren  Auflö- 
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SQDS  sogMcb  90=  Ce""*  giebt,  wo  C  eine  von  in   unabbäosige 


GoDiBtaDte  ist.   Um  diese  su  besämmen ,  braucht  man  nur  7n;=r0  «i 

|-r— j=5-  Übergeht;    es   ist  also  ^=2* 
und  folglich 

Wird  jr=-*«  und  dann  m=aA  gesetzt»  so  kommt 


**  cosbad:v       % 


(X) 


WO  a  find  6  positive  Grossen  sind.  Auch  darf  in  der  ersten  Glei- 
chung 6==0,  in  der  zweiten  a=0  sein.  «  * 

Lacroix  erwähnt  im  Tratte.  Tom  III.fp,  492— 93  nur  beiläufig« 
dass  ein  Verfahren  von  Lapiace»  den  Werth  des  obigen  Integrals  zu 
entwickeln,  aufüoppelintegration  zurückkomme  (c*est  par  la  consi- 
döration  des  integrales  doubles»  queM. Laplace  a  obtenii, 

/0*FCOSl'*Cl? 

sind  seine  Worte).  Mir  ist  diese  Methode  übrigens  nicht  gegen- 
wärtig, doch  scheint  es  die  von  Min  ding  (Integralrech^nung. 
Berliiu  1336*  S.  240.)  in  Anwendung  genraphte  zu  «ein,  welche 
auf  ein^  Differentialgleichung  a weiter  Ordnung  fiibrt 

Ganz  angenügend  ist  die  Herleitung  von  Poisson,  welche 
L a er  b  ix  a.  a.  O.  aufgenommen  hat.    P  ö  is s  o n  differenzirt  nlimlich 

die^deichuag  .^£  ^^    zweimal   nach    «,    und    f.„det 

3»»  f^  a:^coarnxda:         ..  a«a>         /•*  . 

ir-|= — /       — '\  s.    % — '•  "^"  daraus  w— g— 2=   #      coamxcx. 

Er  setzt  den  Werth  dieses  Integrals  ==:0,    wegen  der  bekannten 

Gleichung/      e****  cos  marSo?  =^-5-7 — 2*  Das  Integral  /      cos^n^do; 
i/o.  ü  -f-  tfi  U  9 

hat  aber  gar  keinen  bestimmten  Werth,  wie  aus  /  touwxha^ 

=5 h  eonst  erhellt«  und  somit  würde  der  Werth  von  0»— gr^ 

▼{•buebf  unbestimmt  sein.  Dies  ist  indessen  wieder  nicht  der 
FaHt    ^   <(vs   der    obigen    strengen   Herleitung    der   Gleichung 

ipi^g-a-m  in  jXet  That  folgt  *<'"^g^~ö*    Worin  liegt  nun  dieser 
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Widerspruch?   Darin«  dass  die  Gleichung  ä—^=-~  /       — -_.     ^ 
ganz  unrichtig  ist.    Das  Integral  rechter  Hand  igt  uni^estimmt« 
indem  /       — j—^ — s — =/      ,  .     0 =/      cosnu^c^i? 


-/ 


l  +  or«      "V,  \\x'^  -J , 


*  cosmardo;  . 


ist 9  wo  nur  der  erste  Theil  unbestimmt»  der  an- 


dere   bestimmt  ist.    Hieran  knüpft  sich  eine  wichtige  Bemerkung. 

Wenn  in  einem  bestimmten  Integral  eine  der  Grenzen  0  oder 
X  ist,  so  darf  man  nicht  Immer  nach  einer  Constante  unter  dem 
Integralzeichen   differenziren ,    d.  h.  es  ist  nicht   in   allen   Fallen 

»bald  eine  der  Grenzen  m,n 


=0  oder  00  ist.    Man  wird  auf  diesen  1 


Ausnahmefall  geführt,  wenn 
man  den  Beweis  dieses  Satzes  aufmerksam  durchgeht.  Beson- 
dere Untersuchungen  darüber   behalte   Ich  mir  vor;    hier  mag  ein 

Beispiel  genügen.    Es  ist  bekanntlich    / dj:=f7c,  wenn  ß 

positiv  ist    Diflferenzirt  man  nach  ^  auf  gewöhnliche  Art,  so  kommt 

/      cos/3arda:=0,  was  nicht  richtig  ist. 

Dieselbe  Bemerkung  findet  ihre  Anwendung  bei  den'*^'^  '» 
welche  man  durch  successive  Differentiation  der  zweiten  Gleichung 
(1)  nach  b  gewöhnlich  ableitet,  nämlich 

Diese  Formeln  gelten  nur  für  A=0,  för  £=1,  2,  3;  etc.  sind  die 
Integrale  linker  Hand  unbestimmt,   wie  man   durch  Zerlegung 

der    unächten    Function       ^  1 '  a  ^^®'  ~%jr%  ***  ^*"^   ganze    und 
eine  acht  gebrochene  sogleich  findet. 

IL    Von  dem  Integral  »  =  /     -^^rp-logCtti). 

#^       cos  ^^*~  cos  tC2«l7 

Für  log(tt2;)  setze  ich  hier  # dx.  Die  Iden- 
tität beider  Ausdrücke  wird  auf  folgende  Art  nachgewiesen. 

_       ,         /**cosar — cosarr^          P^qobx^         /**cos^x^ 
£ssei^=#      dx^=  f      ox^f      ex, 

WO  p>0  sein   soll,   damit   beide   Integrale   bestimmte   endliche 
Werthe  haben.    Setzt  man  nun  Im  zweiten  Theil  :rz=y,  so  kommt 

r  S£££!a^=  r  S2^Sg.  oder  =  f  ^^Bx.    Daher  tot 
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=  /    .  öa:.    Entwickelt  man  nun  in  eine  Reihe,  und  in- 

tegrirt,  so  kommt 

-Mogp-^;^+i.£^-....l=Iogz-^-« 


cosazdz 


LILsst  man  endlich  p  sich  der  Null  nähern  >  so  erhält  man 

(2)   J^ 8a:=-&,  • 

y        cos  ^  ^'^  cos  tt2£ 
9a7=:log(ttz).     Wird   also   dieser 

Werth  von  log(tfz)  in  dem  vorgelegten  Integrale  oo  substituirt,  und 
dann  die  Integraüoo  umgi^kehrt«  so  kommt 

/' •  cosaxdz   /**  cos  j:  —  cos  uxXr. 
Der  erste  Theil  des  zweiten  Integrals,  nämlich    / 

M    0 

^'^cosaicos««:«  « 
21  A2 3* 

o  2   TW 

,    /•*  cos(a  +  t«ar)2  +  co8(a— M:r)z  Q       ,    /*•  cos(o  +  «ar)z  ^ 

=Vo^ J-^q^P 8^=^,    -iqiÄ^— & 

^^r»co8(a^ux)z^^^  ^o  der  erste  Theil  =  -«-*(«+«*)    ist 

(nach    (1)).     Was   aber   den    zweiten    Theil    betrifft^    so   ist    er 

n 
=  ir^^*""**^*>  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen;  jenach- 

dem  a — us  positiv  oder  negativ  ist,  d.  i.  jenachdem  x  zwischen  den 

Grenzen  0  und  — .  oder-  zwischen   —  uid  oo  liest.  Daher  ist  offenbar 

u  u  ^ 

\ 

,«.     P^eoaaxcoBuxt -       n    •",.  , .      .    .  .    _,,         a 

^^  J„  — iq:Ä5~^= S*^^*^+*"^  ^"''  *=° "'"'  ''^' 

Hiemach  ist 


ist  =^ 


T4 


von  d?s=0  bis  arss--» 


2j  6--*co8ar- j^(e^+c-«»)e-*«« 

von  x=—  bis  a:=  OD. 

Theiit  man  also  das  Integral  a  von  x=ß  bis  ^=-  und  von:r=- 
bis  J::=a0y  so  kommt 

Die  Function    / öa?=—  /      — By  ist  gleich  -fi(«-^),  wo 


K(«-«»)=C+log(aA)-a6+l.^-;.^^  +  ...., 
(7=0,5772156....  die  Constante  des  Integrallogarithmus. 
Setzen  wir  aber»  wie  schon  früher  geschehen^ 


I« 


£i(x)=C+logz+2+i.j-5  +  l.j;^^  +  ....  ♦), 


so  wird    r     ^^8a:=— ££(— ofi). 


/*  in  QOS^ 

Die  Function/      ~~^^^  ^^   ^°   einer   früheren  Abhandlung 

(Theil  X.  Nr.  XXII.)  mit  Ct(m)  bezeichnet,  und  daßr  hat  man  die 
Reihe 


wt*  .  _       wi* 


CtXw)  =  C+log/ii—i.j-2+i.j-2;—j  ■—...,, 


so 


dass  also  /      "^^^^"^  ^H«J  "^^ 


*)  Ist  s  negativ,  oder  s=— |f,  wo  y  poiitiv,  8omnMiii.in  log^  atatt 
log 3  nehmen.  Üieae  Unterscheidung  fallt  weg,  wenn  man  ilog.(s)*  in 
der  Formel  sohreibt. 
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(coax — s ) —    weiter     zu     «it- 

wid^elar  l^e  man  den  Cosinus  und  die  Exponentialfuncfionen   in 
unenäliche  Reiheo  auf  und  integrire ;    man  erhält  dann 


/ 


ftHS+e^htS      »a  ^  gA 


(6jmc)»     ,    (btue)*  ■■ 
folglich  N  ... 


,  («*)»     ,     (al,)*      ,  («6)« 


•  1.2      V1.2..,.4    ••1.2...6 


•— ». 


Der  obere  TheU  rechter  Hand  Ut  gleich  ^»{0-^C— log  (^)^ 

der  untere,   wie  man  leicht  findet,    gleich^  C -{- log  (ab)  ^^it}i(ab) 
—  4JK(— aÄ),  also  endlich  .^i.. 


Ml  .         I     • 


-\Ei(ab)—lEi{—ab). 

Sübstltuirt .  man    nun  alle  die  gefundenen  Werthe  in  dem  obigen 
Ausdruck  von  o,  so  kommt 


oder  durch  Zusammefiziehung 

**  cosazdz 


<^^/ 


log(ta) 


■ 

.       -5r^[2lo^(i»*)-£«'(o6)]+£e^«»££(-«i). 

Die  Grossen  a,  b,  u  sind  hier,  wie  auch  im  Folgenden,  stets  als 
positiv  zu  betrachten. 

entwickeln.    Man  erhält  nämlich 
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^      /»•  zsinozdz  /»•  ,      ,  ,3«  . 

*=t/«     ^"Tä'V,    (co.(ar-c««tt«r)- 

Hier  ist  nun  nach.  (1)  /      — jTj^co8«^s-«-**co8ar;    ferner 

y**  aamagcoatMatfit ,  /*•  «    sin  (o  -f  na;) » -f  gin  (g— «a;)  « 

_i  /** »s»n(a+tM;)zac  .  ,  /^""»ainCo— «a;)»8t 

Ist  a— tu?  positiv y  oder  x  zwischen  den  Grenzen  0  und—,  so  wird 
das  letzte  Integral  gleich  s"  ^^*'^^''  wenn  dagegen  a— tu?  ne- 


gativist, oderarzwischen  —  undx  liegt,  so  wird  es  gleich —^e+*(*-"«*), 
wie  leicht  erhellt,  folglich 

*'^2!H5|^=f  .--»(e^+e--)  von  ^ bis  :r=J. 

=j(r-«»— ««*)«-»«*  von  ar=-his:E=aD; 


'»/ 


also 


/^•zsini»az,  . 

/  ^  ,  ■«  (cos X  —  cos turx) 

t/^      x*  +  6* 

=  5-  «-••  (cosx 3 )  von  ar=0  bis  a:=  —  i 

=  o«^"*^  cos  X  —  j-(e-fl»— «^)c-*»*  von  «= — bis  ä=  «. 
Nach  dem  Obigen  ist  also 

M 


daraus  wie  vorher 
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(6)  f*  '-^f  log(«r)=  je-»[2log(«A)-£;,-(«ft)] 


-.je+«»jEt(-o6). 

* 

Die  beiden  Gleichunffen  (4)  und  (6)  hat  8  ch  1  o  m  i  1  ch  im  A  r  ch  i  v. 
Theil  V.  p.  211.  und  212.  mit  Hülfe  des  Fourier'schen  Theo- 
rems gefunden,  wobei  nur  zu  bemerken,  dass  dort  die  Functio- 
nen Ei(ab)9  Ei{—ab)  durch  li(e^)f  li(e-*^)  bezeichnet  sind. 

III.    Von  dem  Integral  »=  /     "    %jll%  arctaftg(tgz). 

/•Ä  sinttKir 
Ich  setze  hier  arctang(u2)=/ er^dx.   Diese  Formel  er- 

P  a 

hält  man  nämlich  auf  folgende  Art.  Es  ist/      e"^  co%ba:^x=^-^^jrTh; 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  oOy    inteerirt  von  6=:a  bis 
b==ßf  und  kehrt  die. Integrationr  um,  so  entsteht 

Pß       /**  /*•  Pß  Pß  adb 

j     db  I      e''^cosbxdx=  i      er^^dx  I    coaxbdb=  I      ^  ,  v^ 

folglich,  wenn  man  die  Integrationen  ausfährt, 

y^*  sinßx'^-sinctx         ^  ß  a 

— -■ er-^'ox  =  arctang  —  —  arctang  — • 

Fflr  a=0,  a=l  kommt 

/       — ^-— c-*w  =  arctang  p> 

/OD  sintizjT 
e--*Sas=arctang(iiz).  Wird  also  dieser  Werth 

V«.  arctangM  io^n  Aasdnack  voo-^^o,  gesetzt.  ,«  erhält  »an 

P^  sin  azBz  /**  sin  uzx        ^ 

/*•  er-'dx  P^  sin  az sin  KOTZ  ^  * 

—  I  /**  g^^^j?  /**  cos(<i — ux)2^ cos(a  +  ux)z ^ 
Uo        X   Jo      \  i^  +  6«  '^'' 

Führt  man   ^e  letzte  Integration  wie  in  II.  mit  gehuriger  Unter- 
scheidung der  Grenzen  von  x  aus,  so  erhSlt  man  leicht 
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oder  l— 6M=:m,  l-f&tc==t. gesetzt. 


/      • 


»6-^8«? 


Nun  bat  man 


X 


.    -^=-£<(--)=-£»(---«6).     - 


und  findet  durch  unbeatimmte  Integration  leicht 

folglich  durch  Substitution  und  Ztisammenziehung 

(8)    /^     iq^ä  arctang(tii) 

—  ;^ct"»£fr--— oft). 

Für  1  — fttf=0  gilt  diese  Formel  nicht;    man  erhält  vielmehr 
8*)  y^*  7^arctang0)  =  5«-»[C  +  log(2«6)] 

Das  Integral  6=/        ->  V  Aa  <tf ctang  (la)  iSsst  sich  auf  ähnliche 

Art  entwickeln.    Es  wird  genügen,  das  Resultat  der  Beirachtung 
hier  anzuführen.    Man  erhält 

(Ö)  J^       2«  4- feg  arctang(tfr) 
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dagegen  für  tt=T-: 


wo  C  immer  die  Constante  des  iDtegrallogaiithmus  bezeichnet. 

IV. 

Wenn  in  den  im  Vorhergehenden  entwickelten  Integralen  eine 
oder  einige  Grossen  verschwinden,  so  werden  die  Resultate  ein- 
facher und  die  Entwicklung  selbst  hat  einen  von  der  der  allge^ 
meiien  Fälle.  veTscbiedenen  Character,  weshalb  jeder  dieser  beson- 
deren Fälle  eine,  besondere  Betrachtung  erfordert. 

1.  Es  sei  in  11.  c=0,  oder  ^^f^  '^^^ Minden. Hier 
kommt 

/»»      g,        /»«^^cosor-^costÄj?^ 

■ 

0=51  /      ^^'    yy\Q»  Integral    kann   auf   zwei  ver- 
schiedene Arten  enttvickelt  werden.  ! 

a)    Man  setze  p=s  /       8^*  wo  p>0,  theile  das 

Integral   in  /       5:r— /       -dwy   und  setze  im   zweiten 

Theil  X  statt  bux\    dann  kommt  ^=—  /      Sx-\-f        , 

t/  OD         ^  «/OD  •'' 

oder,    für  die  Integrale   die  schon  bekannten  unendlichen  Reihen 
gesetzt. 


iS  m4 


+  C+log6ttp-6iip+i.^^-l.^^+.... 
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Lfisst  man  jetzt  p  sich  der  Null  nähern,   so  erhUt  man 

(*®>  y^*  ^"^^-'7*l8;r=iog(6u)- 

b)    Um  den  Wertb  des  Integrals  linker  Hand  zu  finden,  kann 

1  /** 

für  -;  das  Integral  /       er-^dz  einführen;   dann  kommt 


man 


CO  =  /      (cos  X  —  «-*«*)  8a:  /      e-^Sz 

y^OD  /»OD 

dz   I       (cos  X  — «-*«?*)  e-»*öar. 
0  t/   o 

cosa:c-»*g2;:^-___,     #      g— (xf »11)^2.--.  _^^    ^jg^ 

=ilog  d+i«)  ~  ilog.(z  +  6u)»r=  i'og.^^^^'^+^^^,,   folglich  of. 

fenbar  /    ^  &  f  fT;^  —  2 -\' bu)  =  '  *®S  •  (*«)*»  o^«'  auch  =  log  (A«), 
da  6,  tf  positiv  sind,  mithin  od = log (6«),  wie  vorher. 
Durch  Substitution  erhält  man  nun 

Zerlegt  man  log(w2)  in  logti-flogz,  und  beachtet,  dass  /       ^ttA 
=  ^  log  « »  s«  ^^^^^  auch  J  .    ^^  =i£  log  b. 

/flo  2  sin  9282  ^ 

^\iA   *og (ttt)    die    Grösse 

A=Oj  oder  0=:/      Ic'gCtfi)  zu  entwickeln.    Es  kommt 

» 
^ /**  sin  0182   /**  cosa; — cos  «23?  -, 

"^t/o  ^       J  o  ^ 

/**  8ar   /**  sina2^  , 
=  #       T"  /       ^02  (cos  a; — costia?2). 

Man  hat  ferner 

y"**  sina2Costtj:2.       ,  /•*  8in(a+ttar)2+8in(a — ux)Zrs 
.  — i — :^*=t/o  — — i ^''' 

beachtet  man  nun,  dass  bekanntlich  '/       - ^82 =5 y  da- 
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— ^ ^=  +  2   oder  —  g,  jenachdem  a— im:  posi- 


a    *,  .    .       o 


tiT  oder  negativ,  d.  i.  j?  zwischeD  0  und,—  oder  zwischen  i:  «md 

1«.    ,  u 

OD   liegt,  isio  hat  man 


t/o  « 


—  025Co  ▼oHÄTssObw  apsc—y 
=0  von  ar=;7  bis  «=o^ 


folgBeh 


/ 


^cz (cos^r — cos  1UCZ)  =  s^  (cos^r — 1)  von  ar=0  bis  «=  — , 


=^cosd?  von  x^si"  bis  orsoo; 


««^Z 


— - — log  (t»)=—  2"  (C+  log  -). 


Für  tp=a  erhält  man  / lpg(az)8z=:-— ^C,    wo  es  merk- 
würdig ist,  dass  der  Integralwerth  voa  a  nnabhfing^  ist 

3.  Setzt  man  in  den  Formeln  (8)  und  {9)  u=<x>,  nnd  beach- 
tet, dass  arctang  (uz)  für  diesen  Werth  von  u  in  ^  übergeht,  so 
erhält  man 

as)  ^/*'^=4'-^^'>*^^'^'*^«-*^' 

Diese 
schon 
und  (28)) 


*)  In  der  Formel  (28)  ift  ein  Dmckfehler,  Indem  statt  de«  4"  ^^' 
dem  »reiten  Tbeile  rechter  Hand  ein  —  stehen  mus«. 

ThcU  IL  6 


Die  vorhergehenden  Formeln  wflrden  d^mlt  ato  tipedelle  Fälle 
def  Forhieln^fi^  w"^  (9)  erscheihen.»  Ich  weiss:  aber  nichts,  .ob  dte 
hier  in  Anwendung  gebiaehte  il^chiuasweise ,  dass  z.  ß.  das  Integral 

/       '^>2_i_/a  arctang(Mz),    wenn  tf  sich   dem   Unendlichen .  nähert, 

gegen  die  Grenze  /      — 0770"  arctang  ( oc)  convergire,  ausser  allem 

Zweifel  sei ^ -und  mochte  au»  den -Fomieln  (8)  und  (9)  nichts  wei- 
ter schliesseln,  als  dass  die  Integrale  linker  Hand  sic^h  den  Gros- 
sen in  (13).  rechter  Hand  belieb'^  nähern,  wenn  u  ins  Unendliche 
wächst,    «lan    kann  bei  Schlüssen  dieser  Art  nicht  vorsichtig  ge- 

/*  -  a 

e-'^coBxdx^  j-j^ — 2»  wenn  a^^G;  dk*»- 
/>« 
aui»  folgt  I  dass  der.\^erth  von  /      e~^cosxdx  der  NiJll' beliebig 

nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  a  ins  Unendliche  abnimmt. 
Keineswegs,  darf  man  aber  geradezu  in    dem  Integral  a=±0  oder 

cosd:da:=0  setzen,  denn  dies  Resultat  ist  nach  dem  Obigen 
o , 

unrichtig.     Ein  anderes  Beispiel  ist  folgendes,    l^lan  weiss,  dass 

in.Fol^e  der  SiM^ction  /    >';  ■"''  1  ,^>2' — ^dx  =  (f,    lintK  diesQ 

Gleichung  ist  stfets^  richtig,    weiin   6>&  isti      Nähert  dtdn  6  der 

Null,  so  bleibt  der  Integralwerth   immer  Null;    etwas  ganz  Ande- 

,     '             ^           ,          «     T^      X.      cos  6a: — xsmba: 
res  ist  es,    6=0  zu  setzen,    denn   die  tionetion  t—» — i 

wird  =fT~~ä  ^'  6=0,  nnd  /      TT" "2  ist  keineswegs  gleich  Null, 

sondern  gleich  g*  1  •    •  ■      '  '-'^     '    '     -^  '•    • 

Mit  anderik  Wbrtott,  man.  ist  gar  nicht  ber«chägb,  .daer  Com 
staute  in  einem  bestimniten  Integral  einen  welchen  i^peciellen  Werth 
beizulegen,  für  weichten' 'die  fidtwickelung  des  allgemeinen  ralls 
ihre  Aiiwe^bark^lt  v^rUerfc  Dies  ist  bei  den.Integralen <8)  und 
(9)  der  Fall,  indem  die  obige  Herleitung  ihrer  Werthe  darauf  be- 
ruht, dass  man  für  arctang(u2)  ein  bestimmtes  Intes^ral  settt^' Ulla 
nicht  mehr  geschehen  kann,    sobald    aus    dies^  Function  eine 

Const'ähte,   nämlich  arctang ( oc) ;?=: ^  ^W-  -  ( 

Die  Integrale  (13)  linker  Hand  sind: hiernach  besonders  zu  ent- 
wickeln >  und ; es  ist- merkwiit-dlc,  dac^s^  die  Werthe  derselben 
schwerer  zu  ermitteln  sind,  als  oie  der  zusammengesetzteren  In* 
f^grale  (8)  HBd;(9).  Wir; haben  hier  löla  Bei^ieU  da^s  daS' Allge- 
meine mitunUtf  lejkhicr  tu  Jl^eMia^sien.ist  :aUt  (dabi ßetendere. 

; '  »      *   •         '.  •     •••'"'     'j : '  .  I  i    •  I . . »   1      .  .     .  ,    ■    I  • 

V. 

Bevor  ich  aber  ^ura  Beweise  dei'  Formeln  (13)  fibergeh^,   ist 
es  nöthig,  folgende  Integfalwertbe 


) 

P^  mnax  ^  /*•  zcosaz  ^..    .^ 


anfzusachen,  wo  bekanntlich 


I  I 


)         1 


a(ui)=j    — ^— 3^- 

a)  Kehrt  man  aie  Integtation  tun «  so  erfalil't  man  ^ 

— >  /**?£  /**  co^Ca — tta:)» — co8(a-|- ua;)z ^ 
""I/o    «Jo  ^         »»+6»  *• 

Hier  bat  nun  /  — 2j.to  '^  '^^^  jVÄrtwhiÄdeoe . Werthej,  jö* 
nachdem  a*-*ux  positiv  oder  negativ  ist,  nämlich  im  ersten  Falle  den 
Werth=^c-»(«-**),  im  andefii  den  Werth  ^#+*(«-«*),.  ^1?  J>1> 
so  gilt  immer,  der  erste  W«tih^  da  nach  x  von  0  bis  1  integrirt 
werden  soll,  und  es  kommt  a>=7Tr"-**  / 8ar,    oder, 

wie  man  leicht  findet. 

\ 

*  *  *  • 

wo  anch 

'       -  .   . 

^^  r 

f 

Wenn  dagegen  —  <1«   ao  wird  /      jq^^ra-^z  bald  den  einen, 

bald  den  andern  der  oben  angegebenen  Wefthci  ethalfen,  n&nlich 
von  :p=0  bis  07=-;  den  erstell,  von ^==:--  bis  ;i;=l  denzweiten^ 
und  man  mnss  also  eine  Th^ung  von  «t  vöfoehmeD,  nfimlich 


S4 


'P^hx    /**  co8(o  — tia^t^€Os(«rftt:r)iQ 


Demnächst  kommt 

0 


und  überdies 


^ — -aa?=^/      Bx  +  I     ^—^Bx 


tt 


— — +/      -— — =£i(~ii6)-.£t(-ii6), 

CO  •*         «/   OD  •* 


a 


5! ^I—dw^J^    ^—-~dx^Ei(aby^Ei(^ab). 


Fflhrt  man  diese  Wertbe  ein,  so  entsieht 


,  -Je+«»[r.(-a6)-JE;£(-tt6)] 

(o=m). 

ß).   Kehrt  man  in  dem   Doppeiintegral  B  die  Integration  um, 
so  kommt 


'*8d?  /•*  cos ozcosiejrt 


t/  OD     ^t/  0 


a  = 


Ist  nun  zuerst  — ^1»    do  wird^    da  nach  x  von  oo   bis  1  integrirt 

werden  soll,  stets  a'^  t^  sein,  und  es  ist   /       — j±  t  la       Bt 

^  .    ;         .     t/.o.         «*  +  6» 


•  t  • 
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oder 

f 

Ist  dagegen  -^  1,  so  setzt  maa 

and  erhSIt  ^ 

Nim  ist 

Ja  X  t/  «*  ^ 


tl         r> 


y*"*£!±£:!aar=J5t(u6)+£f(-i«6)—£i(«6)  — £«■(—«*)> 
fcdglieh 

=  J  «-• »(J&(m6)  +  Ei(— li*) -  £t(a6)]  +  J  e+«*«i(-«6)  ,\ 

y)  Was  die  Integrale  OO].  und  9|  betrifft^  so  mag  es  geniisen, 
blos  die  Resultate  der  Entwickelun^,  deren  Gans  nun  schon  hin- 
läoglich  bekannt  ist^  anzugeben.    Bian  erhält  nänmch 

(18)  y^*^^sf(ic)aK=-j«^[ß(*«)-£»(-6u)]  («>«)♦; 

/»OB  ) 

(19)  f^    ^^  Si(ta)ai=- j e--[f?»(a6)-£,-(-«6)j 


w 


%  t 


VL 


'  nur  unter  der'  Voraussetzung  eines  positiven  o!  gilt;  in  den  bei- 
den letzten  Gleichungen  ß)9y)  sind  die  Grenzen  von  a:  po9itiv^sie 
gelten  als9  unbedingt«  in  der  «rsten  aber  wird  die  Gl-enze  a-^tc 
nur  positiv,   wenn  a'^ü,   und  nur  unter  dieser  Bedingung  Ist  sie 

iniltig.  Rubren  wir  jetzt  für  die  Integrale  /  ,     rv^  f      -• 

§        Cos  XILOX  *  *  ' 

und   /      7- —  ihre  in  einer  vorhergehenden  Abhandlung  (Theii 

X.  ffr.  XXir.  XXIV.)  gefundenen  Werthe  ein,  so  kommt 


(21)  y^*  ^g  Ci(ia)az=+|e-»[£<(«6)+Ä(-ti4)-£;»(«ft)l 

_?e+»»£/(_«6)      (0= «). 


XJm.nfn  die  Fojmpln  (1!^« herzuleiten;, -gehe  mau  von  folgenr 
den,  schon  in  einer  andern  Abhandlung  (Theil  X.  Nr.  XXV*) -von 
mir  entwickelten  Integralen   aus: 

Man  multiplicire  jede  dieser  Gleichungen  mit  5X9    und   setze   iur 

ST«—**  das  bestimmte  Integral  /       — äXIT"»  *"^^  kehre  die  Inte- 
gration um^    dann  kommf 

/  »^      _  p^xr-a^x^    P^  cosxzdz_  P"*^    dz      /••-«cos£rSjp 
J  «      _  /*«    8a?      P^coaaz^  .  /*«    83;      /**  cosarx8j? 
f  «  P^    d:p      P"^  coBxzBz       /"«     8«     f^c^ßxzdx 

Dabei  ist  aber  nicht  zu  übersehen,  dass  die  Formel 


/)  ^  ^P=7'     ^^l-^OBatCi(.ß^  +  shiaA\*-SHax)\]. 


>!■.. 


»7 

•^  (  S**» ^/*^$p[cosa4<^(«i)-CtX«)!+eiafl*{i$'/(itt)-S/(«))] 

1 -'■      ■■-.■.■•■-  («>«). 

^'^  i  Sä^^Vo     JTjrpH ^osazCi(Mz)  — Sinai {Iji^SiXMi)}^ 

Da  Bun  die  Wertbe  von  Qi,  g^,  q  aus  a),  6),  c)  bekannt/  und 
die  Integ?a,l^  /  -^jn^Ciiuzfiz,  i  ^^^Si{)ab^^i  In  V.  ent- 
wickelt sind,  so  sieht  man,  ddss  mit  Hülfe  jeder  der  beiden  Glei- 
chungen ^')*  y')  das  Integral   /         ^  ■  Ag  gefunden  werden  kann. 

Ajd  einfachsten  ist  es,  entweder  die  Formel  y')  anzuwenden,  oder 
auf  folgende  Art  zu  verfahren.     Man  findet 

„  /*«sina2  c»./    V«  r*  sinoz8« 

'l 

und  folglich,  wenn  für.  den  ersten  4^heil  sein^Werth  aus  14)  ein- 
geführt wird  *), 

übereinstimmend  mit  13). 

Um  endlich    /.   .    ^V/2  -^^  bestimmen  **),  braucht  man  nur 

die  Giefchün'gän'  a),^),  c)   mit  ^r-  zu  mültipliciren,  und  für  5-6 


-Äjr 


das  bestimmte  Integral  /         ^     .,.  eipzufflhren.    Es  kommt 

'     •     '  '  •  *  '  . 

•  '-       ■  •   '  .    •  fa>l/), 

Ä-^oj:?  f  r>   ^2T|7A2[^**"^*^('**)4'Cö8tt*ti^**^'Si(MJ)l],       ' 


aqr^  [sin  az  Ciiazj-i-cos  az  { ji  —  Si(az)  ]]. 


-^ —         .  ■■•' 


*)  Man  darf  hier  nicht  dl«  Gleichung  15)  anwenden,   da  in  a')  a'^U 
sein  muss. 

.  »t)  Mai^  JkoiMite.  ^9M .  :|Bt0gval .  diir^h  piff^renlliation  de»  vor hfr^t^lM^nd  en 
Gleichung 'nach  a  entwickeln;:  e«  geschieht  hier  nioht,  weil  wagen  der 
Grenxen  i<^,y.^  4i|a:l)jl!r<^ireazlren  unter  dfn(  Integfalzeich^hiiiach  dent  Om- 
gen  misslich  ist.  '    • 
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Bier  kmm  man  nun  entweder  in  der  letzten  Gleichung  (&r  die  In- 
tegtale  J  ^^^r]^Ci(a2)dx,  J  ^^j:^  Si(at)9x  Ihre  obigen 
Werthe  einführen,  oder  die  Gleichung 

.» 
bilden  5  und  erh&lt  durch  Subatitution 

womit  die  Fprm«!  (13)  wieder  io  Einhlang  Ist.    •     < 


Heber  den  FaU  eines  Körpers  Iftnurs 

einer  Parabel. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger^ 

lichrer  der  Mathematik  and  Physik  an  der  höheren  Bärffene^ale . 

%u  Siosheim  bei  Heiaeiberg. 


Es  Stelle  ADB  (Taf.  IL  Fig.  4.)  eine  Parabel  dar,  d^en 
Spitze  D  ist;  DF  sei  ihre  Hauptaxe.  Ein  Korper  &lle  vöji^E 
nach  X  auf  dieser  Parabel,  und  man  fragt  nun  nach  der  Zeit,  die 
er  dazu  gebraucht  hat. 

Sei  der  Bogen  DX  =  #,  DF:=zh,  DYh^x,  t  die  verlangte 
Zeit,  g  die  Beschleuoigune  der  Schwere  (=9"*, 808...),  so  ist 
(Poisson,  Mechanik."!.  9.  194): 

Sei  nun  y'^=^px  die  Gleichung  der  Parabel,  so  ist  y=Vpx, 
=s-^.al8o|i  =  i/7Tf  =-^^^5^.  und  somit 


Um  also  t  zu  erbalteD»  darf  man  nur  das  letzte  Integral  be- 
stimmen. Dasselbe  kommt  aber  auf  eiUpti«fcbe  FuoctioDen  zurück 
und  zwar  vermittelst  folgender  Umgestaltungen. 

Man  setze      '  '. 


bestimme  femer  die  Grösse  z  so,  dass 

_j__ — £=— j.,  wenn  «=: ^     — 

aUdann  ist 


1+*  «--  jj 


1    AV^.(t-l) 

« 

8a?  /    —32 


i«-iV*2« 


1  P        ip'^Ax)dx  _     1    r(pN+  hVp)i-(pL+k\rp)  ^ 

Sei  nun 

A^pN'\^h^p,  B—pL^hVJ. 

Da  femer  die  h  und  x  entsprechenden  GrSnzen  yon  %  sind:  — 1 
und  t,  so  ist:  •  - 


yfig.i=.--J 


-1 


(i<2— Ä)ar 


(iVi-X)  Vz>  -  iv«2«  Vi-z*' 


Man  setze  z:^'—v^  so  ist  ' 

•'■"■*/     (L+iVe^V£«-iV»o»\^l-o» 

_  1 

Setzt  mao  imo  v=8in(p^  so  wird:*  *         '    -^ 


A     f*%  «in  m^m 


JtVi>    (Ir  +  -it  sin  9>  V 1  -  it«  sin«9 


7t 


WO  k=:-j-=z*—' 


^L^Jo    (1  +  j^sin  v)Vl  -  A^sinV 
'I'Vo    (l+Äsing))Vl-*?siiiV' 


Setzte  man  dentjiacb 


*=; 


(V^-Vß 


SO  wSre: 


JL  äJ^Z  ^      ^    /*"ä'  ainy8y 

^     /*<>' sin  <pBq) »_ 

~  Pj  o    (1  -  *sin  y).  Vi  -  A'sin«^ 

"*'iVo    (1— Ar  siD  9>)  V 1 — A*sin »^ 


(3) 


n 

Nun  handelt  es  sich  um  die  B^stiiQvinlig  der  Integ|riJ^:A 


9  sin  q>dtp 


r 

\ 

\ 


Jq    (l-A;sing))V1P^«sin»9 
^p    (^ — Ä  810.9?;  Vjl '-  *'  »n  V 


Vor  Allem  ist  kl(ir,  Atta» 

C/c    VI— A«8in»q)         ^^ 
ist,, woraus  folgt 

Ferner  ist  /        \ 

I  '. 

^"Vo    a-*«8inV)Vl-**8ln^       ' 
PV    .         dq)  .    /*y         AsinySy     ■•    "  •••' 

Das  erste  dieser  Inteeraie'ist: 

das  zweite  wird  auf 'folgende  Y^ei^,  gefiind^ii.  -- 

'Man  setze  A:sifi9)=SiO^,  y^sm  erlaubt  ist,  da  k^l^  Mo 

sin-ri;  ^         bostl;3iI;     ^  costöSii; 

«n„  =  -^,   co89,3y  =  -^^,  ^y^Vit«-8?n«»' 

y*  y        ^  sin  y8y       /*V' sin  tf;8t/; 

Setzt  man  nun  cos^=jr9  se  ist  dieses  Integral 

wenn   Ai*=l— A*i 

Ä:         Va?* — Ati^ A-         Acosy 

Demnacb  endlich: 


•3 


Arcosg» 


(1-.A«)V1— A«ttn«9 

Hieraus  folgt: 
A  si,^.p  _<p),      1    _<H 

»/o   (l— *8in9)Vl— **sina9»  *"      "*'l— A?' 


abo  endlich 

■  « 


L>L         '^»         .      "*"  A  NRfe«\  1-iteing)  J^  (5) 


Die  GrSsse  q>  ist  so  1>estiinint,  dass 


ar— Ä        A  /         ^  1— sin© 


oder 


^      ar— A'(a:— A)'  V4A  +  p 


ir 


Um  die  jSeit  t  am  bestimihen,  die  der  Korper  braucht,  bis  er 
in  D  ist,  hat  man  a;=0,  also  9=0  ^^  setzen.    Daher  ist 


also 


93 

+pL.    ü*    j* 

Sei,  um  ein  spedelles  Beispiel  anisiifilhrea,  h^ip,  so  ist 

t         •  •      ■  '  *    ' 

4ar-r2ö      2ar— « 


Nim  ist 


''(I  ig)  =  1,68575; 


also 


^  ^ 


6{8£(|.  J)--f(|.  ?)j=60,32358; 
60,32358 


Die  Zeit,   die  ein  Körper   braucht,   am  frei  durch  die  HOhe 
h^2p  zu  fallen,  ist: 

^j=^Vp^^.Vp=.B,(mvf, 

«0  dass  die  Fallzeit  «dir  Termehrt  iat,  iingefthr  Sjmal. 

Zieht  man  eine  gerade  Linie  durch  die  Endpunkte  des  betrach- 
teteo  Bogens,  so  siod  die  Koordinaten  des  äußersten  Puakteas 
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3p»  p  VT;  deimiad^  findet  man  dk  Falkeit,  weno  man  statt  g  so 
eben  setzt 


also  diese: 


=  Vp= 1.606.  Vp. 


Die  liir  den  Fall  dnrch  die  Parabel  oüthige  Zeit  ist  nngeföhr 
das  Doppelte. 


■       •       ! 
/ 


•   « 


ZurlliAfiiliniiiip  de9  Integrals 

r 


(1  -^  A  sin9>Vl^\ft«8iii*9 

auf  ellipUsclie  FunlilloneiL 

(Voo  dem 

Herrn  Doctor  X  Dienger, 

Lehrer  der  Madiemetik  nod/l^ysiB  aq  d^r  höfc^hrea  Bargenchole  so 

Sinsheha  bei  Heidelbern^. 


§.  I. 

Sei  k<,l,  und  man  s^tie 


S9*  bai  man  «fenbar: 


Ni-klV^szAi,. 

\  A-,-AiV,x=^,.  ^        (1) 

Da  aber^  nach  der  vorhergehenden  Abhandlung:  *  '   - 

l      ^^^-~k^  +  Ü^^T^^  V  Vi -A- sin 9/         ^^ 

k6  ist,  Trenn  matt  ^, ,  Ai......  ala  bekanDt  Voraussetzt,    vermSee 

(1)  Auch  JV|,  iVj,....  gegeben.   .Es  han()€lt  Bi\:h  also  um  die  Be- 

stinmting.  von  /J^,  ^i».».     Nun  i^t        ^    ' . 

_ /**  '  " ' ^y     '      '  '  "■ 

Diess  vorausgesetzt,  hat  man  folgende  Redukttoosformel  (6i|- 
dermann»  Theorie  der  Modularfonctlonen  eic.   {.  71.):      ' 

Vermöge  der  Formel  (4) , .  in  Verbindung  mit  (3)  y  ist  man  im 
Stande^  die  Grossen  ^3,  ^4,....  durch  elliptische  oder  logarithmiBah« 
Funktionen  auszudrücken»  und  zwar  wird  ^n^  durch  elliptische 
Funktionen  ausgedrückt«  wenn  n  gerade,  ist;  is^ abernf ungerade, 
so  enthält  An  kei^ie  elliptischen  f'unkti^beh.  Ihi  also  A^^  ^i,.... 
als  bekannt  ansenommen  werden  können,  so  sind  auch  iV|,  iVJi,.... 
bekannt,  also  die  Aufgabe  gelost. 

I 

■•'1    ».  «  ;         .  •  , 

Man  setze  nun,  •ij)^g'VOfattsgeöetztJ'  .1  .. 

>0 


J  ^ 


n 

•2  8^ 


9    sin"9(l  —  A sin 9)  Vi  —  Ä^sin^gj 


=  ilf. 


«7  y    sin  »9)  VI  —  A*  sin  ^9 


m 


80  erbUt  man  wieder 


(B) 


Mn-'hM„;.i=zBn; 


worin 


tJ  V    (l  — «81) 


:  sin  9)  V  1  —  iP  sin 'y 


E{^,k)~E{rpJc)     ^^^y  ry/l-t-Asinyx' 


(6) 


Zugleich  ist,  wie  man  leicht  findet: 

n-i ♦(n--2)(l  +  JP) 

sin«y  Vi— Ä*sinV~s>n""V  V  i  —  A«sin  «9 

(n-3);fc» a   /coay  Vl^A;^ain^y\ 

sio^-VV"!  — ifc*siD*g)     89  V  «in^^V  / 

ai60|    weim  man  iu^egrirt: 

-.^    .-.^  .      <%v»«««        .  cos«  V  1  —  Ä:*sin*g?  f         O) 

(n-2)a+*^Ä«_,-(»--3)*»A-4  +         Biowri^ -• ) 

♦  •  •  •  I  . 

Da  mm 

-^       ,      /Vi  —  A^sio*^ +coS9)\ 
\      VI  — Ä*. sin«      / 

60  sind  die  Grossen  B  durch  (7)  gegeben ,  somit  auch  die  Gros- 
sen M  durch  (5)  bekannt  Auch  hier  hänp;t  &  nur  dann  von  el- 
liptischen Funktionen  ab,  wenn  n  gerade  ist. 
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Beitraj?  mar  analytlsclien  Geomedrle. 

Von  dem 

Heim  Professor  Dr.  H.  Bruun 

zn  Odfssia. 


Zu  d6n  intereHsantesten  Aufgaben  aus  der  Lehre  vom  GrSss- 
ten  and  Kleinsten  gehören  unstreitig  die  vier  folgenden: 

L    Die  grosste  Ellipse  zu  bestimmen,  welche  in  ein  gegebenes 
Dreieck  beschrieben  werden  kann. 

2.  Die  kleinste  Ellipse  zu  bestimmen,  welche  um  ein  gegebenes 
Dreieck  beschrieben  werden  kann. 

3.  Bestimmune  der  erüitsten  Ellipse,    welche  die   vier  Seiten 
eines  gegebenen  Vierecks  berührt. 

4.  Bestimmung  der  kleinsten  Ellipse,  welche  um  ein  gegebenes 
Viereck  beschrieben  werden  kann. 

Auch  haben  schon  mehrere  ausgezeichnete  Geometer  sich  mit 
der  Auflösung  dieser  Aufgaben  beschfiftigt,  namentlich  Gauss, 
Pf  äff,  Mo  11  weide  und  Plücker  die  dritte  zum  Gegenstände 
ihrer  Untersuchungen  genl^acht,  sowie  Euler  die  zweite  und  vierte. 

(Man  sehe:  Monatliche  Correspondenz,' herausgege- 
ben von  Zach.  B.  XXll.  S.  112.,  223., 237.  —  Plücker,  Analy- 
tisch-geometrische  Entwickelungen  B.  IL  S.  2J1.  ^-^  Nova 
Acta  Petrop.  T.  IX.  S.  146.,  132.) 

Die  Gründe,  die  mich  bewogen  haben,  diese  Aufgaben  einer 
neuen  Untersuchung  zu  unterwerfen,  und  die  mich  glauben  lassen, 
dass  dieselbe  nicht  ganz  überflüssig  sei,    sind  folgende: 

a)  Die  mit  Recht  als  Muster  analytischer  Bebandlungsweise 
gepriesene,  auf  Gränzbetrachtungen  basirte  Gaussische  Aufl5- 
song  der  dritten  Aufgabe  kann  wegen  ihrer  ei  gen  thum  liehen  Be- 
hanillungsweise  nicht  in  den  Lehrbüchern  aufgenommen  werden.  — 
Noch  mehr  ^It  dieses  von  der  Plücker  sehen  Auflösung  durch 
seine  Methode  der  Liniencoordinaten.  —  Die  Mollweidesche 
ziemlich  weitläuftige  Auflösung  bezieht  sich  auf  entferntere  Elgen- 

Theil  II.  7 
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Schäften  der  Ellipse,  und  ist  daher  keine  rein  analytische  (wie 
Mollweide  es  auch  selbst  zugesteht,  in  Klügel's  Math.  \V5t- 
terbuche.  Band  IV.  S.  285.).  -~  Pfaff  hat  nur  das  Resultat  der 
Aufiosung  bekannt  gemacht. 

b)  Die  zweite  Aufgabe,  von  Euler  vermittelst  zweier  Hülfs- 
srussen  gelöst,  lässt  sich  auch  ohne  dieselben  eben  so  einfach 
behandeln. 

* 

c)  Die  vierte  Aufgabe  hat  ebenfalls  E  u  I  e  r  auf  eine  Gleichung 
vom  dritten  Grade  zurück  gefuhrt,  doch  irrt  er  sich  doppelt  in 
den  aus  dieser  Gleichung  gezogenen  Folgerungen. 

d)  Von  der  ersten  Aufg^hf  ^^  mir  keine  analytische  Auflö- 
sung bekannt.  —  Sollte  aber  aucd ,  ^  woran  ich  nicht  zweifle ,  eine 


'»vl!^  vprb^j^4fp  sein,  m  gl^tm  U^h  dennp<:|i,  4ie  f^Kim^  W^ 

dufriemnen  zu-  dürfen;  sowohl  d^r  Vollständigkeit'Wegen,  als  auch 
um  diese  Aufgabe  mit  der  zweiten  vergleichen  zu  können. 

.  r 

t  •  ' 

§.        1. 

Bestimmung  der  grossten  Ellipse,  welche  in  ein  gege- 
benes Dreiieck  beschrieben  werden  kann, 

Es  seien :  MNO  das  gegebene  Dreieck ,  OM  die  Achse  der 
ar,  OiV  die  Achse  der«,  der  Coor-dinätenwinkel  3/OiV=cö....;  (0,0) 
die  Coordinaten  des  Punktes  O,  (a,0)  des  Punktes  ^f,  (0,6)  des 
Pqnktes  N'f  so  erhaKen  wir  für  alle  Ellipsep; 

y«  +  2Äa;i/+C^*  +  2/>y  +  2£ar  +  F=0(a<0) (1) 

welche  die  Seiten  des  Dreiecks  berühren,  w^nn  (iii,0)  waA  (0,n) 
die  y-eräuderlichen  Berührungspunkte  i^uf  den  4^hseu  x  upd  y  be- 
zeichnen, folgende  Bedingungsgleichuog^n : 

As-.«,  Fzi^n^,  E^^n^Cy  '^E:s=:mC  •  .  .  .  .    (2) 

und  , 

«««6»  +  3d«H  +  9ll*~a/JaÄ«-r2fflÄ  +  y|i23n:0*)     ...     (3) 

In  Folge  der  Gleichungen  (2)  reducirt  sich  diß  Gleichung  (3)  auf 

aÄ(2?n-£)— — j-:--24n«+.3n»?=0 (4) 

und  h^eraiis 

* 

.  »»  "»  -':       ■  .         ' 

'  .fOr  i\^.8  Quadrat  ]?  die^  FtSchepinh^l^  ^  ier  £llip>e  erhjtiten 
wir  (da  ^==0)  (t^kanittUch ;  ;. 


H     MM. — :i...i 


♦)  |>ot  ünne  halber  setze  i^h  tf"-^C^|i,  4r-^ÄP=;/?,  P^^fsn^ 
fl^-„(7/J=?=Ä,  DE-r-BFzzz^y  E^^QF^tf^ 


oder  wegtn  (4)  und  (5): 

4  {^n  —  a«  — » 6m)' 

■ 

Damit  dieser  Ausdruck  eiD'Ot^i^t^fi  werde,  muss  sowohl  j— =0. 

cum 

^  ^°^h  ^=F.Q  g^eftt  wer4fn,  un4  die^j^  fuftrt  «P  «Jnn  GW' 
chnngen 

Sin» -^  3an -f  6mz2  0, 

2mn — 26r7?4-({^^  0; 
imd  dahen 

a  b 

Anct^  üb^raceiigt  maa  sich  leiqbt,  ^aas  fiir  diese  Wtrthe  Ton 
m  und  n 

*  « 

<PZ         2«  ,  .  „     .     <PZ         2» 

fliese  Grössen  als<r  negatiT  sind. 

Es  lierakrt  ^4fQ^  die   gr^lsste  Ellipse  di«  Selten  def  Dreiecks 
in  ihrer  Mitte.  *  ^ 

Die  Coordihaten  des  Mittelpunkts  sind  — =y,  uii^  -rr-n^r^;, 

also  der  Schwerpunkt  deB^DreiQpks  zujgleich  der  Mittelpunkt  der 
Etttpse. 

Die  Gleichung  der  Ellipse: 

y*+-^y+^^*-«y— ~^+-j=0. (6) 

Der  Fläcbenlnkalt  der  Ellipse 

^-     2^27     =V^^^^^- (7) 

d.  h.  es  verhält  sich  der  Flächeninhalt  der  Ellipse  zum  Ftechenio- 
halte  des  Dreiecks,  so  wie  der  Kreis  zum  umschriebenen  gleich- 
seitigen Dreieql^e. 

Folgerung.    Bezeichnet   S   die   Summe  der  Quadrate  der 
Achsen  der  Ellipse,  so  ist  bekanntlich  för  (1)  ' 

r  • 
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^^/»*. 


oder  lur  (6)  ... 

2 

S  =  g-(2a*+26«-2a6cos«)     _     . 

oder 

2 
S=g2? (8) 

wo  27  die  Summe  der  Quadrate  der  Seiten  des  gegebenen  Drei- 
ecks bezeichnet. 

Es  verhält  sich  also  die  Summe  der  Quadrate  der  Achsen  der 
Ellipse  zur  Summe  der  Quadrate  der  Seiten  des  Dreiecks ,  wie 
das  doppelte  Quadrat  des  Durchmessers  eine^  Kreises  zum  drei- 
fachen Quadrate  der  Seite  des  umschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks. 

§.2. 

Bestiinniang   der   kleinsten   Ellipse,    welche   um    ein 
gegebenes  Dreieck  beschrieben  werden  kann. 

Erste  Auflösung. 

Es  seien  wie  früher:  MNO  das  gegebene  Dreieck,  OM  die 
Achse  der  x^  ON  die  Achse  der  y,  qer  Cooj^dinatenwinkel  MOJS 
=  0....;  (0,0^  die  Coordinaten  des  Punktes  O,  ....(a,0)  des  Punk- 
tes jlf,....(0,6)  des  Punktes  iV,  so  erhalten  wir  für  alleElUpseo: 

y*+2&ry  +  Gt*+2Z>y+2£;a:  +  jP=0(«<0),  ...    (1) 

welche  dufch  die  Scheitel  des  Dreiecks  gehen,    folgende  Bedin- 
gungsgleichungen : 

F=0.  D=-\.  £=-^ (2; 

Für  das  Quadrat  Z  des  Flächeninhalts  z  der  Ellipse  erhalten 
wir  dann 

«asin«c()(/3»-ay)«__      gg*sin»a)  (C«a«~2Cg<i6+C&y    ^. 

Damit  dieser  Ausdruck  einKleinstes  werde,  muss  sowohl  -j7v=0» 

als  auch  ^»=0  gesetzt  werden,   und  solches  fährt  zu  den  Glei- 
chungen: 

4B9a6— 4CÄa«— 2i?**H2Cffa6  +  C»a«-.C&«=0.,..  (4) 
und 
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4B»aA— 3CÄa«— 3fift«  +  26'a&  =  0.    .    .    .    .    (S) 

Multiplicirt  man  (5)  mit  B  uod  zieht  sie  daan  von  (4)  ab«  80 
erhält  man: 

oder 

(JB*— C)(6«— Ca«)=0, 

also,  daÄ*--C<0,  nothwendiger  Weise  C=-ä- 

Substitulrt  man  diesen  Werth  von  C  in  (5),  so  erhält  man 

^-45±4a' 

also,  wieder  weil  Ä*— C<0,  Ä=s-« 

Aach  aberzeugt  man  sich  leicht,   dass  für  diese  Werthe  ve^ 
BmA  C 

d«Z      4%«sin«a)a«      rf«Z_4»    „  .  -^     . 

also  >0  sind,  und 

/    rf»Z    \*     /<f»Z\/<PZ\_     4* «^[sinfwo^ 

also  <0  ist 


Zweite  Auflösung. 
Da 

so  erhalten  wir,  u  als  Constante  betrachtend,  da  wegen  (2)  aach 
Y  constant  und  — oy'^O  ist,  fär  Z  den  kleinsten  Wertii,  wenn    ' 

«-r     »n         Ca.m     «a     B*a,Bb 
ß^E—ifO=—2-+-^=-2 2"*"  "2" 

tia  Minimum  ist,  and  hieraus  ' 

6 


^=2a 


und 


*— — 2»     •  «» 
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dZ     ^ 
Betrachten  wir  jetzt  wieder  a  ab  veränderUch  und  setzen  ^= O, 

ä6  erhalten  tvtr 


also,  da  a<0. 


> » 


wie  in  der  ersten  Auflösung. 


•  i5      a      , 

Die  Coordinaten   des   Mittelpunkts  der  Ellipse  sind  ~  =  3  und 

=^;   also  Ist  der  Schwerpunkt  Aeh  Dreiecks  der  Mittelpunkl 

ff      (5  .     ^ 

dkff  Blllpsev 

Die , Gleichung  der  Ellipse: 

y*  +  -:ry-+j5Ä*-6y--^ar=0.     .'    .     .    .      (6) 

*         I 

Der  Flächeninhalt  der  Ellipse: 

d.  h.  es  verhält  sich  der  Flächeninhalt  der  Ellipse  zum  Flächen- 
Inhalte  des  gegebenen  Dreiecks  so  wie  der  Kreis  zum  eingeschrie- 
benen gleichseitigen  Dreiecke4 

Folgerung  1.    Bezeichnet  S  die  Summe  der  Quadrate  der 
Achsen  aer  Ellipse  5  so  ist  für  (1) 


alsofilr<6): 


«=^^^^1  +  C-2ficosai), 


Ä  =  |(2o«  +  26*^2a6cos«), 


8 

wo  Z  die  Summe  der  Quadrate  äe^  Seiten  des  gegebenen  Drei- 
ecks bezeichnet.  Es  verhält  sich  also  die  Summe  der  Quadrate 
der  Achsen  der  Ellipse  zur  Summe,  der  Quadrate  der  Seiten  des 
Dreiecks,  wie  .chs  apppelte  Quadriit  des  Durchmessers  der  Ellipse 
zum  dreifachen  Quanrate  der  Seiten  des  eingeschriebenen  gleich- 
seitigen Dreiecks. 
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Folgemag  ^  Für  ein  und  dasselbe  Dreieck  sind  dib  grl|8ste 
Ellipse  in  demselben,  und  die  kleinste  um  dasselbe,  concentriseh, 
ähnlich  und  äbniithi  liegend  [siehe  (ö)  %,  1.  und  (6)  §..2.1.  -—  Ihre 
Flachen  sind  in  dem  constanteri  Vermtniäise  u^ie  1:4  ]_ siehe  (7) 
6.  1.  und  (7)  $.  2.].  —  Die  Summe  der  Quadrate  ihrer  Achsen 
lätauch  in  dem  constanten  Verhältnisse  wie  I24  [fliehe  (B) 
§.  L  und  (8)  S'  2.]. 

Fplgeruni;  3.  Wenn  die  grOsste  £lli)>se  in  ein  Dreieck  be- 
schrieben ist  itkid  durch  die  Verbindungslinien  der  Berührungspunkte 
ein  inneres  Dreieck  gebildet  wird,  so  ist  die^  grusste  Ellipse  in 
dem  äussersten  Dreiecke  zugleich  die  kleinste,  welche  um  das 
innere  beschrieben  werden  kann:  »^  denn  beide  Dreiecke  haben 
denselben  Schwerpunkt.  ,   . 


§.3. 

Bestimmung   der    grössten   Ellipse,    welche   die  vier 
Seilen  eines  gegebeäeh  Vierecks  berührt 

Nehmen  wir  zwei  Seiten  des  Vierecks*  zu  Coötdinalenachsen, 
bezeichnen  die  Durchschnittspuilkte  der  dritten  simf  deh  Achsen 
durch  (a,0),  (0,6^....  der  vieiten  durch  (a',0),  (0,ö');  so  erhal- 
ten wir  fär  alle  EUipsen: 

y^  +  2Ba:y  +  Cx^  +  '2Dy  +  2Ex+F^0(a<0).  ...    (1) 

•  •  « 
welche  die  Seiten  des  Vierecks  berühren,  wenn  {0,n)  den  verän- 
derlichen Berührungspunkt  auf  der  A^hse  der  0  bezeicbnelj  lol* 
gende  Bedingungsgleichungen: 


oftd 


oa«**  +  2da«6  +  g)a*-^2|}irt'**^2£tf*  +  yft^tfaO, 


V      €'  9       k 


.\-"" 


m 


(3) 


In  Folge  der  GleicJiifngett  (2)  redtldreo  sich  did  Gleichungen 
3)atif:  ^  :  ; 


(3) 


also 


-,       -,    2n«[fty--^6ft^+n(a— «)] 

aa  (6  — ro) 


A 


.■         •         ■ 


(5) 
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ffir  das  Quadrat  Z  des  Flächeninhalts  z  der  Ellipse  erhallen  wir 
'F  «  •  «    ^*  «  •  «     «  Bn+E 

oder  wegen  (5):  •     . 

4       ^  ^         ^         ^     [a6— ^a+?WCa— a)J» 

,    DerFlScheninhalt  ist  ein  Maximum»  wenn  ^^0^  und  hiefaos: 

•i«(2a6'— 2a  6  -  a6  +  a'6')— 2n(a6'»  -  6V)  +  (a6'-  6a  )ää'=0...(6) 

_  ay«-6V 

'*"2a6'— 2a'A-a6  +  aV=t-^> 

wenn  man  der  Kürze  halber  den  zweiten  Theil  der  Wurzel  durch 
N  bezeichnet. 

Da  aber  t^<0  sein  inuss,  so  erhalten  wir: 

(2o6'— 2a'6  -  o6  +  a  6>— (a6'«  -  6V>  ^  Ö, 

,       r 

je  nachdem  a'  ^a;  «also  muss  die  eine  -oder  die  andere  Wurzel 

genommen  werden^  je  nachdem  a'^a  ist       ^ 

Vertauschen  wir  a  mit  b,  d  mit  b' y  so  erhalten  wir  aus  (6) 
den  Berührungspunkt  auf  der  Achse  der  x.  Sind"  aber  vier  Tan- 
genten und  zwei  Berührungspunkte  auf  ihnen  gegeben ,  so  ei^eben 
sich  die  übrigen  Berührungspunkte  und  der  Mittelpunkt  leich^  und 
lassen  sich  auch  einfach  construiren. 

Der  Gleichung  (6)  kann  man  auch  folgende  Gestalt  geben: 

(?E^)'+<|-.")(^)-lH. 

und  sie  stimmtdann  mit'der  von  Pfaff  gegebenen  fiberein.  (Mon. 
Corr.  B.  XXIL  S.  223.) 

Folgerung  1.  Wenn  das  gegebene  Viereck  einTTrapez»  so 
ist  r'  =  r»  und  also  auch  aus  (6) 


und  daher: 


IbV 


„    3t»sin«a)aV«(6'-6)*        Ji;sln(»aa'(5'--6)«    «. 
i/== — %tii  /    '  X«  i^r/ — 9  *==——--- — — ~7===— ==TSin owr 


16(«'-^)«.66'     '"^    4(<^-a)VW'    ~^' 


,(6-6).^  \. 


Der  PKeheninhalt  T  d?«  Trapez  j=?!|i»i«'6'^«6)=^.f<*^>. 
Bezeichnen  nun^>  q  die  parallelen  Seiten  des  Trapeay  so  ist 

p  =  VaHA*-'iaÄcos», 
9=Va'«+6'«-2o'6'cos», 


also 


and  somit 


q^  T-yTä^+b^  —  2«6  cos  o» ; 


^ 6  +  6' 

p  4-  ^  s=:  V  o*+6*  —  2a6cos  » • — r —  j 


2      p  +  q    » 


Das  Verbältniss  der  Fläche  der  Ellipse  zum  Trapez  hängt 
bloss  von  dem  Verhältnisse  der  parallelen  Seiten  ab. 

Für  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Ellipse  erhält  man 

ß_a±^         «_6+6'     * 
«~     4     '  ""i""    4   • 

Der  Mittelpunkt  liegt  also  im  Durchschnittspunkte  derjenigen 
beiden  geraden  Linien ,  welche  die  Mitten  der  beiden  Paare  ge- 
genüberliegender Seiten  yerbinden. 

Folgerung  2.  Wenn  das  Viereck  ein  Parallelogramm,  so 
\st  p=q,  also 

f =^«p.   Flächeninhalt  des  Parallelogramms. 


Bestimmang  der  kleinsten  Ellipse ,  welche  um  ein  ge- 
gebenes Yiereck  beschrieben  werden  kann. 

Wir  wählen  zwei  gegenüberliegende  Seiten  des  unregelmäs« 
sigen  Vierecks  zu  Coordmatenachsen ,  und  zwar  so,  dass  die 
Coordinaten  der  Scheitel  des  Vierecks  positi?e  Werthe  erhalten. 
(Solches  ist  immer  möglich,  wenn  das  Viereck  keinen  convezen 
Winkel  hat  —  Hat  es  einen  solchen,  so  kann  bekanntlich  gar 
keine,  durch  die  Scheitel  gehende  Ellipse  beschrieben  werden.; 

Für  alle  Ellipsen: 

y*  +  21?ary  +  C»*+2/)v+2£;a?  +  F=0(«<0).  ...    (1) 


loa 

wfiMUi  äurcfa  die  vier  ScheUel  gehen ^  erhalten,  daon  C,  D,  JB,  F. 
bestimiäte  Wcrthe/ttlld  iiiimenflirh  sinrf  feiTc«' JK<0,  ß<0,  F>0, 
C>Ö,    />*— >F=:y>0,    £«-CF=a)>0,    &D^-C;F?=l>0, 

C<    ya    »  80  dass  £  allein  Teränaeriich  bleibt. 

Für  das  Quadrat  Z  des  Flächeninhalts  der  Ellipse  erhalten  wir 

Z  =.—  »»sin*» ■  (ß*^C)^ 

iZZ 
Damit  dieser  Ausdruck  ein  Kleinstes  werde«  setze  man  j[fF^9 

und  dieses  fuhrt  za  der  ron  Ealer.  (Nora  Acta  Petrop.  T.  IX.) 
gegebenen  Gleichung  i 


m 


Da  aber  zugleich  tm^^  sein  Hiuss«  so  erhalten  wir  noeb 
die  Bedingung: 

...  ^  •  ■ 

Es  müssen  also  die  Werthe  von.  B  grosser  als  die  beiden 
Wurzeln  der  Gleichung 

„    SDE     ^  ZCD'  +  3£«  —  CF     . 

•  •   .  ,»* — jp^^-f  — ' —    iF  ' — ■  ' ■^*' 

•  .1  •  .  .  -      ■ 

sein,  oder  kleiner  als  beide*  ■       *  • 

Oder  i  b  grSssek*  öder  Meiner  ätä  die  beiden  fölgiind^n  Wferthe 
von  XX 

ADE  ,  4/"l6iyjSa~9Cj0^^9ü*F+SCF» 
^""  3F  """V  9Fa 

WE     Ari6IPE^^WD^F-9E^F+ZCF^  '  "" 
^~  3F  ""1f  ÖF« 

Da  aber  für  Werthe  von  B,  grosser  als  die  Werthe  von  x, 
^>  Cf  so  geben  dieselben  keine  Ellipsen.  —  Wir  kunileo  also 
nur  Hunn  kleioste  Ellipsen  erbalten«  wenn  B '^  als  die  beiden 
Werthe  von  Ja.     Die  (jj^lcbuhg  (2)  ve^wabdeh  si<ih  mittelst  der 

'»*  ,  I   • .  ^Dß      o  X  -r 

Sttbetktttioo  ■  Ä :« ,y + «-^^  4n 


ii  .1*. 


•      ■  • 

^)  lÜle^e^  khi\Mitt  Wird  <0,  ikrenri  fllaA  kwfei  biAgonftleh  Jei  tld^- 
eck«  au  Coordinatenachsen  wählt  (weil  F'^)^  wie  «olche«  i-,  Bi  beim 
ParaUelogramm  nothwendig  wird.  —  Der  Gang  der  Untersnchung  bleibt 
t^ber  sonst  ilä  JITiisehtlibheli  derselbe.    . 


tor 

WO 

...t  ••#•  •  «4.» 

P= : äFi -~T.         —  3F«     ,    "^^ 


ist.; 


^4-*^  !  .    •     .  .15;-         !« 


-S^(S4w+Öi^ +>!>») 


auch  '<0  ist. 

Nehmen  wft  1)  an,  es" sei  Ä±i=Ö*^tfSP«>Ö,  6ö  bat <1ie  Glei- 
chans  f«A  nur  eine  reelle  Wurzel,    uod  z>?m:  eine  positive,  da  P 

und    Q  hegative    Grössen    sind;    also  y>04   und  JB=y4-  gj^ 

gebt  1?*>C.  Daher,  ir^ttn  die  Gleichting  (2)  hüf  ein'e  Vefellfe 
Wurzel  hat,  nicht,  wie  Euler  behauptet,  nothwendiger  Weise 
eine  klethste  Ellipse  sicn  ergiebt,  sondeili  gar  keiöe  *).  ' 

.  Ist  QUO;  2)  /2<0«  8o.)iat..di6  Gleichung  i4)  drei,  üeetle  Wuc- 
«ttln,  il«id  4les4^  lassen  aich)  dai  P<ft,  <2<0t  f?lgißndi»ßnaasen 
ausdrucken:  .  .i*,^  ..  .' 

y=:^cöS9>y  —  ^,  y'=±2cos(24Ö«  +  *)y  T"  J  ' 

y=2co«(120*  +  #Y  ""5" 

Ohne  den  Werth  von  9   genauer  zu  bestimmen,   hemerkeu 
wir  doch,  dass  ^<30'*  >0  löl 

Es  liegen  also  diesb  Werthe  von  y  innerhalb  .4er  Grenzen: 


V 


-\^ 


^^        y=0  «=-V-5 


.V=V8.V^  ä^— V-l 


«--v"-  \ 


^-^8-V^- 


41)JB 

Wir  erhalten .  dso   für  Ä  =  y  +  -sjr  * 


1'  "'■'  -■'• «    '  •< 


*)  Et  lässt  «ich  aber  auch  seigen,  data  in  dietem  Falle  durch  die 
ivivr&Bhtilelg^r. Kein«  Ellipse  betohrtebeti  •  wehlen  kimii  (kl««  dfkM  ein 
IMwitei  innoraaib  des  von  den  andi^en  g^btideten  Dreieck« 'lle^t)i  ^entt^ 
•iraiell«»  audi  4ie  Werthe^vlMl  S^  9^  F  sela  m6gett,  to' liegen' die  Werüie 

d^  positiven  Grösse  C  immer  innerhalb  der  Grenzen  C=  -rt   und  €=:0. 

IHese  lieldett  Wet'Uie  geben  abelr  fdr  R  eitle  negative  Gr6ieise,  alid  üath 
nach  der  Form  des  Ansdracks  alle  zwischen  ihnen  liegenden  Werthe. 


lOS 

Im  ersten  Falle:  Wertbe' gruaser  ala  beide  Werthe  von  a  in 
(3),  also  keine  kleinste  Ellipse. 

Im  zweiten  Falle :  Werthe  zwischen  den  beiden  Werthen  vod 
js  in  (3)  liegend/  also  keine  kleinste  Ellipse.. 

Im  dritten  Falle:  Werthe  kleiner  als  beide  Wertbe  von  x  in 
(3)9  also  eine  kleinste  Ellipse  möglich. 

Es  giebt  ajso  auch  in  diesem  Falle,  nicht»  wie  Euler  meinte 
drei,  sondern  nur  eine  kleinste  Ellipse.. 

F o  1  ge  r  un  g  1.  Ist  das  Viereck  ein  Parallelo^mm ,  und  nimmt 
man  die  Diagonalen  zu  Coordinatenachseb«  so  ist  />=0»  £=0, 
und  die  Gleichung  (3)  giebt  drei  reelle  Wurzeln  B=zVC,  ß=--VC, 
J3=0,    von  denen  nur  die  letzte  der  kleinsten  Ellipse  entspricht. 

Der  Flächeninhalt   der  Ellipse  z^iTtahua--^. 

2F 
Der  Flächeninhalt  des  Parallelogramms  ist  aber  =:r77?sinco; 

also  2  =;:  3-.  Flächeninhalt  des  Parallelogramms* 

Anmerkung.  Die  Bestimmung  der  kleinsten  um  ein  Trapez 
beschriebenen  Ellipse  beruht-  nur  auf  einer  quadratischen  Gleichung» 
wenn  wir  folpfendermassen  verfahren.  Es  seien  (0, 0),  (tf ,  0),  (0,  oj, 
(c,  6)  die  vier  Scheitel  des  Trapez  5  so  erhalten  wir  für  alio 
Ellipsen : 

y^+2Bxy+Ct^+2Dy+'2Ea:  +  F=:0(a<:0), 

welche  durch  die  Scheitel  des  Trapez  gehen,  folgende  Bedin- 
gungsgleichungen :' 

Daher  das  Quadrat  Z  des  FlScheninhalts  der  Ellipse: 

und  wenn  man  3p=?0  setzt:  ^ 

-jji^  <  0  zeigt  uns ,  welches  Zeichen  genommen  werden  muss. 

Führt  man  die  Rechnung  durch,  so  ergiebt  sich  auch  hier,  dass 
das  Verhaltniss  der  Fläche  des  Trapez  zur  Ellipse  bloss  von  dem 
Verhältnisse  der  parallelen  Seiten  abhängt. 

Anmerkung  des  Heranageber«.  Der  Herr  Verfuseer  dietee  toh 
demselben  tur  Aufnahme  in  das  ArchiT  mir  mitretheilten  Anfsatees 
•wünscht,  dass  hier  in  Besag  auf  die  Abhandlung  des  Herrn  Professor« 
Anger  in  Theil  X.  Nr.  XV.  bemerkt  werde,  dass  der  vorliegende  Anf- 
sati  bereits  im  Jahre  1SS9  geschrieben  und  im  Bulletin  de  TAcad^- 
mle  Imp.  de  St.  Folersbourg  T. VI.  Ko.  20.21.  gedruckt  erschienen  sei. 


iod 


.1 


BUscellen. 


In  den  Berichten  über  die  Mittheilungen  von  Freun- 
den der  Naturwissenschaften  in  Wien.  Gesammelt  und 
herausgegeben  von  W.  Haidinger.  1847.  März.  Nr.  11. 
S.  269.  hat  Herr  Professor  Dr.  Schulz  von  Strassaicki  ein<i 
Methode  zur  praktischen  Verzeichnung  von  Ellipsen,  wenn  der^ 
Axen  als  bekannt  angenommen  vrerden ,  angegeben ,  die  nach  mei- 
ner Meinung,  so  einfach  die  Sache  auch  an  sich  ist,  allgemeiner 
bekannt  zu  werden  verdient,  und  daher  im  Nachstehenden  mitge- 
theilt  werden  soll. 

Diese  Methode  gründet  sich  auf  die  folgenden  Betrachtungen. 
Wenn  ACB  in  Taf.  II.  Fig.  5.  der  vierte  Theii  einer  Ellipse  ist 
und  AC=^aj  BC=b  deren  Halbaxen  sind,  so  ziehe  man  ^S  und 
fidle  auf  diese  Linie  von,  C  das  Perpendikel  CD.  Setzen  wir  dann 
der  Kürze  wegen  AD=:v,  BD=w,  CD^zzu;  so  ist  nach  bekann- 
ten geometriscnen  Sätzen 

wib=:b:v-\-w. 


d.  i. 


abo 


w:6=6:Va«+6«, 


a«  6«  ab 


Vfei  nun  bekanntlich 

y*=j;(«»-^ 

die  Gteichmig  der  Ellipse  ist»  so  ist  fär  x=su: 


d.  i.  y  =  ti;    und  für  J?=:v  ist: 

d.  L  y=to.  Mimmt  man  also  CP=CD,  CPt^zAD  und  errichtet 
durch  P  und  Pi  die  Perpen^j^  |^  und  AQ^  auf  ^C,  so  ist 
PQ-=zCD  und  PiQi=BD,  woraus  man  sient^  dass  die  Punicte 
Q  und  Qi  der  Ellipse;,  f^M^  S^^d^  ^'e^eo  können.  Diese  bei- 
den Punkte  nebst  den  PtinReii  A'  um.  B  liefern  aber  vier  Punkte 
des  Quadranten  der  Ellipse,  durch  welche  man  denselben  in  den 
meisten  Fällen  mit  hinreichender  Genauigkeit  aus  freier  Hand 
wji,rd  bescbreibeo  können. 

Indes«  wird  es  doch  der  Genauigkeit  geiriss  ßird^rlifJt  aebu 
.  Y>^vk  man  ausser  den  vorhergeheBden.  Punkten  aoeb  ein  P«4r  ha« 
dere  Punkte  des  Quadranten  der  Elipse  mit  tieichtigkeit  finden 
kann,  und  ich  will  daher  der  obige»  Jtfittbeilung  des  Herrn  V%^ 
fessors  Dr.  Schulz  von  Strassnicki  noch  (ue  lalgeDd^ii^  Bq» 
merkungen  hincuüfigen^ 

Setzt  man  nämlich  07=  sa,  so  ist 

,  •      4 
und  wenn  man  ;r=ga  setzt,  so  Ist 

Theilt  man  also  sowohl  die  grosse,   als  auch  die  kleine  Halbaze 
der  Ellipse  in  fönf  gleiche  Tbeile,  so  ist  für 

C>a=|jCund  Cp8  =  g^C 

nach  dem  Vorhergehenden 

P,Qa=  g  BC  vnd  P^Qt—BC, 

woraus  sich'ergiebt,  dass  sich  immer  auch  die  Punkte  <?aundQ, 
leicht  durch  Construction  bestimmen  lassen,  fo  dass  n^an  inuner 
sechs  Punkte  eines  jeden  Quadranten  der  Ellipse  sehr  teicht  durch 
Construction  finden  kann. 

Hiernach  wfirde  man  also  bei  der  Verzeichnung  einer  Ellipse 
aus  Ihren  beiden  Axen  auf  folgende  Art  zu  verfahren  haben.  In 
TaC  II.  Fig.  6.  seien  AA*  tmd  BB^  die  bei^  Aacii  der  (Ellipse, 


lU 

I 

Qod  C  8ei  ihr  Mittelpankt,  so  erh&lt  ipiin  deo  «wi^iphen  CA  nnd 
Cff  liegendea  QuadraateA  der  Ellipse  auf  fotg^Dde  Art,  woraus 
dann. auch  zugleich  ganz  von  selbst  erhellen  wird,  wie  man  sich 
bei  der  Verzeichnung  eine^  jeden  andern  (Quadranten  derselben^ 
und  somit  df9>  ganzen.  BiBpae/  .verhalten  mnas.i 

Man  ziehe  AB  und  falle  von  C  auf  diese  Linie  das  Perpen- 
dikel CD.    Dann  nehme,  ti^m  \ 

■  ,'    i    .   r  '    II".       ''i"     V  • 

CP^Cp,  CPi^dD,  C/>,=?4C.  <7P,?sj4iC; 


'  ■  " 


■     «  4     » 


errichte  durch  die  Punkte  "  .  . 

i>,  Pt,  pi,  p,      .. 

«  * 

auf  AC  die  Perpendikel 

m  • 

PQ,  PiQx>  P*Q^>  P^fh 

udd  mache 

PQ=iÖD,  P^(ii=:BD.  PtQt=fBC,  P,0j=:f2?C; 

m 

so  sind  Q,  Q^,  Qa,  Qs  nebst  ^  und  i?  sechs  Punkte  des  Qua- 
dranten der  Ellipse,  durch« welche  man  denselben  in  den  meisten 
Fällen  mit  hinreichender  Genauigkeit  ans  freier  Hand  ziehen  kann. 

.         -•  G. 


.     ,     ,  _VoB  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der- Mathematik  und  Ph^silc  an  iler  holieren  .'BörgeNchtilc  zu 

Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Wann  drücken  die  Gleichungen: 

.      :  ■  ■  ■       '      ■ 

"  '       (ö»*^  Ms)  ^H^  («8*8 ---«10«)^ +  («2*2  — «!<%)«  =0, 

(«3*3  —  «^  «2)  ^+ (o^^—ffMy+iaibx  — aaOaJ  i=0, 

eine  und  dieselbe  Ebene  aus? 

Die  vorgelegten  Gleichungen  sind  auch: 
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Zieht  man  nun  aas  den  ersten  zwei  (Grldchungen  die  Wertbe  von 

—  9    —9    SO  erhält  man  dadurch  die  Gleichung  der  Durchschnitts- 
Knie;    sollen  also  die  Ebenen  zusammenfallen,  so  muss  man  für 

—  9    ^  Werthe  von  der  Form  a  erhalten.    Das  Gleiche  wird  Statt 

X         2  0 

haben  müssen»    wenn  man  die  erste  und  dritte  Gleichung  zur  Be- 
stimmung von  — »    ^  benutzt. 

Aus  der  ersten  und  zweiten  Gleichung  aber  folgt: 

z  ""  6a(a3«6a--2aiaafl3  +  cfaaÄa+fli*Äi  -^i*2*ä)  V 

/  ... 

Dagegen- folgt  aus  der  ersten  und  dritten: 

X  ""  01(03263 — 2«! 0403 +  iia2Ä8  + «1^1  —616463)  ' 

y^  _  6a  (03268  —  2fl|  ggcia  -f  08^6^  +  ii|^i  —  6x6^63) 
X  ""   01(03*63— 2aiaa08+ea26a  + 01*61—616463)  * 

Damit  also  die  vorgelegten  drei  Gleichungen  eine  einz^e  Ebene 
ausdrucken 9  genügt  die  Bedingung: 

08*63  —  2oi  Oa03  +  aa*6a  +  Oi*6i  -;  61 6963  =  0. 

(Man  sehe:  Memoire  sur  i'^quilibre  Interieur  des 
Corps  soilid^s  homogenes,  par  Lan|<^  et  Clapleyron  in 
Crelle's  Journal.  Bd.  7.  §.  34.) 


I 


'  ,      .    .         ... 


1 


AnszniT  aus  einem  nocli  imgr^sdriick- 
ten  ^IVerkchen  ftbet  analytische  Per- 

spelitive. 

•  i 

'       Vom 

Herrp  L.   M.ossbrugger;, 

liehcev  di^  ilätheaiiatil^  an  der  J^ftatontschule  «a  Aaraa.  ,   . 


/ 


1.  Zur  ErkiHning  des  Folgenden  wollen  wir  nachstehende  Be* 
seiehnungen  und  Anoabmea  vorausschicken. 

O  sei  das  Auge;  it,u,v)  seien  seine  Coordiuaten,  welche  auf 
drei  reehtwinklichte  Coordinatenachsen  der  ar»  der  jf,  und  der  z 
bezogen  sind.  Die  Ebene  der  ^zsel,  so  lange  keine  besondere 
AbSnderung  angegeben  wird,  diejenige  Ebene,  auf  welcher  sich 
die  Punkte  im  Räume  perspektivisch  projiciren  und  die  wir  mit  dem 
Namen  Tafel  bezeichnen.  Die  zu  projicirenden  Punkte,  Figu- 
ren, Oberflächen  u.  s.  w.  nehmen  wir,  wenn  es  nicht  besonders  ange- 
merkt wird,  hinter  der  Tafel  oder  auf  der  negativen  Seite  der 
Achse  der  x,  d^s  Aqge  hingegen  vor  derselben  oder  auf  der  po- 
sitiven Seite  der  a:  anl  Die  Punkte  im  Räume  bezeichnen  wir  mit 
A,  B,  C,.,.»  deren  perspektivische  Projektionen  aber  mit^^,  Bp, 
C^,....  O]  ist  die  orthogonale  Projektion  des  Auges  auf  der  Tafel 
und  heisst  der  Augenpunkt.  Die  Ebene. der  wv^  in  oder  über 
welcher  sich  die  zu  projicirenden  Cregenstände  befinden,  heisst 
die  Gri|n:deb0ne9  ihr  Durchschnitt  mit  der  Tafel,  oder  die  Adbse 
der  V,  Basis.  Unter  perspektivischer  Prajektionslinie  verstehen 
wir  jede  von  einem  beliebigen  Punkte  hn  Räume  nach  dem  Auge 
gezogene  Linie;  —X.,  Y^  Z  seien  die  rechtwinkiichten  €aordi- 
naten  eines  Punktes  A  im  Räume;  y* ,  z'  die  Coordinaten  i^einer 
Perspektive  A^;  beide  Coordinatensysteme  sind  auf  den  gleichen 
Coordinatenanfang  und  auf  die  gleichen  Achsen  bezogen. 

Smd  nun 

x  =  fni  -{-  fiiZy 

y=im2  +  7tzz  '*  '   ' 

TheU  \L  a 


^- '=*!:■> . 
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die  GleichuDgen  der  perspektivischen  Projektionslinie  des  PoDk- 
tes  A,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  fttt,  tii, 
7%,  n^  und  der  Coordinaten  y* ,  z'  folgende  Bestimmungsgleichungen: 

I 

Aus  diesen  finden  wir:- 

.öüi»^     > »> 

Z=z'+«f(z'-»); 

•  ■••«•   l  C>\ 

,      tZ+vX 

2.  Nehmen  wir  letzt  an ,  es  befiuae  sich  ein  Systc^m,  paralle- 
ler Jjinien  in  einer  £bene  von  beliebiger  Läge/lincr  lieh Aien  die- 
sem zufolge  ferner  an,   dass 

a:=»ii+MiZ .     l) 

die  Gleichung  einer  festen  geradeti 'in  der  Ebene 'def'^jNbefind- 
liq|ien  Linie  ^i.  :    ;   - 

'   Dre  EbeAe  dter  ±s  "vollen  wir  ftfr  jetzt,  der  ElrififtdiffK^tt  wegen, 
tiiirdh  dad  Aug^  gi^h^hd  annehnaen.  .     *       ^'^      ' 

..,  .  t^-erner.  eiefCBk  :    ,         i;w  •   ,  .    ,.  .      ..•.'., 

diu  Gf^ichtmgen  #iner  Gei^ad'in,  die  pich  immer  Iri'pahillel'efLage 
hilt  sich  selbst      '•  '      ''  -'  *^    *  ^      ^        *'     -   ^*    -    ^  ---^ 

£bene  erzeujs;! 

I , 

1 

1. 

Unden.    Beiiierkea  wir,  da^,  weil  sibh<}iel!f(ni^l)iitod>Q)  Schnei- 

«l«»>   ffa^=':;; r--iat,,.«o   £nd4n   wir  ibicht  ffir  die  .Gleichung 

6ixitT  £bene,  welche  durch  die  Linie  2)  un^  da^  Au^e  (i,  p)  geht, 
folgende: 


fb^t  auf  der  Linie  ij    beuVegt  und'aiif  Aleäe  Arttioe 
ugt,  fflr  deren  <5feichuni{  \vir:  ■;''        '   '^^    \ 

Im,.,    ^^r-v^^i-— (ifi-..i/i)y+nitv+ti^,Va^O^'i  :.    -Ife 


i  =30.. ..4) 
+va  I  fAi  «1— m,  Vi -(?ii— Vi)< )  2 + Va  { (iiii  Vi — ft,  n,  )p-(»ii  — jitj  )>  j) 

Nehmen  wir  ferner  an  5  es  seien 


die  Gleichungen  einer  Linie;  ,dje  mit:  fler  Geraden  2)  parallel  ist, 
und  zugleich  mit  dieser  in  der  Ebene  3)  liest »  so  finden  wir,  wie 
forbloy  liiv  die:  Gleichung  der  Ehe««,  wvrelobe  dHrcli4li6  Linie' ((•) 
«mI  durch  dab  Auge  (f 9  v)  geht#  fblgeh<ler 

Die  Purchschaitte  der  Ebenen  4)  und  6)  mit  der  Tafel  geben 
die  P^epektive  der  Linien  2)  und  5).  Wir  erhalten  die  «fefchun- 
gen  dieser  Durchschnitte  >  vrenii''wir't[r'döh' Crleichungen  4)  und  6) 
x=0.  setzen^  wodurch 

+  val(miV— /*i»i)o.-(»»i--f*i)<l i        r 

wird.  ,  •       i  •   « '•        .      . ' 

Da  diese  Gleichungen  zwei  Linien  darstellen ,  die  nicht  paral- 
lel sind,  80  kennen  wtr  dattius  :sdyiiesäeii,  dass  sich  die  perspek- 
tivischeo  Projektionen  paralleler  .hmipn  schneiden.  Bezeichnen 
wir  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  dieser  beiden  Linien 
mit  9,r;  so  finden  wir: 

Da  diese ^^oojrdinaiteii-Werthe  sowohl  vpn.  dep  Coefficienten  Wi 
und  T^^  der  Linie  l)^  aLs -auch  von  jfi«  .f^^  ftt^  f^i^^^bhängig  sind» 
80  können,  wir  daraus  senliei«sen>  oass  sich  die  I^rojektionen  aller 
parallelen  Linien  In  einem  Punkte  schneiden.  Man  nennt  diesen 
Punkt  Fluchtpunkt  oder  Zusammeplaufungspnnkt. 

3.  Wir  erhalten  leicht  für  die  Gleichungen  einer  Linie,  welche 
durch  das  Auge  ifjV)  und  durch  den  iPluchtpunkt  (^,r)  geht^  fol- 
gende: .        :,  ;  .  .     .'..r  ,         .  .   ;.-.'    ■' 

Diese  Gleichungen,  weiche ^zu^^^icIjid^rDurchsebnittsIinie  der 
Ebenen  4^  und  6)  in  No.  1.  angehören,  stellen  eine  Linie  vor,  die 
mit  den  Linien  2)  und  ^)  in  No.  1.  uaraliel  sind. 

Wir  sehen  femer 'aus  den  Gleicnungeii>  9)  der  No.  2.,  dass, 
^enn  wir  den  *)  Fuss'*-'  und  den  Fluchtpunkt  einer  Linie  kennen. 


*)  D.  h.  den  Punkt,,  in  welchem  die  Lipie  die  Tafel  trifft. 

8  • 
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wir  auch  die  Gleichung  |hrer  Perspektive  finden  kennen.  Sind 
daher 

die  gegebenen  Gleichungen  einer  Geraden  im  Räume,  so  finden  wir 
nach  diesen  Bemerkungen  leicht  fdr  die  Gleichung  ihrer  Perepek- 
tive  folgende: 

» - — «,»+«4-t  -^+   „,„+^_r*' ^ 

und  wenn  die. Linie  2)  durch  einen  gesehenen  Punkt  (4« A^c)  geht, 
so  geht  diese  Gleichung  in  folgende  übet: 

Wir  können  auch  umgekehrt  zeigen,  dass,  wenn' die  Koordina- 
ten (6x,Ci)  des  Fluchtpunkts  und  die . Coordinaten  (6^,0^  des 
Fusspunkts  einer  Geraden  gegeben  sind,  wir  nicht  nur  die  Glei- 
chung der  Perspektive  der  Geraden ,  sondern,  auch  die  Gleichun- 
gen dieser  letztern  selbst  bestimmen  kunnen.  Denn  die  Gleichung 
der  durch  (^,Ci),  (^»c^  gehenden  Perspektive  ist: 


I  •» 


Sind  nun 


^='•»+^3*   { 6) 


die  zu  bestimmenden  Gleichungen  der  Geraden,  deren  Perspek- 
tive durch  die  Gleichung  5)  dargestellt  ist,  so  haben  wir  in  Be- 
Kiebun^  auf  den  Fusspunkt  der  Linie  6)  die  Gleichungen 

ftÄ  =  f*4+W4C2. 

Und  in  Beziehung  auf  den  Fluchtpunkt  nach  No.  2.  Gleichung  9): 

b  =— ^    c  =1^5^ 

Aus  diesen  vier  Gleichungen  finden  wir: 

t  -61 
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also  werden  -die  Gieifchnngdo  4)  zu: 

V—Ol     v  —  Ci  l  ........  7) 

welche  der  zu  bestimmenden  Linie  angehSren. 

4.  Nehmen  wir  endlich  das  Auge  wieder  ausserhalb  der 
Ebene  der  xz,  und  versetzen  überdies  die  Tafet  parallel  mit  sich 
selbst  in  die  Entfernung  A  von  ihrer  tirsprfinrilchen  Lage,  nach 
der  positiven  Seite  der  a: ,  jedoch  so ,  dass  A  <  A  und  A  <  <  ist, 
so  finden  wir  durch  eine  leichte  Veränderung  zwischen  den  Coor- 
dinaten  X,  F,  Z  eines  zwischen  der  Tafel  und  der  Ebene  der  vz 
liegenden  Punktes  A  und  den  Coordinaten  y' ,  il  seiner  Perspek- 
tive Af  folgende  Beziehungsgleichungen: 

'      j _yif^h)\n{h^X)    ^     r(A-^)  +  Z(t-A).  { 


Fflr  die  Coordinaten  q,  r  des  Fluchtpunkts  einer  Geraden,  deren 
Gleiehongen 

*=f*i  +  n*>  y=f*«+«'«2 3) 

sind,  ergeben  sich  die  Werthe: 

yg(*-0  +  «<4    ^_h  +  vvi-i 

Endlich  filr  die  Persp^tive  der  Linie  3)  erhalten  wir  die  IGlei* 
cbqng: 

(«— p»a)(/ii-^A>-^fH(g-f<— A)     Wi— fva-f^va-ftan  , 

*  _  _      • 

5.  Ans  der  Gleichung  3)  der  No.  1.  haben  wir  gesehen, 
dass  die  durch,  diese  ai^ssedrilchte  Linie  mit  den  Geraden,  welche 
durch  die  (xleichungen  2)  oder  5)  der  No.  2.  dargestellt  sind, 
parallel  ist  Daraus  geht  aber  hervor:  dass  der  Fluchtpunkt  der 
durch  diese  Gleichungen  dargestellten  Linien  gefunden  wird ,  wenn 
maii  durch  das  Auge  O  eine  Parallele  mit  einer  jener  Linien 
sieht  und  ihren  Durchschnitt  mit  der  Ta/el  Sucht. 

Da  das  gleiche  Resultat  von  iedem  System  paralleler  Linien, 
das  sich  in  der  Ebene  3)  der  No.  2.  befindet  >  ebenso  gefun- 
den wird^  so  folgt  wieder  daraus: 


Dass  sämmtliche  Fluchtpunkte  aller  in  der  durdi  die  Glei- 
chung 3)  der  No.  2.  dargestellten  Ebene  befindlichen  Systeme 
paraHeler  Linien  eine  stetige  gerade  Linie   bilden ,  welche  man 


"    II« 

erhSlt,  wenn  man  durch  das  Asge  tiit-^deni  E/iiiien  fler  erfvibnien 
Systeme  parallele  Linien  zieht,  ihre  Darcbschnitte  mit  der  Tafel 
sucht,  und  diese  mit  einander  verbindet.^'  ^.  h.  die  so  eben  con- 
struirte  Linie  is{^  nichts  anderes,  afe  die  Dürchschnittslinie  der 
Tafel  mit  einer^urch  das  AugQ  gelegten  Ebene,  die  parallel  mit 
der  in  No.  2.  uleicbung  3)  dargestejlten  Ebene  ist.  Man  nennt 
diese  Linie  Verschwindungs-  oder  Fluchtlinie  der  Ebene. 

Eine  Ebene  ist  daher  bestimmt, ,  »^eon  ihr  Qu^ch^bnitt  mit 
der  Tafel  (Riss)  und  ihre  Fluchtlinie  gegeben  ist. 

.  .^achidieseif  Folgerungen. wird  es  leicht  ^sciiq»  die  GieU^ung 
4ef  Fluchtlinie  0imt  Eibiene  : , .  .     . 

,,!.',;■,;    A^  +  ßy  +  Ct  +  P^a 

tä  erhalten I.  diese  ist  nämlich,  wie  wir  leicht  finden:    ' 

3r=— g -.:^.  • 1) 

I 

6.  Als  eine  Anwendung  der  in  den  l^orKefrgehenden  Nummern 
entwickelten  S&tse  wollen  wir  nun  noch  folgende  Aufgabe  losen: 

Es  sind  die  Coordinaten  /*,  g  der  Perspektive  eines  in  einer 
Ebene  gelegenen  Punktes,  nebst  den  GIcicnungen  der  Fluchtlinie 
und  des  Risses  der  letztern  gegeben ;  ma»  soll  die  GlekhuDg  der 
Perspektive  des  Perpendikels  auf  jene  Ebene  suchen,  das  Üuicb 
den  Punkt,  dessen  Per8pe,ktive  gegeben  ist,   geht 

Sind  q,r  die  jetzt  noch  unbekannten  Coordinater  des  Flucht- 
punktes Pp  des  gesuchten,  durch  ddU:  gegeb6n0n  Punkt  gehenden 
Perpendikels  auf  die  gegebene  Ebene,  so  wissen  wir  nach  dem 
bereits  Gefundenen,  dass  dieser  ^ki({htounkt  Jkein  anderer  ist,  als 
der  Durchgang  einer,  peradeu*  mit  dcr^^Tafel,  welche  Gerade  jenem 
Perpendikel  parallel  ist  und  die  durch  das  Auge  geht.  Denken 
wir  ans  daher  (Tafl  IjI;.'Fip|,,l.)  es,  sei  /^  ff]}  die  ^gt^befiq  Flucht- 
linie der  Ebene,  worauf  ein  Perpendikel  errichtet  werden  solt^  so 
wird  eine  durch  das  Au^e  gelegte  und  mit  dieser  Ebene  parallele 
Ebene  yiacfa  dem  obeil  Er,kiarten  dorph  FpGp  g^hen;  os  wird  da- 
her eine  im  Auge  auf  letzter^  errichtete  Senkrechte  die  Taflei  im 
verlangten  Fluchtpunkte  Pp  treflfen.  Sind  nun  OV  und  OZ  iie 
Achsen  der  y  uad  der  % ,  so  liefen  diese  nach  unserer  in  Np.  1. 
und  No.  2.  gemachten  Annahme  in  der  Tafel,  und  es  wird  demnach 
die  Fechtwinklidite.  Projektion  Ap  des  Auges  auf  die  TaCtI  in  die 
Achse  OZ  falleh.  :•  Fälle^i  wir  ferner  aus  Ap  eine  S^krechte  ApFp 
auf  die  gegebeme  Fluchäioii&  ^f^h»  ^^^  können,  wjar-.  dii^fi,  $enib- 
rechte  als  den  Bisa  einer  Ebene  netrachten,.  die  cUirph  d;^i,Auge 
geht  und  senkrecht  auf  der.  durch  das  Auge  A  und  dunph  FjiM^ 
gehenden  Ebene  ist,  in  der  also  die  vorerwähnte,  durch  das  Auge 
A  gehende  setikt-echte  Linie  enthalten  ist.  Errichten  wli-  endlich 
in  An  auf  ApFp  eine  Senkrechte  AAp  glef]ch  dem  Abstand^  t  der 
Tafel  vom  Auge,  und  in  A  auf  AFp  eiii  Perpendikel  APp,  so 
wird  sein  Durcnschliitt  Pp  mit  ApFf^  der'giestt^hte  Fluch tpuisäct  der 
auf  die  ^gegebene  Ebene  zn  errichtenden  Senkrechten  sein.  Um 
das  se  eben  oonstniktiv  angegebene  Verfahren  analytisch  ausaW" 


lÜfl 

fähren,    nehmen  wir  an»  es  sei  OAp^^o,    A4p=t,   SO^—mi, 
AE  senkrecht  auf  OF,   SL  parallel  OZ,   ApJ  und  GpL  parallel 

z':y'  —  m|  =  tg^:l,-'   t     •   n  -        :"n  "."i'i.ni 
also 

die  GleMnyng  der  FtnchtKme  FpGf,   wörmnii  ikiid  ^.bekannte 
Coastatilttn  unA  y^  ^  i*  die  farafend^i  Ceordfna(ea  fsind/ 


i  t  - 


I  '«■••«:'if  »     ?. 


Femer  sei 

y'=,ilfi +.«it'    ^. 2) 

•      •  • 

die  Gleichung  des  Risses  der  gegebenen  Ebene  ^  nnd 

die  deijchung  der  Senkrechten  ApFp  auf  Fgi^i»,  welche  durch  den 
iLU^Dpuokt  iiflp;  dessen  Ooordinaten  ^1'=:%,  z/=t)*  sind^-gieht, 
so  hahen  wir  lur  BestiipmQiig  vt)#i  m^  u«d  9^  die  GMohmgen': 

oder,  da  1^=3  90^  +  9,  so  ist        ■•  •  __^,^ 


.  .-^^ 


folglich  ist  die  Gleichung  ^on'Apt'pt 


•  »*■ 


y'-±z^iv^A*j: '  /' .  '.  '.  .')  l  ."»sK^ 


Nehmen  wir  ferner    '  ^.\:  .  '  ^ 


als  iSte  CiMehang  4er  ..aiif  >fyi^-  «tfffeii<et«n  S«iaki««M^i  ApA»»': 
so   haben    wir:     AfJ:AJ=^\'.tgfp,    aUo    AJ  =  ApJ.kgip    oder 

AJ=^',  fenwr  Ist  A,^«=^,Jr«+4J»  oder  . 

iflMiiil'- -sind: 


die  Coordinatenwerthe  des  Punktes  A,  Es  muss  daher  die  Gleichung 
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,'•  •• 


Statt   finden.     Weil  aber  AA^  parallel  F^Gf  ist,  so  Six^ik^^n^y 
mithiD  fiis  =  — ii|0,  folglidi 

y=-.|ii(t»— z') 4) 

die  Gleichung  ^on  AA^.       >     :   i 

Sind  ,V  iknd  V  die  Coord.ioaten  des*  Dufdhaekiittspiiiifcts  der 
Linien  JpJPp  und  F>£?,,  sa  finden  wir  fär  dieselteo  mittelst  der 
Gleichungen  1)  und  3) 

mithin  finden  wir  ebenfalls  fdr  die  Linie  AF-^^   welche  dnreh  den 
Punkt  Fp  oder  (y^' ^  z^)  und  den  Punkt  A  geht,   die  Gleichung: 

p(i»i+W|i?)+,^i<Vl^-nt*     mi  +  Wa t?  —  «if V  l -h n^ ^  ' 

Auf  ähnliche  Art  wie  die  Gleif^hung  2)  finden  wir  fär  APy^  welche 
durch  A  geht  und  auf  AF^  ^enlaecht  steht,  die  Gleichung : 

WiP(mtfW|t?)+<^(l+iya^  +  foVJH-ni« 

'     > ö) 


'        •  -.»1.»        .#,    . 


Bezeichnen  wir  endlich  die  Coordinaten  des  DurchschnittspunktB 
Pp  von  ^pFp  und  AP^  mitj^'  uiid  2^',  so  finden  wir  leicht: 

Da  aber  die  gesuchte  Perspektive  der  Senkrechten  auf  die 
gegebene  Ebene  mäi  dürchden- Punkt  {f$g)  geben  nm^s,  40  int 
deren  Gleichung:  >        '  '        < 

m. 
,  « 

7.  Nehmen  wir  jetiit  an,  in  der  Ebene  der  3py  befinden  sich 
swei  einander  entsprechende  Punkte  A  und  A  zweier  collinearer 
Systeme,  deren  Perspektive  wir,  wie  bisher,  mit  A^  und  v^u. be- 
zeichnen. Die  Coordinaten  der  erstem  seien  Xy  Y\  Py  Q\  und 
jene  ihrer  Perspektiven  y'  %  i' y  9%>';  so  erbalten  wir  die  Be- 
ziehungsgleichungeil  zwischen  den  .Cobitiinaten  Xy  F;  y,  a/; 
wenn  wir  in  den  Gleichungen  1),  2)  der  No.  1.  Z=:0  setzen. 
Diese  sind  tdso: 


ni 


,. ,      .  I 


Auf  glpiche  Welse  finden  die  Gleiehimgen :  .. 


♦  v,     '•■      — 


t  * 

I 

f 


«Ja^*-_.  Denken  wir  ans  nun  die  Tafel  sammt  dem  Augenpunkt  um 
A  L  *'*y«n8<*?»ttß\inie.  mit  der  Ebene  der  Flguten  (d*  h.  um  die 
Acbfite  der  «)  in;  4lie  Ebene  der  s^  gedrebt ,  ^nd  setsen  d»r  Glelcb- 
förmiep^eit  der  Befeieichttane}  wegen  a^m^p'  statt  if  ond  t^ ;  so 
eeben  die  Gleichungen  \),2),  3)  und  4),  wen«  wir  die  erste  uird 
dritte  mit  v,  die  zweite  und  vierte  mit  t  im  Zähler  und  Nenner 
theilen,  p  folgende  über< 


:.  :  .    •    "   .        .r 


+  1  -—+1 

^'=y— .y=  V       ; 6) 


P'^p~:q'=-p^—-  .....  .  «) 

Es  ist  aberi  bekannt,  dass,  wetin  X' \  Y*\  P*,  Q'  die  Coor- 
difiaten  zweier  ^  eotsprecfalJiid^r  Punkte  V6n  zwlH  zusammengehen- 
geo  collinearen  Systemen  sind  9  alsdann  die  coliineare  Verwandt- 
schaft durch  ß»%^nde;6le}iöhungen  aiisgedrüekt  .iHrird: 


<  >  ■     .  •  >  > 


*'  1 


aus  weleheift.  auch -die  beiden  Gleichungen: 


Itt 


hervorgehen«  in  weichet/ der  Kfirz^vtgehj 

Till n^*-^  1112^1        -    miti^  —  ^±''H  tniff^ — m^ni  » 

wi2«s — wisWa  WaWi '— »11%  V 

«  *•      iiii»2-^niaiti  .-^   *.    m|ft2— 'iiuii   - 

gese^t  wurde. .  •  .     •     •    

'  .  »  jßßmftrkto  wii^jdiiBSi  eiDige<der.Grcte«en"fiij^  lii^yj.';  -aveU  Notl 
fi^io  kiinaen,  und !  rerdtÜBfato  di«.  filetelraiigen«SViidd.  7)  iiiH<dea 
Gleichimigen  i)>;  diciljikkhungieä  6)  und*^  •mit'(aeii;IGI«lelim^eii 
]0); 'AQ.  erktanieii  wir^-dass:  *•>    '    .  ^   .M  m\>>;'m{  I'm'.)    m!   m-.i->. 

j .-../'  •    -      '      .  \        .'.  : '  !'.!ti  •)  - •  y  •»:'.    •  :;ni  - ;:  -.f 

OTi  — -,  «1=0,  *i  =  0;   m2=--,  «2=1,  *2==0; 

«I3W-.-,  «,=-iO;       ; 

fh  =  ^-f  n=0,  ^1=0;   f»i=-j»  V2=l,   Ai=0; 

:  «  :  » 

Die  gleichen  Werthe  Tön  (14,  Vi  etc:  würden  wir  auch  erhal- 
ten haben,  wenn  wir  die  Werthe  von  mi,  «i,  etc.  in  den  61^- 
chungen  11)  substitairt  hätten.  Aus  d^  Vergleichung  der  Gleichun- 
gen 5),  7),  6),  8)  mit  den^n  Iq  9)  und  10)  gefit  hervor: 

Dass  ein  System]  von  Punkten^  il/^il',  A",  etc.  mit  seinen 
Perspektiven  Ap,  Ap' ,  Ap",  etc.  in  der  Verwandtschaft  der  CoUi- 
neation  steht. 

8.    Lassen  wir  endlich  in  den  Gleichungen  9)  und  10)  der  vori- 

gen  Nummer  die  Accente  von  P^^Q',  Ä"',   ¥'  weg,   und  schrei- 
en,  um  Verwechslungen  zu  vermeidep,  -m'  statt  mi,  n'  statt  ft^ 
etc.,  so  drücken  offenmir  die  Gleichungen. 


f   '    .        ,•...•..•  .  j     .:     .  tili.-     tfHW't  i'».!.*..  j  ','.    v   rf-   . 

die  cotlinea^eVerHaVidtschs^ft'  der!  «yst^m^  P,.  Q  und  X,  Y 
aus.  In  den  letztern  haben  natürlich  ft',  t/  etc.  ähnliche  Werthe 
wie  fi|,  Vy  etc.  In  ISo.  7^  Gleichung  11)«     SiibstitnreB  Wir  in-  1) 


ISS 

3)^fftatt  P.^Qf   J[  «imd^ F  die  W#i«he  aus  d^  Glflicbaiigeii 
5)  und  7)  der  vorigen  Nummer,  so  finden  ^ir:      .!..'* 

7T1      ^^$'^t^y^  #'+/ 


___, — »    a?^  +— jrp^— Sr+l^ 

Au&  der  Fdnn  dieser  Gleichungen  ist  leicht  ei^Schtlich»  dassauf;h 
diei  Punkte  (rf  r^\V  ^\oMl\x'  ^  ^)  entsprechende*  Punkte  zWHer  col- 
line^eV  S^st^me  sind. 


imve^^dett 

der  No.  7.  nur  F+u  statt  Y,.y'-{^u  statt  y,  Q+«  statt  Q^-^^^^ä 

9tatt^  2|K:0^tee»»:;^<rd«lf€h.>rir;/ .     \:  .;,     r:   .    i   i       i     .. 


4i    •'•  ■'  T"^  --  -  '  itl    •*"•*  ■ *  •  •>  4       '  V  r   •       ^     -     Vi 


1  ♦/    (    ^ 


•       !        '  t 


j  * 

mH*        '       •  I  t  •       ■ 


t?  .  f 


ii\  '.  »    •        •••I        ,       ,     S  *:  '.  ••  .^.  ..     "^    .   \ 


•  li ' ,  :  u    /       .         :    *     • ; 


4) 


«MtM.  Bemerken  wir,  dasg,  wenn  aligpineifl  P'\  Q'.',>X  i  YJ. 
£k  CbotdinMen.  zWcierrataprecbendea  Pbnkto  .sin;d,  die  «weicolr 
linearen  und  coiiinear  liegenden  Systemen  angeliOren,  Jfolgende 
Qiei«ÄDn^fprn)eB   diese   Art  der   ^eometrisclien.  Verwandtschaft 

;  ■■■■■  ■  •■•;;•  '    M^X      ■"■     „.  MjY ■     ■■'  •,;■ 
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vrorin   Mi,   Jf«,  N^   oiibeslfainiite    CbiurtaAten  «ind,   viid' diws 
ans  diesen  ^aucb  •   .  •:  ' 


.».  • 


folgt. 

Setzen  wir  in  den  Gleichungep  5)  die  Wertbe  voo  P,  Qy  K 
and  Y  ans  1}  und  3)>  so  erhalten  wir: 

« 

10.  Betrachten  wir  die  Resultate,  die  wir  in  den  Nv^^ner■ 
7.,  8.  und  9.  gefunden  haben  ^  so  erbalten  wir  fol^nde.  Ergeb- 
nisse: 

a)  Es  folgt  aus  den  Gleichungen  6),  6)/ 7)  und  8)  der  No/7.^ 
dass  die  Punkte  (X,  Y)  und  {x',^),  so  wie  (P^Q)  und  {p'.q') 
Punkte  zweier  coUinearen  Systeme  sind. 

b)  Es  folgt  aus  den  Gleichungen  3)  det;  No.  8.»  dass  auch 
die  Perspektiven  (x',  y'),  (pS  ^0  ^?^  Vnfikie  (X,  F),  (P,  Q)  zu 
einander  in  Verwandtschaft  der  Collineatioii  stehen. 

c)  Aus  den  Gleichungen  1),  2),  3)  und  4)  der  No.  9.  geht 
hervor,  dass  die  Punkte  (X,  Y),  {x'yv'),  wie  auch  die  Punkte 
{Py  Q) «  ip'  9  ^0  zwei  coUinearen  und  coTlinear  liegenden  Systemen 
angehören,  wenn  die  Systeme  P,  Q  und  X,  Y  collinear  und 
collinear  liegend  sind.  Dasselbe  eilt  auch  wegen  der  Gleichungen 
7)  derselben  Nummer  fClr  die  Punkte  (p',  ^),  (x\y'). 

d)  Denken  wir  uns  die  Ebene  der  gegebenen  Punkteosysteme 
sammt  diesen  um  die  Basis  in  die  Tafel  umgelegt,  so  wird  dadurch 
die  Collineationsverwandtscbaft  der  bezüglichen  Systeme  nicht  ge- 
stört.   Weil  sich  die  entsprechenden  Linien  der  Systeme   P,   Q\ 

ß' ,  q'  auf  ihrer  Collineations  -  Achse  schneiden,  der  Riss  (die 
furcnschnittsiinie  der  gegebenen  Ebene,  worin  das  Punktensystem 
P,  Q  liegt,  mit  der  Tafel)  aber  diejenige  fcinie  ist,  welche  vor 
der  Umdrehung  jener  Ebenso  in  die  Tafel  den  Ebenen  beider 
Systeme  gememschaftlich  war ,  so  müssen  sich  auf  derselben  alle 
entfiprechenden  Linien  schneiden,  woraus  hervorgeht,  dass  der 
Riss  der  gegebenen  Ebene  zugleich  die  Collineationsachse  der 
Systeme  JP,  Q;  p',  g*  ist«  Aus  den  .gleichen.  Grilnden  Mgt» 
dass  derselbe  Riss  auch  die  CoHineatioiisaclise  der  Systeiiie  Jf,  I^ 
x"  fif'  ist 

e)  Da  sich  bei  zwei  coUinearen  Systemen  überhaupt  diefeni- 

§en  Linien  des  einen  Systems,  welche  parallelen  Linien  des  an- 
ern  entsprechen ,  auf  der  Gegenachse  des  erstem  schneiden ,  so 
werden  wir  leicht  einsehen,  dass  die  Fluchtlinie  (diejenige  Linie, 
auf  welcher  die  Zusammenlaufnngs-  oder« Fluchtpunkte  aller  Systeme 


IIS 

▼o«  Paiiftel«»»  die  skih  lo  eiMr  fiboM  befadea»  ihsumi).  der 
Ebene,  In  welcher  die  collinearen  Figuren  liegen»  nichts  anderes 
ist,  als  die.  gemeiosame  Gegenachee  der  Systeme  Ä,  Y;  x\  y' 
und  P,  0;  p\  q'. 


die    Systeme  P,   Q  und  X^    Y  collinear  und  colli- 
so  gilt  das^eH^e  von  der  CoUin< 
achse  der  entsprechenden]  Systeme  wie  in  e). 


/)  Sind  die    Sy« 
near  liegend,   so  gilt  das^eH^e  von  der  Collineations -  und  Gegen- 
le  der  entsnrechei 


g)  Au^  der  Beziehung,  die  der  Augenpunkt  zu  einem  Punkte 
im  Uaume  und  zu  dessen  Perspektive  hat,  so  wie  auch  aus  dem 
bekannten  Satze  über  collinear  liegende.  Systeme :  „  dass  die  Linien, 
welche  zwei  entsprechende  Ecken  zweier  collinear  liegenden  Figu- 
ren verbinden,  sich  im  Collineationspunkte  schneideo'S  folgt,  dass» 
wenn  die  Ebene  der  collinear  liegenden  Figuren  um  ihren  Riss  in 
die  Tafel  gedreht  ist,  der  Augenpunkt  zum  Collineaäonspunkt  der 
beiden  Systeme  X,  F;  o:*,  y';  sowie  der  Systeme  P',  Q\ 
p',  ff  wird. 

A)  Endlich  werden  aueb .  die  Collineationspunkte  der  Systeme 
Xj  F;  PfQ  und  Jf,  F;  ^',  yi  \  oder  der  Augenpunkt  und  jener 
der  Systeme  x' ^  y'-^^  p' ,  g'  auf  einer  einzigen  Geraaen  liegen,  etc. 

lt.    Wir  haben  in  No.  4.  Gleichung  5)  gefunden,  dass 

die  Gleichung  der  Perspektive  einer  Gie'raden  ist,  deren  Gleiehun- 
««nJ  •    >  '      -    . 

snid.    Wir  können  der  Gleichung  1)  auch  die  Form : 

#  *   •  • 

.  ■   i  .       * 

geben.    Setzen  wir  in  diesen  Gleichungen  <=0j  d*h.  nehmen  wir 
statt  des  Auges  den  Augenpunkt,  so  erhalten  wir 

y'(vie+fii)  +  «'  (-nw-l-fiaVi— ^v^+t?(^iVa— f*an)  -^«=0.  ...3; 

Betrachten  wir  in  der  Gt^chnne  3)- die  Grossen  u  und  eals  con- 
staut,  d.  h.  denken  wir  uns  den  Auffenpunkt  fest,  so  erkennen 
wir  sogleich,  dass  die  Gleichung  3).. die  Polare  des  Augenpunkts 
ansdrfi<;kt  Es  ist  daher  die  Perspektive  einer  Geraden  die  Po- 
lare des  festen  Augenpunktes.  Betrachten  wir  aber  in^  der  Glei- 
chung 4)  die  Grössen  y,  z'  .als  constant,  so  drfickt  diese  Glei- 
chung die  Polare  des  Punktes  (y' ,%')  aus,  oder  auch: 

Denken  wir  uns  die  Perspektive  ireend  eines  Punktes  im 
Raane  als  fesW  wnd  den  Augenpunkt  auf  der  durch  die  Gleichung 
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4);ad(9gQilritckteii  Gerbdw  b^wvgKeh,  so  Ut  dlitoe «•nMe<fie  Po^ 
kure*^^^  Perspektiye  jbnefis  Punktes  iiiiRaaiiie.'"< 

'     Mittelst  der  Gleichung  t)  kdtiiieW  wir  auch  die'' Aufgabe  lasen : 
,,E6  sind  die  Gleichungen  einer  Geraden  -  t'  *    V    ■ 

,;'•  •)   •    -1     •    ■  i     ■      .        ' <  /         ■  ',    .   .        .      ' 


•     .•    . 


gegeben,  f|[ld;di^fGleicbuftg<' 


.it    ',..        .     '•     ■        "      I 


: '  i '  ■  j      .  •         .      ". .  .    . 


ihr^f  Persbektlve  zü  finden."  .       •      ü. 

!j.^    I^hmenw,  w^  t?'ya(s.di6  Coordii^ateif  des  ge- 

sucbtep  Augenpunkts,  so  wird  uns  ZHderep'ä^c^timiauiig.vdieJden* 
tificirung  der  Gleichungen  6)  und 'S)  fuhren.   Dadurch  eroalteiiwk: 


r    •'         .IM. 


I    %  M  ^     • — 1 — -    w^^^^^^^pw  •-,    ■  »  ^  mmm-^-^^^i^^m^mmHi^tm^U     .  •  .    .  .  ' 


'■■P/v 


Aus  diesen  fid4^  mr^   ,*.  ;  •,: —  ,  «•':  '  (.» 


t>  —  — — ,    t*= ■• 

....  Vt' '  V\  ,  \         1  I    •    I 

■  tl'  '  •l"t'  1«*  'a*  t*  *  -•'.  «Ji'i  '  l  ' 

lllti'.  >  .••'  »,,'  I'  •l-^lll..»'  '  ■  'Mlll  J»» 

12.  Wenden  wir  die  gefundenen  Beziehungsgleichungen 
zwischen  den  räumlifjiea  ^iind  /ihcei^  t  Oefipektivischen  Coordinaten 
auf  Curven  und  Flächen  zweiten  Graues  an,  und  zwar  sei  zuerst: 

o'(I'-^)*+6»(/"— -X)«— o«Ä«=0 :    1) 


die  Gleichtng  einer  ElU^scf,  deren  Achsen  2a  und  26/  und  deren 
Mittelpunkts -Coordinaten  17  und   —f   sind. 

Bezeichnen  wir  wie  früher  die  Perspektive  des  Punktes  {X,  Y) 
AiM  (V,   ^)y  sd  finden   w!r  lefcht'  nach  Gleichut^  l)'und  ^>^er 

No.  tl  •••'  '    •        •■  •  :.      •       .  '.    ^  '•"       1^. 

^     .  r  — 2'  '  '  1?— z( 


I    •  « » 1  »t    _ 


Substituiren  wir  diese  Werthe  von  F — g  «nd /" — X  in  der  Glei- 
cjbungl).'  «0  «thaltea  wit;  als  GkMumg.  iat  Per8p«ktfve  .d«r  El- 
Wpsfl  X)  folgeiide;    >  ■         .    .        ;.  i.t 


I  ■ 


Diese  Glei^hang  «drückt!  um;  AJlg^meineo^ieiiieo  Keselschnllt  aus, 
de•8iBB'*Spedlalitiit;yoB'de»^GvÖsseR»0W6v/i  el«.  aUi&ngig  istii  '" 
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^  <  ilVÜ  UibiMtehini'itvih  cieMv'ib  ^  JMKttiBlp«iM  derfimpdc* 
tiTiBchen  Cunre  2)  zugleich  auch  die  perspektivische 'Projekücm 
de» JM[it)elpADkto ^r  gjegeb^nen  ,Eilyi{se  l),fst,.  .^nd  WrFj^  die- 
ses Dicht  statt  nndet ,  welches '  der'  geometrische  Ort  ^es  Augf^i 
sein  muss,  damit  der  Mittelpunkt  der  perspektivischen  Cürve  zu« 

fleich  die  perspektivische  Projei^on  j^es  Mittelpunkts  der  Ellipse 
)  feei«  *  -  ■  i-  \      1- 

Bezeichnen  wir  mit  yi' ,   i^'  die  (Koordinaten  des  Mittelpunkts 
deffipetsp^ktiflsoheri' Cikrue  2>;  80  ist  betiDiitiidi:  ^ 


Sind  vm,   und  2«    die  Coördln'aten  det  PerigpektiVe  de^  Mittelpunkts 


— "  r 


1)ies(e  ^ferthe  Von  ^i^'ünd  t/  sliid  \d#ejiba¥  i^rsthiikffeii  von 
jenen  der  Coordinaten  Vi  ,  z^';  daraus  folgt,  dass  im  Allgemei- 
nen der  Mittelpunkt  der  ^erspektinlsclien'  ilurfe''>t)iGhi  >niit  det 
Projektion  des  Mittelpunkts  der  perspektivisch  proiicirten  Curve 
zusammenföllt'  Um  die^^^^rrcr  kd  hestinkinevi,  Hiir  welcher  sich 
das  Auge  bewegt,  damit  der  Mittelpunkt  der  perspektivischen 
Curve  mit  jeneni  'der  projicirten  zusammenfalle/ 'setss^n  tMIr  die 
Coordinatenwerthe  von  y^'  und  y^' ,  so  wie  die  von  z^'  und  i^'»  ein- 
ander gteiefa,  Svodurclr  wir«    ■       ^  ! 

h.v  ..•■I  .  jß]^.iiyi^ f/t   ^■fn.'f  ' 

erbalten.    AuB'diesetl  folgt  aber,  datfs   - 

•  *••■    ■■•I  \'^»_"2ra     '■  *  »    ''•  '■ 

ist;  u  imd  v  fallen  aips  .dei^Cilei^himg:  ttii<^  bl^hei^also  unbestimmt. 
Diese  letzte  Gleichung  spricht  aber  aus,  dass  der  fraglichen  Be- 
dingung Genüge  geleistet  wird,  wenn  sich  das  Auge' In.  eiilfHr 
Ebene   beGndet,    die  mit  der  Tafel  parallel  ist  und  von  ihr  den 

Abstand  t== — U  u  ^    hat  *  Jiedbch   versteht   es  sich  Vöii   selbst» 

dass  a>/V^2  ist,  ■   ' 


■•     '-.h 


13.  Der  in  .d^  V.prh^eh^p4en  -Niimvier  gemachten  Unter- 
suchung schliesst  sich,  der  Natur  der  Sache  gemäss,  noch  fol- 
gende an:  „ We|)i^es,^ist idß^  Qrt  des  Auges^  wenn  die  durch  die 
GleichoDg  2)  der  vorbergetienden  Nummer  ausgedrückte  Perspek- 
tive der  Eklipse  l).J<o^. läliwiedet  .eine fiilipM  gebeo  soU^  4te.ddr 
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KMebMen  EHipae  1)  No.  U.  iholiek  iot,  j«dodi  alt  ikriikkt  dm- 
Reh  liegt  1«  •  ;        . 

Bezeichnen  tvir  mit  a|  und  .6|   diä  Hdbad/si^n   der  Cmve  2) 
Nr.  12.,    so  muss  bekanntlich:  *         .    , 

^_^_Ä  1) 


sein,   wo  ^  einen. geffebeaen  constanten  CoefBcleaten.  bezeiehaet 

Femer  finden  wir  leicht: 

*  . 

^  "l         I (/+  <)« -a«lta»(g-tt)«+fe«y+«)«-p'(6'-t'«) 

2a«6^«<« 

1--]        l(/+<)*-a"lta*(y-M)»  +  6«{/+0"— a*(**-»^ 

!+V(«^S'-t^)HftV+*)»-«^6*-'«•)P-'»«%^'*K/■+0^«^ 


I 


r 


Setzeo  wir,  der  Kurse  w^en,  *    , 

sq  moss  nitoh  1) 


1 1  i<    L 


*-  2a«c»«» 


>     -^ 


.  1  1  r 

sein.    Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erbalten  wir: 

« 

~  6«  t  <* + V  *« — 4«»6«p» j  (/■+<)*—«'}  I 
Ordnen  wir  diese  Gleichong,  so  it^: 

oder  auch: ' 

I  •  •  • 

•  ■  .1  * 

<  .  .  .  •    . 

daraas  folgt  aber  auch,  dass: 

•  <  •  •  • 

Setzen  wir  stalt  «^  seinen  oWgen  Wertb,  so» haben  wir; 


12f 


Setzen  wir  ia  dienen  Gleichungen  g—u=^u',  f^t^fi  so  erhal- 
ten »rir: 


*  *  /  •         '    • 


o»»'*  +  6*r»  +  «V  -  a^* — (o«+  6»)»  V  r«-o«=0. ....  6) 

Durch  Addition  dieser  Gleichungen  erhalten  wir: 

2«V«+26«f»  +  2a*»»— 2««A«=0 
odet 

o«m'«+6«<'«+oV— a»6«=0. 7) 

Durch  SubtractioD  derselben  aber: 

r 

2(o«+6^»W*-«*»=0 
oder 

■    eVr"-aa=0. '  '.    ^ 

Untersuchen  wir  di^  geometrische  Bedeutung  der  Gleichungen 
7)  und  8)  und  zwar  die  einer  jeden  insbesondere  und  die  beider  in 
Verbindung. 

Die  erstere  drfickt  offenbar  ein  ümdrefauhgsellfpsohl  aüs^  des- 
sen Mittdpunktscoordinaten  —  /  und  g  sind;  die  Kotationsachse 
desselben  ist  die  Adhse  der  ^.  i 

Aus  der  Gleichung  8)  folgt: 

•        '     ■  t 

'         t'— a=0,  i?=:0;   odei;  4==^;r*./,  r=:0-      i      .  • 

Aus  beiden  Gleichungen  7)  und  8)  aber  zugleich  folgt: 

<=o  — /*,   ü=0  und  ^sik    .  .  . 

Diese  Weribe  genügen  auch  den  Gleichungen  3)  und  4)  oder  S) 
inid  6).  .        .    ' 

14.  Bestimmet  wir  sohliessiich  noch  die  Perspektive  einer 
Fläche  zweiten  Grades.  Die  Perspektive  eiipi^r  .krumnien  Fläcka 
Oberhaupt  wird  bestimmt  durch  den  Durchschnitt  eines  sie  umhfll- 
lenden  Kegels,  dessen  Scheitel  das  Auge  ist,  mit  der  Tafel. 

Nehmen  wir  an,  f(a:, yi2)=:0  sei  die  Gleichung  einer  geee- 
beucQ'  Fläche 9  uod  setzen  /(^r^y,  z)=  £7=0,  so  haben  wir  ne- 
kanntf ich  zur  Bestimmung  des  Ümhuliungskegels  die  Gleichungen : 

C7=o.,^(.-0+f(y--«)+^(-.)=o 

x^t y-^ti z^^v      xi  —  i yi — uti^v   \  "'^  ^' 

cos a  "^ cos (3  "" cos y  *     cos  c  ""  cos/?        cosy ' 

Theil  XI.  9 


ist 

laiKeseo  CHeichngcii  heuUkmok  o,  ft  /die  wAaderikha»  Win- 
kel, welche  eine  Erzeugnngsrinie  respektive  mit  der  Adwe  der  jr, 
der  «  md  der  z  bildet». und  Xi^  jfi,  Zi  mnä  die  C«oidiiiMe«  cipes 
Panktes  der  Berühnrngsctinre  de»  omliolleDdeo  K^eis  und  der 
g^ebeaen  Hache. 

Elimintren  wir  aus  diesen  Gleichongen  die  Gruasen  co«a,  hoiß, 
^^^7*  ^i»  5i>  ^*  so  gehurt  die  resultirende  Gleichung  dem 
BerShmngskegel  der  gegebenen  Flache  an.  ?fehmen  wir  an, 
F(x,  jf,  :)=0  sei  die  Gleichung,  welche  ans  jener  EJiminatioD  her- 
vorgegangen Ist,  älse  die  Gleichung  des  BerdirungAegels,  so  er- 
halten wir  die  Gleichung  der  Perspektive  der  gegebenen  Fbche« 
wenn  wir  in  der  Gleichung  F{je,  y,  2)  =  0  die  Absdsse  ir  gleich' 
Null  seilen,  wodurch  diese  in:  , 

F(z,5)  =  0 «) 


1  - 


•  I 


fiberg^L  Hierbei  versteht  es  sich  von  selbst,  dass  die  Ebene 
der  yz  als  Tafel  ant^nommen  wird,  und  in  der  Gleicbung  der  ge- 
gebenen Flache  nn^  des  umhulleiiden  Kegels  x  negativ  genommen 
werden  muss,  weil  die  Fläche  hinter  der  Tafel,  d«  h.  auf  der  ne- 
gativen Seite  der  jc  liegt. 

15.  Den  in  der  vorigen  Numvm'  gemachten  Annahmen  zu 
Folge  wird  die  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades,  die  sich 
auf  der  dem  Auge  entgf^engesetaden  Seite  der  Tafel'  bfgfindft»  fol- 


gende sein: 


A»+ JV+ Cr*  -  a^i'^y  -  2ir«+2Cfx 


J  - " 


und  die  Gleichung  des  Kegels,  dessen  Sdieitel  im  Aime  Int,  und 
der  die  FUkhe  I)  baObt,  hat  die  Form: 

JP  =  jr.i^,     .........    2) 

wo,  der  Kurse  w^eto?^ 


»■  ♦ 


Ji= Jp*  +  Ä««  +  OP + SJ'fti  +  2B'#t  +  2Crirr 

N=Az^+By^  +  Cx^-%i'xyr^Uarx2^2Cyz  \ 

gesetzt   wurde. 

^Setzen  wir  in  der  Gleii^nngS)  x^9  und  tnr  i:;  JT,  iV die  aas 
den  Gleichungen  3)  filr  diese  Annahme  entspringenden  Wertbe, 
so  erbalten  wir  für  die  Gleiehnng  der  Per^Epäctive  der  Fläche  1) 
folgende: 
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•,)••••-  :  ,  '  ;...• 


yund'2  geseüt*  'Aus*  det  For^' dieser 'tileichung  s^en  ^^ir:  dass 
die  Perspektive  eioer  Fläche  zw^Diten  Gca^desi  eine  Corve  dessel- 
ben Grades  ist-^  ''^' 

16.  Machen  wir  von  dem  in  den  vorhergehenden  Nammern 
£iitwii;k<ifleii  einige;  si^ciqlle.Ap.if^ndupge^^  und  suchen  di^ilGleit 
chung  de?  Perfipäiive  eines  dreiachsigen  Ellipsoids,  dessen  Mit- 
telpunkts -  Coordinaten  ^  f,  g,  JübMh  snd  de^ffiüen..  Achsen  üa, 
U,  2c  sind.  Die  grosse  Achse  2a  ist  parakliei  mit  der  Achse  der 
:r  angenommen/ '- 

Die  Gleichung  dieses  Ellipsoids  ist: 
oder  auch: 

,  •  ■  <  ■ 

Wirf  erhalten  daher,  wie  in  der  vorigen  Npmmer,  ffir  dii  Gleichung 
der  Perspektive  dieses  Ellipsoids  fugende; 

{Ä*(«-jr)«+6«(/"+<)»-  a*l^U'*—ia*v(u—g)y'z 

-     :  -2w'|aV(«-jy)  +  *¥(/■+  <)-a«6«|  }  2) 

'        !       1  ...  ■  I « 

Wir  wollen  inon  untersuthen ,  ob-  wir  dem  Ange  eine  od^ 
mehrere  Lagen  ^eben  kSnnen,  damit  die  Perspektive  2)  des  Elljp^ 
soids  1)  ein  Kreis  wird*  Wir  werden  ans  der  Betrachtung  dei' 
letzten  Gleichung  leicht  erkennen,  dass  diese  nur  alsdann  einen 
Kreis  ausdrücken  kfiubii,  wenn  folgende  zwei  Bedingongsgleichun- 
.gen  erfüllt  werden:  , 

Reduciren  wir  die  letzte  dieser  Gleichungen  auf  Null  ofid  hentitzeti 
dabei  die  Gleichung  3),  so  erhalten  wir: 

aV+(c«-6«)<H2y(c*-6«)«-(c^^-6«)(a2~/^)=0.  ....  5) 

Aus  dieser  und  der  GletehnVi^  3)  erkennen  wir«  dass  die  Per- 
spektive 2)  des  Ellipsoids  1)  in  einen  Kreis  degenerirt«  wenn  sich 

9» 


,,   ^ 


> 


13J 

das  Auge  aaf  einer  Ellipse  odlnr  Hyperbel  befindet,  deren  Ebeoe 
durch  due  grosse  Acjise  2a  de^  gegebenen  £Hipsoids  gebt  und  die 
dabei  seokrecbt  auf  der  Tafel  steht. 

Eine  Ellipse  ist  die  Ortscurve  5)^  wenn  c>6  und  a>/ist 
Eine  Hyperbel  hingegen  a)  wenn  c<6  und  o<^;  ß)  wenn  i?<6 
und  a>/'  ist    Ist  dje  Curve  5)  eine  Ellipse,  so  sind  deren  Achsen 

a                                       ' 
Ist  die   Curre  hingegen  eine  Hyperbel,   so  ist  im  Fall  «)   die 
reelle  Achse  =2V  ö^— /*,  und  dieimagin&re  ^  ■        ■      ■ ; 

und  im  Fall  ß)  ist  die  reelle  Achse  ^=^^!-^ ^-^ ^.  und 

•^'  a  • 

die  imaginäre  =2 V— (/*«— a«). 

.  Die  6leichun((  des'  ^[reises,  welchen  die  PerspektiTe  des  El- 
lipsoids  1)  darstellt,  erhalten  wir,  wenn  wir  in  der  Gleichung  2) 
ti— ^=0  setzen.    Af(<dann  wird  sie  zu:  ' 

"*■  .*'l(r+«),»-a»!  ^-"• 

Die  Conrdinaten  des  Mittelpunkts  dieses  Kreises  sind  aber: 

Betrachten  wir  q  und  r  als  ?brSnderlich  und  eliminiren  v  und 
<  aus  diesen  Gleichungen,  so  drückt  die  resultirende  Gleichung 
den  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise  aus,  welche  durch  die  Glei- 
chung  6)  dargestellt  sind,  d.  h.  der  Kreise,  welche  die  Perspek- 
tiven des  Ellipsoids  1)  darstellen,  wenn  sich  das  Auge  auf  der 
Ortscurve  5)  bewegt    Weil  aber  aus  3)  und  4) 

so  wird  q=g  und  r  bleibt  unbestimmt.  Daraus  folgt,  dass  der 
Ort  der  Alittelpunkte  aller  perspektivischen  Kreise,  welche  bei 
der  Bewegung  des  Auges  auf  der  Curve  5)  erzeugt  w*erden ,  eine 
Gerade  ist,  deren  Fusspunkt  iib"  Durchscbuitte  der  Achse  26  des 
gegebenen  EUipsoids  1)  mit  der  Basis  liegt  und  diie  auf  letzterer 
seäcecht  steht 
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Beitrag  zur  analytischeil  Oeometrle. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Doctor  H.  Bruan 

lo   Odessa. 


I  »I I  ■  ■«  <    ■  I 


S*  y  I^  ^^^^  Lehrbüchern  der  analytischen  Geoijietrie  ver- 
misse ich  einen  Lehrsatz.,  der  imr^  in  Beziehong  auf  die  Bestim- 
mane  der  .Linien  zweiter  Ordnatig  durch  gegebene  Punkte >  von 
Wicntigke^t  zu  sein  scheint  ~  Nur  ein  besonderer^  Fall  desselben, 
der  Gleichung  dieser  Linien  bezogen  auf  ihre  conjugirten  Durch* 
messer  entsjM'echendy  wird  gewöhnlich  und  auch  dieser  unvoll- 
st&ndig  abgehandelt    ' 

Der  allgemeine  Lehrsatz  ist   folgender: 

Ein  Punkt  (x'i  y')  liegt  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Linie 
zweiter  Ordnung 


y«  +  Wxy+  Ca:*+2J7y  +  2JEj?  +  F=0 


(i) 


J)..  wenn  iie  eine  Ellipse  oder  Parabel  vp]:8tellt9  je  nachdem r 


9'^^2Ba;y  +  Cx'^+2Ds'+2Ea:'+F^0  ist; 


•M 


2)    wei|0*  sie  eine  Hyperbel  vorstellt  und  i 

a)  we^n  derjenige  Durchmesser,  welcher  dem  der  Ordinaten- 
achse  parallelen  Durchmesser  conjagirt  bt,  die  Hyperbel 
schntf^iaet,  je  nacKdem: 


---  \ 


'      y^+2Ä?y  +  Cii?'H2i>y'+2£;a:'  +  F^0  ist; 

6)  wenn  dag^sgQn   dieser   Purchaf^eM^r  «die;  I|yp^rbel|  ^iplit 
schneidet,  je  nachdem: 

S|H8V2Ä^y+ßr^+2Zy+2£a?'+i^ 


Beweis.    Es  sei 


1 


y=tax+b 


\ 
\ 


I .  i< 


(2) 


^ 


U4 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Geraden ,  so  ist  diese  eine  Tangente 
der  Linie  (1),  wenn  folgende  Bedingungsgleichung  Statt  findet: 

(B«— C)  ft« +2  (jE — Äfl)  a6 + (O« — F)  0« 
+2(BJE— CD)6+2(flJ5-ÄF)o  +  JE»— CF=0, 

oder  wenn: 

ab*  +  '2ßab  +fif  ^iiäB.+  2ta+tp  =  0  (3) 

i3^  ji^Hl^,  jp^  df(  Kfin«e  halber  .      .      ^.   ,^      ..:.!.,/ 
ß*-C:=:a,  E—BD=^,  D^T-Fszy,  BE—CB=:8, 

gesetzt  hat.  '  *•    '' 

Woraus  umgekehrt  doreh  leiebte  Umformungen  sich  folgende 
Gleichungen  eigeben: 

■••••.       .    i.    .    .  ■  '  ßf-rr^V  >  •    .    ^rrW.  • 

I 

'  *        1    '  I  •  • 

Geht   nun    die    Gerade    (2)  , durch    den    Punkt  "(:r',   y),    8p   ist 
bzsi  —  ax+y  und  es  Terwatfdelt  ^jch  (3)  hi^     '  ' '• 


I  •  .       .  <     •  1 1 ;  •  ;  .         .1        .  ■  • : .        ■     ,    ^  #  : , 


:  ;    .  #1* 


••I ,,  t f 


Wir  erhalten  somit  reelle  .od^r  in^aginfir^  Werthe  für  a;  durch 
(af,  ^  ^ifad  Van^ten^nk^^fih'odef^  nicht;  »  (ic^;  y)' liegt  Husser- 
halb  oder  innerh^  der  Linie  zweiter  Ordnung;  je  nachdem: 

o4m  entwickelt«  je. «^hdem:!  ..:.-.    .  r  !«:';-i':..|  ■  ..:i-... 

"        :  ~  +2^e^7%'— irf«-.>y^'+«*^yV>^0  ist; 
•ndOch,  wM«a  dter'GleichiMjif*»'^),'  i«r  kacbd«!«!:'' .  •"    '  '    ^ 

:  •  ■■'  (l-)wi  ••}    .  I'ii.i'i.:.!-! 

(ß^^fi^*^^f^-ff^(^^y^^%E^'^,F)'^Q  ist. 


1.    Für  die  Ellipse  und  Parahet  ist  aber  ß^  ^ay  immer  >0; 

rnalb  oder  innerhalb,  je  nachdem: 


)'■       ■  I        !t 


somit  (af,  y)  ausser 

y«  +  21?a?y  +  Cr'*+2/^ +2£a:+F^0  ist. 


ISS 

12.  Flr<dieBmrbri  ist  |9^*^iijf>0,  weno  4ie  Hyp^rbd  die 
Gerade  y  +  Bx+Dcdit  «ehntidet;  nod  dann  iie^  (jt',  y)  ausser^ 
halb  oder  iDoerhalb,  je  nachdem: 

y'«  +  2Äi;y  +  Car'«  + 2i>^'+2£x +F^  0  ist 

SchMiaet  aber  die  Hyperbel  ^le  Gerade  y+Bx+  0:^=^0  nidbt; 
m  Urf  j^-^-oy^Oi  md  'daaiiA  findet  der  umgekehrte  Fall  Statt 


,},;.     «  ,    .  ..       —  " 


'  •  i 


§.  2.  Zureiter  Beweis.  Die  Linie  §.  1.  ^),-  ,fp(a,^)^s^(K 
theilt  die  Ebene  in  zwei  Theile ,  so  dass  fiir  alle  Punkte  des  einen 
Theils  (pix,yX,0,  für  '^tfe-Fmikte  d6s  andern  q>(a:,y)^0  ist» 

Mit  Helfe  dieses  leicht  zu  er^veisenden  Satjses  erhalten  wir 
folgenden  eiDfachen  Beweis. 

Es  sei  y:=<u:.idie:  Gleicliäiig  <Anelr  ddrcfa  den  Anfangspunkt 
gehenden  geraden  Linie /'so  ist  diese  eine  Tangente^  wenn 

ya*  +  2€a -I- »'=  0  ist 

'  Wii"  etftaltlßri  sdmit,  reelle  odei*  imaginäre  Werthe  fur;a,  i  h. 
der  Anfangspunict  li^egt'aus$erha[h  öder  innerhalb  der  Linie  zwei; 
ter  Ordnung,  je  oachaem    '        •       .  :     , 

*  ■    '  .  .  •  •  •  <Wi  •  !  •    J 

ist,  d.  h.  je  nachdem 

*  I  ^  ■  -  •  -  - 

ist«  somit  auch  jeder  aüdere  Pmkt  (x^i  jf^aosserhaib  oder  inner- 
halb ^  je  nachdem 

...  ^  •      t 

J         I  •.  •  ':   .     •  .       !     .  '     -l.     '  .  '      "•      .-1        ■••t 


*  ( 


pi  .    •  •  ':      ,  :  ■'  *  ••  :  ;  :••'      .)(!') 


$.  3«    Bs  ehgelw«»'  sich  mm  >«iel!  die  fo(|^e«den  besonderen 

Fiflle:  ■   ■ .     <   ••:•  :••/:•    f.    .;.     t;  -v 

L    Es  sei  a*^^4-**^*  — fl*A*  =  0  die  Gleichung  ^.ij^er        ' 


bezogen  auf  conjugirte.  Durchmesser,  9der  d^^4z^ab^ai  ^  b*ä:^=^ 
die  Gleichung  cterselben/ bezogen  »aiif  einwi*  Durchmesser  und  die 
Tangente  im  ScheitejI,  so.  liegt  ein  Punkt  (af^  «0  ausserhalb  oder 
Jttn4alb/Je  na^rii .Im  Äd F^^^  /^ \    ./■;:;: 

oV"  +  Ä*«*—  o***  ^0  ist ; 
im  zweiten  Falte  V  •  < 

a V  ±  2«Ä  V + ft  V«  ^  0  ist. 


IM 


(Xf.'ff')  ausserhalb  ocUr  innerhalb»  je  nachdem    .    .      ;   ,.       .  ->^ 


^  « 


ya+2»j:'^0  ist 

3.  Es  sei  aV— **^* +  «***=  0  ^»e  Gleichung  einer  Hyper- 
heU.bezoeen  auf  ihre  conjugirten  JkLVekmBße/NyMdeiit  Mhfl+'iaohp' 
— b^x^^d.  die  Glekhung  dectelben»  beaogen  auf*  einen  Uiurck^eM- 
ser  und  die  Taogente  im  Scheitel  (wo  tn  beiden  Fällen  der  zar 
Abscissenachse  genommene  Durchmesser  die  Curve^  schneidet)»  so 
liegt  ein  Punkt  (x',  y)  ausserhalb  oder  innerhalb»  je  nachdem  im 
ersten  Falle: 


M  •. 


1hl  2^dt6ti  Falle : 

t      I ,'  I;  < 


«ya^fttaj'^+o'ft^^O  Ist, 


aV+2a*»y -^ft»a?^^0  ist 


;i 


mesiser  und  auf  eine  durdd  den  Scheitel  dieses  Durchmessers 
derti  conliieirten  Durchmesser  parallel  laufende  Gerade  (vro  in 
beiden  Fällen  def  zur  Abscissenachse  genommene  Durchmesser 
die  Curve  nicht  schneidet)»  sa  liegt  ein  Punkt  (x",  ^f')  ausserhalb 
oder  innerhalb»  je  nachdem  im  ersten  Falle 

4 

ftSy'a—a»«'«— a*6*^0  tot, 
im  zweiten  Falle 

\ 
i 

Anmetknng.  Alle  diese  besondern  ^älle.  lassen  sich  ein- 
sein» sei bbt  ohne  Anwendung  «der  Tängentengleichung  beweisen» 
und  dann  erhalten  wir  leicht  durch  Verwandlung  der  Coordinaten 
einen  dritten  indirecten  Beweis  des  allgemeinen  Lehrsatzes. 

§.4.  Wenn  in,  .der:  aUgeweioeo  GleichiMig  die  Go#iBcienten 
▼on  y^  und  a;^:=0  sind»  d.  h.  wenn  sie  eine  Hyperbel  vorstolll; 
deren  Asymptoten  den  Coordinatenachsen  parallel  sind»  und  also 
auf  die  Form 


-   i*  +  r%  +  ß^  +  P=  0 


>:;> 


gebracht ' werden  kann»  so  ist  es  nuthigi  die  Untersuchung  von 
neuem  anzustellen.  Es  ergiebt  sich  dann  leicht»  dass  ein  Punkt 
(^'  9  y')  ausserhalb  oder  ii^nerhalt^.  li^,» ,. je  nachdem 


'•  •    t 


(F-JE;/))(a:y+/)y'+i;;a:'+F)^0  i^t 

Ist  also; 

ay  +  F=0 
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die  GieichiBff   einer  Hgrperbel,  bex<»ffeii  a«f  ibte  AsyHptoten»  ao 
liegt  eiD  Puiuct  (jxf ,  ^}  aii6i(erhalb  oder  inDerhalb«  je  uachdem 


Liiegt  die  Hyperbel  im  ersten  und  dritten  der  von  den  Asymptoten 

! gebildeten  äcoieitetvTtnlcel»   jsojst  Feine  negative  GrGase^  somit 
a^,  y)  ausserhalb  oder  innerhalb,  je  nachdem  « 

«y  +  F^O  ist. 

Liegt  die  Hyperbel  Im  ^vs^ltett  nnd  vierten  der  von  den  Asympto- 
ten gebildeten  Scheitelwinkel,  so  ist  F  eioe  positive  Grosse  und 
(^'9  jO  aaeeerhalb  oder  ionerhalb,  je  liachdem   .  . 


ary  +  F^O  ist. 


t.  5.    Anwendung  des  Lehrsatzes  §•  L  auf  eine  be- 
id( 


•    •       r 
.  «  — 


sondere  Aufgabe« 

Aufgabe.  In  einer  Ebene  sind  filnf  Punkte  gegeben,  von 
denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen.  —  Die  An  der  Linie 
zweiter  Ordnung  zu  be$timineix>  welche. durch  die  fünf  Funkle  be- 
schrieben werden  kann. 


■  •  »w 


Wir  kOiHiea  V,ekäiiiiter  Maassen  : 

als  die  Gleichung  aller  Linien  Zweiter  Ordbuhg,  welche  durch 
vier  gegebtene  Punkte  gehen,  betrachten,  wenn  wir  C,  i>>  E,  F 
constant,  B  allein  veiänderlich  annehmen.  .  > 

'Wir  erhalten'scimft  för  diejenige  Linie  zweiter  OrdnuAg,  welche 
noch  durch  den  ftlnflren  Punkt  Cx  ,^  geht,,  zur  Bestinunung  von  1? 
die  Gleichung :  '^      ' 

X>  =:  —  ', JJT7-7 ' ■ • 

Es  ist  also  auohe 


.   '  :.' 


«=1P-  0==— — i^^Ufi — ""• 

Die  xerlangte  Curve  ist  somit  eine  Ellipse  1  Hyperbel  oder't^ajra- 
bd)  je  nachdem  der  2äbler  dieses  Ausdrucks  <  oder  >  oder  =?0'Ut 

rwir  erhaUenl  insbesondere  als  GMchiiDgeh  der  beiden  durch 
ie  vier  ersten  Punkte  gehenden  Parabeln :       * 


its 

% 


Der  Punkt  (x\  y')  liegt 'soiiiif  «inalerlialb  >  innerhalb  oder  aaf  der 
ersten  Parabel,  je  nachdem 


; »:      ,    *    "       ..■  •  (M» 


♦  :  i .         y«i+2VjGary+C»«+3/>y'+2JEflr  +  F<0  tat;       »         ; 

•  ',.       \  .       ;.        .'         t=5   •         •         •      ■ 

ausserhalb»  innerhalb  oder  auf  ^r  zweiten  Parabel,  je  nacbdeni 

£s  liegt  also  endlich- '(ti/^  y')  •!.     •      ^  ♦    •  •        -    •  ( v. 

1)  ausserhalb  beider  Paral^eln  oder  innerhalb  beider ,    wenn: 

und  dann  cir>0; 

2)  {^'yy)  ausserhalb  der  einen»    innerhalb  der  andern  Para- 
bel, wenn  , 

•»  .       .1  •  .  I  .         »  .   .     ■  i.    .  '      •      '     ■  .'.  . 

(y'H  Cr'«+2/>y'+2£a:'+F)«— 4B'^"^C<a    ■■•'■'■' 


>l  h  l  I      .  I     .-  .  .         •   >  ■ 

'^*'  3)    (^,  y)  awf  «>**««'  «l«^  t*afab'eln ,  wenn  . 


»  •  ■ 

urid  dann  a<0; 


■  <  •  •  t 


I    .        I  .  «    V  uud  daD|iiiqr==0. 

^.^l^|t  erh$4ti^n  wir  fol^^nde  Auflusui|g,  >   ^    :. 

'V  . .Unfdr  .den*  fünf  Puakten  lassen,  sidi  imtiter  vier  abewfthieiK 
Ton  denen  jeder  ausserhalb  des  voa  den  drei  andern  gelriideten 
Prpieqks  Ue^Y^~T  Es  sei  dieses  gesehebcB .  und.  map  Ifeftelyreibe 
4ur.cl]^>'qicne  vier  Punkte  zwei  Parabeln«  was  immef  mug^c|f  |fit 
(fiiiehe  den  folgenden  Paragraphen).  ,.  .^ 

Liegt  nun  der  fiinlte  ,  Punkt  in  einer  dieser  Parabeln  selbst, 
so  ist  diese  Parablel  •die  Linfe  ziteHerOrcEnK^ng»  welche  sich  durch 
alle  fflnf  Punkte  beschreiben  lässt  Liegt  der  Punkt  innerhalb 
beider  Parabeln  oder  ausserhalb  beider»  so  ist  die  Linie  zweiter 
Ordnung  eine  Hyperbel.  Ist  er  dagegen  innerhalb  :depeioef>>uiid[ 
ausserhalb  der  andern  beOndlich»  so  hegt  er  mit  den  vier  übrigen 
in  einer -finipbe.  *    -  v  \.  -     !         ^  '   .^ 

^.6.  Das  I.  Capifet*  des  III.  Abschnitts  im  Barycentri- 
schjsn  Calcül  vo^  Moehius.  (ß.estiniraung.  eines  Xeseji- 
^chditrfe  .d\iri(ih  }gfe'geft0«e:>üriltriiyi  eoÄdlt'äW  41eser  Atff- 
eabe  nobh  einen  li^ri^at^: '  Der  Tbll^tändlgkeU  halber  gebe  \6Yk 
iier!aiidi  eitiea.reiD.«Mlvtui€heili.B«ifei0  oddMtlbei,  ob^etÄ  er 
vom  Lehrsatze  §.  1.  unabhäogi^  Mtii    .!      si  '.i:'!       '     » 
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Lehrsatz.  Habeo  ^l»r  P«ii1(ilfr;iii  einer  Ebene  eine  solche 
Lage  gegen  einander ,  dass  jeder  derselben  ausserhalb  des  Drei- 
ecks,  M'elehes  die  drei  andern  bilden,  befindlich  i^|j.^^s(|.Jaasei^ 
sich  darch  sie  sowohl  Ellipsen  als  Hyperbeln  und  zwei  verschie- 
dene Parabeln  beschreibßn. 

Liegt  aber  einer  der  vier  ]Punkte  Innerhalb  des  von  den  drei 
andern  gebildeten  DreiecM.  ^n.  ^9nnen  durch  sie  weder  Ellipsen 
nbi^K  P|ihi^bln;';Mnilern  bioig 'Hvi^^rbern^eföhktVetdeii.    ' ^,      . 

die  allgdmef ne  (Tfeichung  einei^  Linie  zweiter  Ordnung.  Die  Coor- 
dinaten  Ae&  Punktes  O=i=0v'0;^des.Fi^Ktes(>ilff=a,  0;  des  Punk- 
tes N=zO,b.  OM  die  Aze  ^fi*  ^»  und  zwar  der  positive  Theii 
deraelV^H^^^QfiPi  W  ^T^  {ft>9i|i«0.Tbeit>  dcli:Aiih¥a.4er  jr»  »^ 

erhält  man  (wegen  folgehd^f  ^Bedip^iH^gsglelchp^jj^en  F=dO,  £= — ^, 

/>=:— ^)  als  Gleichung  einer,,durch   die    drei  Punkte   O»  My  N 

beschriehektli\-LiMlk; zweiter  Ordnung: 

Soll  n«^  ^ie-l^nteiafw^itei^  Cfrjnung  nUh'dtii^h  iküpMWP(a^,y) 
gehen,  so  erhalten  wi^  f^lgendi^  B^dineungsgleichung : 

wenn  wir. j^iTtCr;;«r;^^eiMt(iE#dUQhM    Ir.  .if»-.|- Li  i:«.//..-  »! 


I .' 


/ 


Daher  reelle  Werthe   für   £,   wenn  M+a^O,   wenn   wir  der 
KOrze  halber 

setzen. 

Liegt  der  Punkt  P  im  Winkel  i\rOP  oder  in  seinem  Scheitel- 
winkel»  so  ist  ^>0;   liegt  er  ausserhalb  dieser  Winkel,    so  ist 

Liegt  der  Punkt  P  links  von  NM  (deren  Gleichang  ay-^-bx 
— 6a=:0  ist)^  so  ist 
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liegt  'er  rechts,   so  ist 

ay  +  bx' — 6<i>0. .  \ 

Bezeicbqen  wir  nun  (wiq  in  Taf..  lU.  Fig.  2.)  die  sieben  Thetle 
der  Ebene  y  in  welche  sie  durch  Oilf,  ON^,  NM  und  ihre  Ver- 
längerungen getbeilt  wird,  durch  I.,  IL,.... VII.,  so  ergiebt  fench. 


1)  wenn  P 


I    « 


in  I.  oder  II.  liegt,    K>0     ) 
«nd  av+bx''^ba<0  ist) 


alsa  M<fi  Ist 


"  '1 


^.weBDPioIIi/odn- IV.  liegt, ^<0     j  aU»  j^<0'i«f 

\  .  '  .  •  ' 

3)  wenn  P  in  V.  oder  VI.  Hegt,  ^  <;0 

aj/+baf-rbu<Oiat} 
4>  wepn  P  in  VII.  liegt,         ^>0  , 

ay  +  6y-Äa>0  ist] 


i.< 


M»]U>Qwi 


alsoj!r>0  ist. 


Liegt  also  P  in  I.,  IL,  IIL,  FV.,  so  erhält  man  nur  reelle 
Werthe  für  B,  wenn  «>0  (>  — Jf  ist),  d.  h.  durch  die  vier 
Punkte  lassen  sich  nur  Hyperbeln  legen. 

Liest  P  in  V.,  VI.,  > VII*,  so  ciebt  es  Werthe  von  a<0, 
=0,  >0,  ßir  die  B  reell  ist,  d.  h*  ourch  die  vier  Punkte  lassen 
sich  sowohl  Ellipsen,  als  Parabeln  und  Hyperbeln  legen.  -    '  *  '  > 

Ist  0=0,  80  erhält  B  zwei  bestimmte  Werthe  ±VJU. 


j  -   \' 


*  I 


4  •      * 


.  i       .        / 


r'  • «.    1 1 


< 
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•'  .'.1  ? 


•         t 


■  \  . 

•  •      I.'   ! 
■  • '  ■     * 


Bescilirelliiinsr  einifrer  zu.  experimeiita- 
len  Darstelinnf^eii  bei  öffentliclifiB  Teiv 
miiT^eii  bestlmniter  Apparate.  Ton  jr. 
G.  Crabay,  Miti^lied  der  AKademle 
der  Wlssenscbaften  etc.  zqi  Britss«^« 

Ueberaetzt  ans  den 
„Bnlletins    de    raca'döoiie    royale    des    sciencea»    de« 
lettres   et  des   beaux   arts   de   Belgique.     Tome  XIV* 

.  l^«  Partie.   Bruxelles.  1847." 

▼on 

Herrn  W.  Kahse, 

CiandUaten  dM  höheren  Srhulant«  aa  GreibwaM. 


• 

leb  glaube  denScbnlen  einen  Dienst  zu  leisten,  wenn  icb  die-* 
jenigen  Apparate  zur  uffentUciien  Kenntnis»  bringe»  wekbe  icb 
lur  das  Kaoinet  der  katbolischen  Universität  habe  anfertigen  las- 
sen und  die  sieb  mir  bpi  wiederholtem  Gebrauche  als  nützUcb  be- 
wiesen haben. 

Der  erste  hat  den  Zwe(;k^.  die  Richtigkeit  der  in  der  Theorie 
des  Hebels  aufgestellten  Hauptpunkte  zu  bestätigen ,  als  da  sind: 
d«B  Bedingungen  des  Üjleichffewichts  für  die  drei  Arten  der  Hebel; 
das  Verbäitniss  zwischen  den  Intensitäten  der  Kräfte  und  der 
Länge  der  Hebelsarme  fSr  jede  Art;,  das  Willkürliche  in  der 
Form  der  Arme,  indem  das  Gleichgewicht  nur  von  deren  in  dei; 
geradlinigen  Entfernung  des  Unterstützungspuoktes  des  Hebels 
Ton  dem  Angriffspunkte  der  Kraft  gemessenen  Länge  abhäng^ 
ist;  endlieh  der  Einüuss  auf  das  statische  Moment  der  KrafC 
welchen,  die  Richtung  derselben  In  Rücksicht  auf  den  Hebelsarm 
ausübt  '   '■ 
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Lftnge  bei  einer  Breite  toh  3  und  einer  Dicke  von  1 
Seine  Unterstützung ,  in  der  Mitte  der  Länge  in  C  angebracht» 
besteht  in  einer  horizontalen  mit  dem  Hebel  yerbundenen  Axe» 
vrelche  sich  an  ihren  Enden  durch  Kegel  von  gehärtetem  Stahle 
verlängert;  die  Spitzen  dieser  Kegel  passen  in  konische  Vertie- 
fungen, welche  an  den  £nden  von  zwei  eine  angemessene  Annähe- 
rung zulassenden  Schrauben  ausgebohrt  sind.  Der  Hebel  bew^ 
sich  neben  einer  oben  auf  der  Säule  E  in  einem  Würfel  gemach- 
ten rechtwinkligen  Höhlung  vorbei ;  in  die  beiden  massiven  Seiten 
dieses  Würfels  siAd  die  Schraubenmuttern  fiir  die  die  Axe  tragen- 
den Schrauben  geschnitten ;  di^'  ^ppe  der  Schrauben  ist  mit  einem 
Knopfe  versehen,  der  sich  atit^d^  Yorderen  Seite  des  Apparates 

Ein«cnnitt.aiit 4er  Kante  iler  heiaeB  Abdacbungep;  SM^dieiieiiau 
AJKkhg»ii^Spii^kig¥er^fe'iSt«l^de^-^R«f:|«^te4iM 

Der  Hebelsarm  ^Ciibt  zusammengekrümmt;    sein  Schnitt  ist 

;Vi?*P^8tätzune?P>fPJ^te  C 
genau  dieselbe,  wie  die 
mir  feirhi ; '  'gdit '  hbri- 
zontal  und  senkreofit  -  durch  >  4)efiiflM£»e|-;  <  HAirfUitt^  in  der  Verlänge- 
rung der  durch  die  obere  Abdachung  des  Armes  Cß  und  durch 
die  Axe  C  hindurchgehenden  geraden  Linie  darin  befestigt  Er 
dient  als  unveränderlicher  (Aikfhä(pi#ungspiitikt  des  Gewichtes  jP» 
welches  m.an  hier  ]|iit  Hülfe  ^ines  ooppelten  Hakens  auf  die  Weise 
«anbringt,  wie  die'Wagescbalen  itoit  den  Wb^ebaiken' häufig  ver- 
bunden sind.  Das  hintere  Ende  des  Stiftes  A  läuft  in  eine  Spitze 
au8,  welche  in  der  Gleichgewichtslage  des  Hebels  sich  einer  an- 
deren oben  an  der  Säule  D  befestigten  Spitze  a  gegenüber  befin- 

dq^  mass,.',-r  .1...,.   ;  :  .  . ,- .    ..  'u'.^  .•  '     .'...:•  .{»; 

•  Der  Schvri6tii»ü^jir des  Hebels  liegt  efti  ivenig  ü^Ut,  ^1»'«e 
Ali ,' •  welchfe  *ihm  '^ür  Untert^tühsung .  diente  {BO.'mi^H  er  .^rdh  sieh 

selbdt'dad'ßedtrfeböh  hat;siöh^bo«zoifitkl*S5ä  sttilfen.      V         '  " 

Der  Afm  CB,  erstreckt,  ^ich  ungefähr  !"•?•  über  den  zehnten 
Th^mihricTi  '  hihäüst, '  di^sisen  Entffirminjs'  ^ctm'  Ubterst!Sb;tihgsponkte 
0-derjenr**n  feenaw  rfeich  ifet,  um  ^iVelchfe  idfe*  Axe  j^-'vcftl  detnsel^ 
beii=  Pntikte  ehtfehll^st:  Dieser  Atta  Wfrd  dth-dh  eiüe  ScbrauM 
verlangt;»  :aär>*elcher  efee  kleine' kupferne  Sch^^lbe  beHvegtictt 
ist;  die  dei^' Zweck  hat^  die^  horizontale  Lage  des  Hebefs'ku  rega«- 
llren  >  *  w^n  ei*  thiV  keinem  G^Tiithtfe  hela^tet  ist.  . ' 

V(a»  Gewicht  jQt  w<elches  die  e^ne  Kraft  yorsteUt,  j|iäv>gtjA9 
dfm^Arm^  ,viP'  mitt^.  eines  .Büg^  F,  4.€ossei^,.uin,erfs  als  ema 

ren  abgedachten  Fläche  emgreift.  Die  Taf.  HI.  Fig.  3..t  stielt 
diesen  Hügel  ynd.den  Heb^l,  an  wejc^en  er  sich  geiviu  anlegt, 
hl  der  «Fii^kllcH^n  «rSss^  und  Iti' fini^  auf  4är. Länge  des  .Hebels 
H^kreehteii 'Eb^hc^  iälri  der  s^tliche  Aussehiiitt  be  hat  Hsin«  fihi- 
tfttiglicbe  firelt^v   um  über  ^te  die  Terfäi^^ng  d<is  Hehtfs^  IM^ 


beo  von  fjq  &^meFi  GmiG|^,;(U9^pi9en^pe^^^ 
der  u^tefje^  f90^«  w^.*^pkre^t  aurfihr)&r:]^ke|j©.  vßt.aiß  SM 
b^esligt,  ajif  jvddieip  d|^  ^;)()^r^iSc^eih^  iqittd^  Llkh^r«.  du« 
ijn  VerUarjliDer  iUf».;durA;h,.j^ef|iindjirqhgqheii,.  au&eff^ibt  ^jl?di 
q^u^erdei:«  «i^a4:«i|»;  vx»^  M^te)Dii#lijt^..iiacb  'dem  Uni^qge  Mp  g^ 
s|>alteQ,  uq»;,lei^t  Eingelegt  uod  wieder  Tveggei^msYi^n  werdpfk  jtf^ 

der.  unfer^n.  Scheibe  W^nd^p^, Gewicht  de$  Bagels  F  und  -dfl« 
AufhäogflTaaens  aus  d^ü..6,rpn49^  Vereinigen,  wc^il; dieser  Big^ 
seine  Lage  auf  dem  HebeTsarin  rerändert;  dagegea  j^.der  499^ 
pelte  Haken»  welcher  Tuim  Aqf hängen  der  AJa^se  P  dient»  und 
eben^tf  Mdie  iSchnur»  Immer 'aM^Kum'  St!f(e  A  de^  Hebels  geriorig. 
und  fb^iibh  als  ein  Theil  de^sr^beh  anzusehen.* ;  Die  Masse  ^!iSt 
zugieieb  besttthmt',  -aÖ  Epii  ^  dem'  Arme  CA  aju*  aie^tn-,  'und 
fcanta*  sm^'  ih«^  Scbtttii; ' i^iksgifhakt  werden;  die  Masse  Q  ist  uti- 
verlliiderBeli'mit  ^er  Ibrigeoi  ▼«rbuiiden. ,  v  ^ 

.  Die.  JLin<iBld^;jfif6r  uiid  /Jl,  \(ou.  Meesijig  oder  ron  Holz/  wei^ 
de«. an  .die. bin tereii« Flächen 'diBT  Würfel,  welche  die  Säulen  .£ und 
D  überragen^  iknittels  cylindirischer  Zapfen  befestigt,  welche  pa< 
rallel  nuA  beziehanesweWe  (mit  .der  Untersttltziingsaze  C  des  Hch 
bete  und.  mit.  der  Axo.  der  kegelförmigen  Spitze  a  concen^riscK 
sind.  Sie  kikinen  «ich  um;  diese  Zapfen  drehen  und  dabei  mit 
laehr  ;eder  weniger  Reibung  mittels  der  ^chraubenmikterD  Zr  und 
M  festgestellt  werdend  v  Die  Mittelpunkte,  der  krcisfprmigen  Lucherj 
durch  welche  die  Zapfen  hindurcngehen»  liegen  in  den  geraden 
Linien  y  ifelche  die  eine  der  Seiten  jedes  Line{^U  bilden«  Jf^  ist 
eine  w'jfvt^elfecbt  auf .  das  ^  grosse  Lineal  aulgef^phobepe.  kl^in« 
Klemme;,  welche^ in  verschiedei^en  Entfernungen  yp?. dessen  Afit* 
telponkte  mittelseiner  nessschraufoe  auf  demselben  befestigt  w€ae* 
den  kann ,  die  ih  eine  das  grosse  Lineal  durchlangende  Rvi^  f^in**. 
greift.  Der  Zweck  dieser  Klemme  ist,  ^ms  Lineal  £fG  senkrecht 
auf  JK  stellen  zu  heffen.  Dieses  '  letztere  dient .'tf^zuj''  die  Kraft 
P  unter  einem  mit  der  Gdratfen*  AC  des  Hebefs  'gegefoeheh  '.Win* 
kel  Idrken  zu  lasisän;  zu.  dem  Ende  stellt  man  das  Lineal  unter 
diesein  ^Winkel  fest  und  ISsst  äl^.  Schnur,  welche  die  Mas^e  P 
trägt,  über  die  Leitutigsroltö^O  j;ehen.  Der  Halber  dieser  Rolle 
iBt  am  Lineate,  mittels 
er  sieh  iii- einbi'  an^;. 
Schnnr  pämHel  gerichtet' 
welche  durch  den  Mittel|iunkt  o  -geht,  mag  nun  die  Kraft  nach 
der  Aussensette  hin  übertragen  sein,  wie  es  die  Figur  zeigt,  odejr 
liaeh  innen  hin  abgelenkt  werden;  dessh^lb  \ßt  der  Halter  auf  der 
Ifinterseite  mit  etnent  Stifte  versehen  v.  wele^r  durch  einen  Ails- 
aehnitt  im  Lineale  hihdurcheehtj  die  Lance  4toses  Ausschnittes 
btgjitimmt  die  äussersten  (lagSn  der-Roll^.  %ei(ie  Lineal^ -.ff (?  und 
JK'^^md  ton  ffrten*  l1|r^tmg$m?tteipunkt^.  aiis  in\'ebeti  solche 
gWöhe  THeife  g^Hl»rt*'Wifc  S^f  Atm  C»  d^is  H^beW. 


<    «■    5 


Ein.  prlsnallsohei^  MSlab  !F,.  iwpn  M^talLoder*  vaai  Hdlz^-i^geli 
durdk  :den  Würfel  oben   auf;  dte  Säule  S;  wefe^i^lüo  Siuk  ^fi^ 


tu 

ntt-^ersle  da  Gankes  UMst^  «Mraet  EIm  RrbwgthwaHa  T 
dient  dazu,  den  Stab  festzuHtellen.  An  aeia«Br£ii^unkte''kBB4t 
an  einem  Doppelhaken  «iiw  Leitunnrolle  {7;  die  Schnur,  irelclm 
sie  untgiebt,  trSgt  an  der  einen  ^ite  emeh  Bogel'^  fthnlich  dem 
bei  F,  aber  verkehrt;  er  ist  besttnuni,  den  Arm  CB  antznheh*n, 
mnn  dieser  als  Hebel  der  xtveiten  öder  dritten  Art  reiten  soll; 
das  andere  Ende  der  Schnur  trfigt  die  Alasse  W,  Werene  als  Ge- 
gengewicht des  Bflgels  V  dient,  sowie  eine  Schleife  tar  Auf- 
nahme des  Hakens  des  Gewichtes  P,  Dm  vbctikalo  I>ai!e  des 
Bflgels  F  öberbaib  des  T  beilstrich  es ,  wo  man  rbti  zum  Aniliebcn 
des  Armes  CB  'haben  will,  wird  erhaite'n  i  indeni  man  den  ent- 
sprechenden, auf  dem  Stabe  Y  Terieichneten  Theilstrich  mK  der 
Mitte  einer  kleinen  in  dem  WCrfel'  gemacbteA  Oeffnung  X  zosam- 
menfallend  macht. 

Ffigen  wir  ein  Wort  über  die  Art  und  Weise  hinzu,  wie  nao 
von  dieser  Maschina  Gebraucb  nacbti  Das  Gleicfagewicht  des 
Hebels  wird  durch  seine  harizontale  Lage  und  durch  das  Zosam- 
inenfallen  der  Spitze  des  Stiftes  A  mit  der  festen  Spitze  a  ange- 
zeigt, wie  ich  dies  weiter  oben  gesttgt  habe.  D|ie  GIddiheit  der 
Airae,  CA,  CB  einlebt  sich  mittel  der  kleinen  Klemme  iV,  welche 
wenn  sie  bei  dem  zefaniten  Tb eik triebe  des  Stabes  Cü  befes- 
tigt ikt,  allmälig  mit  dem  Stifte  A  und  mit  ^em  «ehnten  Tbeil- 
stTJche  des  Armes  CB  zur  Deckung  gebracht  wird.  Wenn  nno 
dit  Massen  Q  und  P  gleich  sind,  Xind  die  eine  bei  diesem  letzten 
Tbeilstriche,  die  andere  bei  dem  Stifte  A  aufgehängt  ist,  so  hal- 
ten eie  sich  das  Gleichgewicht;  danuK  ergiebt  sieh,  das»  die 
Kfümnmng  des  Armes  CA  ohne  Einfluss  ist  auf  das  statisctteMd- 
meiit  der  in  A  parallel  mit  der  Richtung  der  Kraft  Q  wirkeadeo 
Kraft  P.  - 

Indem  man  ferner  nach  und  nach  diä  Kraft  Q  nach,  den  ver- 
schiedenen Theilatrichen  des  Armed  CB  Versetzt  und  zu  gleicher 
Zeit  den  Werth  der  Masse  P  abändert,  erweist  man,  dass  die 
Intetisitäten  der  KrSfle  P  und  Q  mit  ifiren  rtfspectiven  Heb^- 
armed  im  nmgeltebrten  Verhältnisse  stehen. 

Um   zu.  beweisen,    dass   eine  Kraft,   deren  Itichtung   schief 

Segen  den  Uebel  ist,  zum  Helialsarm  die  Länge  des  Ferpeudi- 
els  halte,    welches    auf  ihre   Richtung  voni  Uoterstützungspiuikte 
des  Hebels  aus  gefällt  wird,  bringt  man  das  Lineal  7/C  in  die  Liage, 
(lass    es  mit   der  Hprizmitallinie   den    gegebenen  Neigungswinkel 
bilde;    soHanii  kreuzt  man  es  mitdei^i   Lineale  HG  unter  einem 
rechten  Winkel.     Dieser  wird,    nachdem    man    die  kleine  Klemme 
iy  auf  ACverseboben  und  hernach  dur4:h  ihre  Pressschraube  fest- 
.der  auf  seiner  ganzen  Länge  stattfindenden  Be- 
Die    Entfernung    des  U nterütutzuogsp unkte s  C 
dem    Kreuzungspnnkte   Z    der    beiden    Lineale, 
lg  durch  >'ie  auf  dem  Lineale  HG  verzeichneten 
Mebeu    wird,     bildet   jetzt,  den    Hebelsarm    der 
.der;  vertikalen  Composante  der  Kraft  P  pro  por- 
in,  welche  diese  Kraß^faefaält,  um  Q  das  Gteich- 
n;    dagegen    ist  die  Sotfemung  des  Kreuzungs- 
pnnktes  Z  vom  Drehungs  mittel  punkte  a  des  Lineales  JK,  die  auf 
diesem   letztcven   abgelesen  wind,   der   horizontrien   Composante 
derKnft  P  preportionirt;  sie  drückt  denjenigen  Tbeil  dieser  Kraft 
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aas,  iir«Mef  fllf  cbl9'Gleickgewicht  von  Q  rerioren  gegangen  ist» 
so  fU»  das  durcli  die.Neigmig  der  Richtung  vonPuntärbrocbene 
Gki<^eWiclit  zwiscbeo  den  gleichen  Massen  P  alid  Q  W>n  Revem 
wiederoergestellt  sein  wird,  wenn  man  die  Kraft  Q,  welche  die- 
selbe lotensitüt  wie  P  beibehält,  am  dem'  A^nie  CJS  so  anbringt, 
dass  ihre  Entternuiig  Tom  Unterstötenngspunkte  C  dem  Perpeodi- 
M' CZ  gleich  ist,  das  nun  den  Hebelsarra  von  .P  misst;  oder 
anefa,  das  Gleicbgewiebt  wird  in  gleicherweise  wiederhergestellt, 
wenn  man  den  Angriffspunkt  der  Kraft  Q  in  der  Entfernung; 
CB^=^  CA^^^IQ  Ifisst,  aber  Aeb  Wertb  des  Gewicbtes  Q  vermin- 
dert, in  der  Art,  dass  dieses  zu  P  in  dem  Verbälrtnisse  CZiCB 
stehe. 

•  •  > 

Wenn  man,  um  den  Eibfluss  der  geneigten  Richjtunfg  der 
Kräfte  zu  beweisen ,  das  Ende  J  des  Lineales  JK  der  Säule  jEJ 
nähert,  statt  es  von  ihr  zu  entfernen,  wie  es  die  Figur  zeigt,  dann 
wird  der  Kreozungspunkt  der  beiden  Lineale  Jk  und  HG  auf 
dem  unteren  Arme  des  ersten  seine  Stelle  habend  der  Nachweis 
für  die  Richtigkeit  der  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  geschieht 
naeh  den  beiden  angezeigten  Methoden.  Doch  es  ist  gut,  darauf 
aufmerksam  zu  machen,  dass  Im  letzten  Falle  die  horizontsde  Lage 
des  Hebel«!  eine  momentane  Gieiehgewichts-Lage  ist«  weil  nun  £tr 
Winkel,  welchen  diö  Richtung  von  P  mit  den)  .Hebel  bildet,  die 
Grösse  dieser  Kraft  iiir  jede  Lage  des  Hebels  auf  beiden  SeUen 
der  Horisontallinie  verringert :  also  wird  dadurch  das  Moment  der 
Kraft  P  vermindert,  das  von  Q  vermehrt.  Dagegen  ist  das  Gleich- 
gewicht stabil,  w*enn  die  Richtung  von  P  nach  aus6e«(  verlegt 
wird,  wie  in  dem  Falle,  den  die  Zeichnung  darsteUt. 

An  der  für  das  Cabinet  der  katholischen  Universität  verfer- 
tigten Maschine  sind  das  Fussgestell  und  die  Säulen  von  Holz, 
der  Hebel  von  Stahl  und  die  drei  Lineale  von  Messing.  Jeder 
der  zehn  Theile  ist  wieder  in  zehn  gleiche  Theile  getheilt.  Diese 
mit  Sorgfalt  und  Genauigkeit  vom  Herrn  Vanhesq-Lamblin, 
Verfertiger 'physikalischer  Instrumente  zu  Gent,  ausgeführte  Ma- 
schine leistet  ihren  Dienst  mit  der  Schärfe  einer  Wage. 


Der  zweite  Apparat  ist  bestimmt,  die  Richtigkieit  der  Bedin; 
gungen  des  Gleichgewichts  beim.  Keile  zu  zeigen.  Er  ist  eine 
Abänderung  des  von  's  Gravesande  angegebenen  Apparates, 
welcher,  obwohl  für  die  Anschauung  sehr  gut,  doch  wegen  der 
Masse  von  Schnüren,  an  denen  er  aufgehängt  wird,  den  grossen 
Nachtheil  hat,  während  der  Versuche  leicht  in  Unordnung  zu  ge-t 
rathen  und  beim  Gebrauche  viele  Umstände  zu  verursachen.  I)a8 
Streben,  diesen  Fehler  zu  entfernen,  führte  mich  darauf,  das 
System  der  Schnüre  durch  feste  Stützen  zu  ersetzen  *). 


*)Aii]nerkaiig  des  Uebeteetzers.  Zur  Erleiclitemng  des  Yer« 
itändnissea  möge^liier  die  auA  'sGravesande's  Physices  Elementa 
MathematicTii  entnomniene  Figiit  (Taf.  V.  Fig.  1.)  ircrglicheii  werden,  zu 
deren  Erklär ang  Folgendes  dient :    ' 
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Der  neue  AfiNtrat  Ist  dunsfa  cKe  Pignr^n  Taf«  IV.  fi||k.'d..2.  3. 
im  (Sruiul-  'und  >Aiifris8  und  von  dvr  Seitey  in  ^  der  vrickiiclien 
Gfosse  dargestellt  Wie  in  «'  Gravesande^s  Mkschine  .wkd 
der  Keil  durch  ewei  rechtwinklige  Platten  mit  paraileleili-Oher- 
.flächen  CA  Äod  CB  geliädet»  weleh^  in  C  dnrch  ein  S^hamier 
verbunden  sind  und  aater  einem  ceeebenen  Winkel  ACS'iokMk 
eines  metallenen.  Bogens  DE  von  einander  'gehalten  werden  kön- 
nen, der  durch  beide  Platten  gegen  deren  obere  Enden  zu  bindarch- 
geht,  wo  Pressseh  rauben  ihn  feststeilen.  Eine  Wagschale,  an 
Schnüren  befestigt  und  in  der  Mitte  des  Scharniers  V  angehakt, 
dient  2ur  Aufnahme  der  Gewichte,  welche»  mit  dem  der  Wag- 
schale  und  des  Keils  selbst ,  die  KraO:  R  vorstellen,  deren  Hieb- 
.tung  den  Winkel  des  Keiles  in  zwei  gleiche  Theile  theilt  und  die 
den  Keil  zwischen  die  beiden  Hemnisse  F,  6reiDzudrängen  sucht. 
Diese  setzen  ihrem  Entfernen  von  einander  in  horizoiitater  .t{ich- 
tung  einen  Widerstand  entgelten,  den  ich  mit  P  bezelchneri  ivTll. 
ISs  handelt  sich  darum,  zu  neweisen,  dass  in  dem  vorliegenden 
Falle  die  Intensitäten*  der  Kräflte  R  und  P  sich  zu  .einander  ver- 
halten, wie  die  Breite  AB  zur  Höhe  CB  des  Keils. 

Um  die  Reibung  des  Keils  gegen  die  Hemmnisse  F,  G  zn 
vern^indern,  habe  ich  gleichfalls  diese  letzteren  als  hr)lzeme  Cyfin- 
der  angebracht  und  dieselben,  um  ein  Ausgleiten  des  Keils  nach 
der  Seite  hinzu  verhindern,  mit  Randleisten  versehen,  so  jedoch, 
daiäs  für  den  Keil  hinreichender  Spielraum  bleibt.  Um  aasserdem 
die  Zahl  der  Beriihrungsuunkte  zu  vermindern,  lehnen  sich  die 
Kellflächen  an  zwei  auf  ner  Oberfläche  jedes  Cylinders  als  abge- 
rundete Vorspränge  gelassene  Ringe. 


r t>'*  T 


Mj.AAjind  zwei  durch  die  Unterlagon  Bßy  SB  in  parfiUeUr  tihd  liorir 
conUler  Lage,  erliahene  Holder,  an  deren  inueren  Seilen  MetaiUtreifcn  CCi  CC 
anliegen,    nnd    so,    dasa   sie    iiber   dieselben    eiwas   henrorragen.      Zwischen 
ihnen  können  sich  zwei    Gylinder  E^   E  Auf  düt^ucn,    slnlilernen,    beiderseits 
etwas  hervorragehded  Aken  bewegen.     Die  Cy linder    haben    an   ihren  Grund- 
ilachen  überragende  Ränder,    und  sind  daselbst  zur  Vermeidung    der  Reibung 
mit  den  Melallstreifen  an   ihrer  AusAcnseite  etwas   coiivex  gearbeitet.     In  der 
Mitte  jedes  der  Hölzer  AA  befinden  sich  zwei  Rollen  dy  d  nabe  bei  einander, 
so   dass    sie   sich  fast    berühren,    deren   obere  RMnder    iiber   den  Hölzern  AA 
eben   so   weit  hervorstehen,    wie    die    oberen  Ränder   der  MetallstreiC^Hi  CC. 
Um  die  Rollen  dy    d  anf   der    einen    Seite    des    Apparates    wird  eine  'Schnur 
gelebt,    in  deren  Mitte  ein  ^Gewicht  P  angehänj^t,    nnd    deren   Eridcd    an  je 
einer  Axe    eines  €ylinders  mUtels    eines   kleinen  Metallbieches  heresligt.     In 
diesem  letsferen  ist  nSmlich  ein  Loch,  durch  welches  man  die  Axe  hindurch- 
gehen lüssf.     Gans  ebenso  ist  auch  auf -der  anderen  £elte  des  A)kpttfra'tes*ein 
Gewicht  P  angebracht.     Durch  die  Gewichte  /*,   P  aUo,   wenn  diese    leleioh 
sind,  werden  di^  Cylin^er   in  horizuntaler  ^ewegnog  uüd  mit   parallel   blei» 
beildcn  Axen  eindnder  nahe  gebracht»     Der  Keil  itwischen  den,  beiden '«CyJLin- 
dern  besteht  aus  swei    Holzplatten  A*,  Fj   die   unter   einem    beiiehigoi    Wio* 
kel   festgestellt   werden  können.       Die    den   Keil    niedertreibende  Kraft   wird 
dnrch  das  Gewicht  M  dargestellt. 

Nach  Crahay's  im  Obigen  enihaltenen  Angaben  mnsste  der  ganze 
Apparat  snr  Anstellung  von  Yer^ucben  in  Schnüren  aufgehängt,  oder  sonst 
anf  irgend  eine  Weise  so  aufgestellt  werden  ,  dass  der  Keil  und  die  Ge* 
Wichte  hinreiclu  'Ten  Spielranm  zor  Bewegung  hatUa« 


i4r 

IK^  irtetellencio  Zapfen  der  Cjrlinder  lafiern  mi  jedem  Bade  »im 
MeissingplatteD,  deren  zwei  man  m  •/  und  a  sieht»  Diese  Pllitten, 
anstatt  an  Schvtiren  aufgehängt  za  werden,  wie  in  'sGravesaik- 
de's  Maschine»  sind  oben  an  zwei  Gestellen  h,  Jf -befestigt»'  sa 
uSmIieb,  dass  die  Äxte  der  beiden  Cylinder  unter  sich  parallel 
und  in  einer  Horizontalebene  liegen.  S^^i§  der  Gestell»  L,  M 
ist  ans  zwei  Streben  L,  L''  und  M,  M*  gebildet  >  welche  >  eia 
wenig  gegen  einander  geneigt,  nach  unten  bin  durch  die  Fnsii- 
platten  V  und  M'  y  nach  oben  hin  durch  die  Zwiscbensthbe  jL^, 
/If^  dergestalt  verbunden  sind,  dass  sie  eine  unveränderliche  Fom 
nebalten.  Das  Gestell  M  ist  durch  seine  Fussplatte  M"  mit  dem 
Fusse  T  fest  verbunden,  das  andere»  l/»  ist  um  eine  horizontale 
Axe  beweglieh,  welche  durch  die  Platte  hindurchgebt  und  aus 
zwei  Zapfen  besteht,  die  in  metallenen,  ganz  in  den  Fuss  T  ein- 
gefiigten  Trägern  ruhen.  Dadurch  ist  es  niOglich^  den  Cylinder 
F  bis  auf  eine  gewisse  Grenze  dem  Cylinder  G  zu  nähern  und 
von  ihm  zu'  entfernen.  Die  beiden  Platten  J,  J\  welche  die 
Zapfen  des  Cylinders  F  tragen,  sind  mit  kleinen  Ausläufern  ver- 
seben, an  denen  Schnäre  befestigt  werden.  Diese  laufen  horizon- 
tal Qber  Leitungsrollen ,  welche  auf  der  einen  und  der  anderen 
Seite  in  den  Platten  A',  K'  des  Gestelles  M  fest  sind ,  und  gehen  , 
von  da  vertikal  hinab  zur  Aufnahme  der  beiden  Enden  eines  hori" 
zontalen  Stabes  OÜ'  j  in  dessen  Mitte  ein  Gewicht  anffebracht 
wird. .  Letzteres  macht  in  Verbindung  mit  dem  Gewichte  des  Sta*> 
bes  die  Kraft  P  aus ,  welche  dem  durch  die  Kraft  des  Keils  ver* 
ursachten  Entfernen  der  beiden  Cylinder  entgegenwirkt. 

Damit  diese  Kraft  nicht  beeinträchtigt  werde  durch  die  Nei- 
gung des  Gestelles  X,  sich  nach  M  oder  nach  der  entgegenee» 
setzten  Seite  hin  zu  verrücken,  haben  die  Zapfen  l,  V  solcn^ 
Lage 9  dass^  wenn  dieses  Gestell»  gleichwie  das  andere  in  verti- 
kale Stellung  gebracht  ist»  die  Richtung  seines  Schwerpunktes 
durch  die  Axe  IV  hindurchgebt,  so  dass  alsdann  keine  Neiffung 
zum  Verrücken  vorhanden  ist.  Diese  vertikale  Stelluns  ivird  durcK 
eiti '  91eilotb  angezeigt,  desäen  Faden  an  seinem  Ende  in  der 
Mitte  des  Zwi^chenstabe«  V"  befestigt  ist,  und  dessen  Spitze 
mit  einei^i  auf  der  Fussplatte  L"  cingemerkten  Punkte  zum  Ein- 
spielen gebracht  wird.  Man  gelangt  dahin,  dieser  Bedingung  Ge- 
nüge t!^  leisten,  wenn  man  den  Keil  mehr  oder  weniger  zwischen 
die  beiden  Cylinder  einsenkt,  während  die  Wagschaie  mit  einem 
zum  Gleichgewichte  nuthigen  Gewichte  belastet  wird. 

Um  den  Winkel  zwischen,  den  beiden  Keilflächen»  oder  viel* 
mehr  das  Verhältnis^  swischen  der  Hi'^be  CH  und  der  Breite  AB, 
^l^wekbes  man  dif  Beziehung  zwischen  den  Kräften  P  und  R 
dartbon  will»  zu  benphtigen,  ist  liicbis  bequemer,  als  sichbuUer- 
■er  od^  metalJidner  Piatteo  zu  bedienen,  von  der  Form  gleich» 
acheidtligeir'  IHeie^kei  deren  Gruhdseite  und  Hohe  in  den  ver-r 
scUedeiite»  iiir  die  Bedingungen  des.GMiohgewiehles  festgestellten 
Verhältnissen  angenommen  sind  (Taf  IV.  Fig.  4.)  Man  stellt  die  eine 
von  ihnen  zwischen  die  Flächen  des  Keils,  und  wenn  diese  dann  unter 
dem  Winkel  der  Platte  angeordnet  sind,  stellt  man  sie  durch  Drehung 
der  Pressschrauben  bei  A  und  bei  B  fest ;  darauf  nimmt  man  die. 
Platte  wieder  weg.  Ist  dies  geschehen,,  so  steUt  man  den  KeO, 
zwischen  die  beiden  Cylinder  F,  €r~,  belastet  die  Wagschaie  so- 
lo» 
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wei€  mit  6evr{c1iieii ,  dass  deren  Bammey  Tereintgi"  iftit  derti  Gc- 
wiidhte  des  Keils  und  der  Wag»chale,  zum  Ge«vicbte  P  mdein 
Verhältniss  der*  Grund^eite  zur  £l5he  des  Dreiecke  stebe.  -  .  Man 
senkt  den  Keil  bis  soweit  ein,  dass  das  Bleilofh  des  Gestelles  L 
mit  dem  angemerkten  Punkte  zusammenfallt ;  alsdann  giebt .  der 
Kelly  isich  selbst  überlassen ^  durch  seine  Unbeweglicbkeit  7u  er- 
kennen, dass.  Gleichgeu ich t  stattfinde.  Wenn  die  Last  R  nicht 
in  dem  angegebenen  \'.erhHltnisse  angenommen  ist,  so  wird  der 
K^il  etvTas  gehoben,  oder  er  senkt  sich  auch  soueit,  bis  der  Bo- 
gen DE  seine  Unterstützung  auf  den  Cylinderh  erhält. 

An  dem  Modelle,  welches  in  dem  physikalischen  Cabinet  von 
Löwen  vorhanden  ist,  betrögt  das  Gewicht /^  2400 Granimes  oder 
24  Hectogrammes ;  die  Platten ,  an  Zahl  ihrer  fiinf,  haben  die  Ver- 
hältnisse \l,  Jj,  JJ,  ij,  j'V  zwischen  Grundseite  nnd  Höhe.  'Diese 
Maschine >  gearbeitet  von  Herrn  Bernaort  aus  Gent,  verrichtet 
Ihre  Dienste  auf  eine  sehr  befriedigend«»  Weise. 


In  dem  Apparate  Ta f.  IV.  Fig.  5.  erki^nnt  man  den  des  Herrn 
Gay-Lussac  für  die  Vermengung  der  Dünste  und'  der 
trockenen  Gase  *)  wieder.  Er  hat  denselben  Zweck  und  unter- 
scheidet sich  von  j^neni  nicht  wesentlich  in  der  ConstruetioYi,  aus* 
ser  darin,  dass  der  eiserne  Hahn,  welcher  na<^K  ilnteti  su  die 
weite  Glasröhre  des  x\pparates  von  Gay  »LnsKac  verseht iesst,  in 
dem  neuen .  Instrumente  durch  ein  cylindrisches  Gefass  ersetzt 
ist,  welches  als  Behaltet  für's  Quecksilber  dient  und  mit  einem 
beweglichen,  mittels  einer  Schraube  einer  Hebung  und  Senkung 
mhigen  Boden  versehen  ist,  \^ie  bei  einer  Barometerröhre  mit 
constantem  Niveau.  D'er  Zweck  dieser  Abänderung  is.t  folgender: 
Um  unter  das  in  der  weiten  Röhre  enthaltene  trockene  Gas  die 
Flüssigkeit  hinzuleiten,  deren  Dunst  sich  mit  demselben  vermen- 
gen niuss,  verlangt  der  Apparat  Gay-Lussac's,  dass  man  eine 
gewisse  Masse  Quecksilbers  durch  den  Hahn  ausfliessen  lasse; 
wenn  es  sich  in  der  Folge  darum  handelt,  das  Gemen|;e  des 
Gases  und  des  Dunstes  in  dem  anfangs  von  dem  Gase  allein  ein- 

genommenen  Räume  wiederherzustellen^  so  muss  man  diireh'  die 
eitenröhre  Quecksilber  bin^uthun.  W^ill  man  fernerhin  das-  ijoeckr 
silber  einen  kleineren  oder  grösseren'  Raum  einnehmen  lassen,  so 
ist  man  genöthigt,  eine  neue  Portion  Quecksilber  in  die  iSeiten- 
röhre  zu  schütten,  oder  durch  den  Hahn  ausfliessen  zu  iMsen. 
Bei  diesen  sehr  langwierigen  Verrichtungen  hält  es -sehr  «ebwer> 
die  Massen  des  zugeschfiSeten  oder  des  abgelaufenen  Qoetfksll- 
bers  so  abzupassen,  dass  die  Vermengung  genau  in  4em  T>snt6- 
setzten  Räume  herbeigeföhrt  wird.  Um  die  Schwierlgkeileii  zu 
yerrainderu  und  um  ein  Mittel  zu  haben  ^  leicht  und  schnell-  den 
verlangten  Raum  herzustellen ,  geschah  es,  dass  ich  zu  derange' 

*)  Anmerkn^ng   des   Ueberserz  ers.     Als  hiurclchcnd  bekannt  Avird 
dieeer  Apparat  von  Gay-Lassac  iiler  uiclit  weiter  brsch rieben.    M,' s.  ^r.  B«. 
Iiekr'bucli    der    Physik   mit   vorzüglicher  Hii'cks  ich  (  auf  niaf/lf  e- 
matisch^  Begründung  vOn  J.  A,  Gruneri.     Erster  Theil.    iLüp- 
«ig.  1^45;   -8;485. 
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crebenen  Wränderniu^  dieiiie  Zuflucht  nabn,  über  welche  ich  ndoh' 
einiges  Nähere  imtziitheilciT  für  noth^i^oiiig  halte* 

Da8  Gefass  mit  beweglichem  Boden  ijst  von  Buchshaum^  in- 
wendig, lakirt,  um  das  Anhangen  des  Quecicsitbers  zu  vermeiden. 
Es  hat 'nach  oben  hin  eitie  OeffViun^,  in  welche  man  eine  Dille> 
gleichfalls  aus  Buch^baum,  mittels  Schrauben  einfiigt;  ein  Leder- 
ring, zwischen  dns  Grfasjr  und  «ine  Einfassung  der  Dille  gelegt^ 
vervoll«tündigt  den  Verschluss:  die  Dille  ist  von  einem  vertikalen- 
Kanäle  durchbohrt,  welcher  sich  nach  obeti  in  Form  eines  ziem- 
lich kegelforn^igen  Flaschen halsej<  erweitert,  in  diesen  Hals  nun 
drückt  maii  den  Korkfitöpsel  hinein  ^  durch  welchen  die  Verlänge- 
rung der  werten  *  Rohre  hindurchgeht;  diese  verengert  sich  in 
ihrem  Durchmesser  von  da  an ,  wo  sie  mit  der  SeitenrOhre  zusam- 
mengelothet  ist.  Das  Ganze  wird  mittels  eines  Lederstückes  in 
seiner  Lage  erhalten,  welehes  man  umvdie  liöhre  und  um  die  an 
ihrer  Aussenseite  gekehlte  DHle  windet.  Der  verengerte  Theil 
der  weiten  Kuhre  ist  von  der  Läns^e^  dass  er  durch  die  Dille 
gaoz  und  gar  hindurchgeht  und  in  4las  Innere  des .  Gefasses  hin- 
einragt» dessen  Quecksilber  nirgend  anders  als  durch  die  Röhre 
einen  Ausweg  hat. 

Um  den  Amiarat  zum  Experimentiren  in  Stand  zu  setzen, 
muss  man  alle  Feuchtigkeit,  i^etche  sich  in  den  Rohren  finden 
konnte,  austreiben;  zu  <liesem  Zwecke  hebe  man  sie'  vpn  dem 
Gefasse,  indem  man  dieDiHe  absehranbt;  hat  man  danix  die  Riih- 
ren  leicht  erhitzt,  so  iiigt.man  in  die  weite  Röhre,  durch  die  un- 
tere Oeffaung,  und  last  nahe  an  ihrem  Ende,  eine  Röhre  von 
geringerem  Durchmesser  ein,  verstopft  den  Zwisdieoraui^  zwischen 
den  beiden: Röhren  und  lasst  durch  das  eingefiigte  Rohr,  hii^ich 
einen  trocknen  Luftstroro  ^.el<ingen«  Dieser  durchläuft,,  die  weite 
Köhre  und  gebt  durch  die  Sejteuröhjre  hinaus.  Alsdann  vexschliesst 
man,  jenen  Zwbcbenraum  zwischen  beiden  Röhren  frei  lassend, 
das  obere  Efide  der  8eit<^nrühre.  Genöthigt,  duri:h  die  untere 
Oeffnuiig  zu  ^ehen,  nimmt  der  Luftstrom -ebenso  die  Feuchtigkeit 
fort,  die  sich  i^oründen  könnte.  Isit .  dies  geschehen»  so  bringt, 
man  die  Di|le  sogleich  wieder  an  ihren  Platz  über  dem  das  trockne. 
Quecksilber  enthaltenden  Gefasse  und  lasst  dieses  in  den  Röhren 
aufsteigen.  Indem  man  den  Apparat  gehörig  neigt,  ist  es  feicht, 
ayt»  der  weiten  Röhre  soviel  Luft  fortzuscbaffeu ,  als  man  wünscht 
Hat  dapn  4er,  Apparat  die  Temperatur  der  umgebenden  Luft  au- 
geuoiumen,  so  bringt  man  das  Quecksilber  in  beiden  Röhren  auf 
gleiche  Höhe;  ferner  stellt  man  den  Massstab  in  der  Weise  f^st, 
da$8  ein  Ring,  welcher  daran  in  horizontaler  Lage  angebracht 
int,  und  welcher  die  weite  Röhre  unifasst,  mit  seinem  unteren 
Kande  ilas  Ende  der  in  dieser  Röhre  enthakenen  Quecksilber- 
säule berfihrt. '  Hierauf  giesst  man  in  die  Seitenröhre  eine  hin- 
reichende Masse  derjenigen  Flüssigkeit,  mit  der  man  operiren 
will;  «lan  erntedrigt  f)as  Niveau  des  Quecksilbers  ein  wenig  unter 
die  gelöthete  Stelle,  und  erhöht  es  in  der  Folge  wieder,  wenn 
m  die  weite  Röhre  ein  grösserer  Theil  der  Flüssigkeit  eingetreten 
ist,  als  tat  Sättigung  des  Rsuimes  nöthig  ist.  Der  Ueberschiiss 
dieser- Fifissigkeit)  wetiher  In  der  Seitenröhre  zurückgeblieben  ist, 
wird  daratts  leicht  -  eirtfernt,  indem  man  die  Quecksilbersäule 
durch  dasiSpiel*  der 'unteren  Schraube  bis  zni  der  Oeffnunj  in  die 


V. 


lao 

Hohe  hebt»  woselbst  man  die  Flfisslekeit  in  dem  Masse  fort- 
schafft»  wie  sie  in  dem  kleinen,  die  Kiihre  endigenden  Trichter 
anlangt. 

Hat  der  Dunst  der  in  die  weite  Rubre  biiieiogebrachten  Flüs- 
sigkeit den  Raum  darin  durchdrungea  ^  was  man  bescbleuniet, 
indem  mai^  die  Quecksilbersäule  durch  die  Bewegung. der  Schraube 
oscilUren.  lisst  '^  so  führt  man  den  Raum  des  Gremenges  auf  den- 
jenigen zurück  j  welchen  die  trockene  .Luft  inne  hatte  und  welcher 
durch  den  Ring  angezeigt  wird.  Die  Erhebung  des  Quecksilbers 
in  der  Seitenr(^hre  über  den  Nullpunkt  der  Theihinff «  welcher 
gleichfalls  dem  unteren  Rande  de»  Ringes  entspricnt»  ist  das 
Mass  der  Zunahme,  welche  die  Elasticität  der  Luft.durch^  das 
Hinzukommen  des  Dunstes  erfahren  hat;  es  ist  die.  diesem  eigen- 
thfimiicbe  Spannkraft. 

Damit  der  Massstab  in  angemessener  Hohe  festgestellt  wer- 
den könne,  wird  er  durch  einen  kupfernen  Stiel  getragen,  welcher 
Von  einem  auf  der  Rückseite  des  Masstabes  angebrachten  und  mit 
einer  Pressschranbe  versehenen  Falze  aufgenommen  wird.  Der 
Stiel  ist  vertikal  eingesenkt  in  eine  Art  hölzernen  Ring,  welcher 
auf  den  oberen  Theil  des  Gelasses  passt,  indem  er  mit  einer 
Randleiste  aufliegt,  und  welcher  mittels  zweier  Schrauben  daran 
fest  gemacht  werden  kann,  deren  Enden  in  eine  am  Umfange  des 
Gewisses  ansebrachte  Höhlung  einfassen  können.  Dieser  Ring  ist 
gegen  die  Mitte  hin  in  der  Art  ausgeschaitteay  dass  er  um  beide 
Kehren  gehen  kann,  wenn  es  sich  darum  hai^delt,  dies^.  zur  In- 
standsetzung des  Apparates  abzuheben. 

Die  weite  RfShre  Ist  in  Theiie  von  gleichem  Rauminhalte  ein- 
getheilt,  deren  Zahl  auf  der  AnssenHeite,  ungeßihr  in  der  Mitte 
der  Höhe  anfangend ,  eingeschnitten  ist.  Den  Durchmesser  dieser 
Rohre,  sowie  uen  der  läeitenrOhre,  muss  man*  kennen,  am  die 
Capillaritfit  berechnen  zu  könrien.  Aber  der  Werth  derselben  kann 
sogleich  bestimmt  werden,  wie  ich  es  für  den  Apparat  des  Cabi- 
nets  zu  Löwen  gethan  habe,  indem  man  den  Höhenunterschied 
der  Quecksilbersäulen  in  den  beiden  verbundenen  Röhren  beobach- 
tet, bevor  das  Ende  der  weiten  Röhre  verschlossen  Ist.  Der 
Massstab  ist  in  Millimeter  eingetheilt;  die  Theilongen  setzen 
sich  über  den  neben  der  weiten  Köhre  sichtbaren  Theil  der  Platte 
auf  einen  Abstand  von  30  Miinroetern  fort,  sowohl  oberhalb  als 
unterhalb  des  unteren  Randes  des  Ringes,  welchem  der  Nullpunkt 
der  Theihmg  entspricht.  Die  -in  i  der  wirklichen  Grösse  ansge- 
fährte  Zeichnung  wird  zur  weiteren  Erklärung  der  verschiedenen 
Theile  dieses  Instrumentes  dienen. 

Ausser  der  weiter  oben  beschriebenen  Methode,  um  die  Elas- 
ticität  des  mit  der  Luft. oder  mit  trocknem  Gase  vermengten  Dun- 
stes bestinunt  zu  ermitteln,  kann,  man  auch  die  folgende  in  An- 
wendung bringen:  Für  ein  und  dieselbe  unveränderte  Temperatur 
sei  V  der  von  dem  Gas*  und  Dunst  -  Gemenge  eingenommene 
Raum;  p  der  atmosphärische  Druck,  h  die  Höhe  der  Quecksil- 
bersäule In  der  Seitenröhre  oberhalb  des  Niveaus  in  der  weiten 
Röhre;  c  die  Wirkung  der  Cajpillarität,  d.  h.  die  Grösse.,  um 
welche  das  Quecksilber  in  der  SeltenrOhre  zu  tief  steht;  endlich 
noch  sei  f.  die  Elasticität  des  mit  dem  Gase  venneogten  Dnnutes; 
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das  Gemifo  steht  ttnter  dem  Drüeke  ]9-f  A^c,  während  da«  ia 
dem  Gemen^  enthaltene  trockene  .Gas  l'ur  skh  allein  diesen  Druck 
ertrSfft ,  vermindert  um  den  Druck  f,  welchem  der  Dunst  das 
Gteiehsenicht  hält;  es.  bleibt' also  für  das.  Gas  Mlmigp+h-^-e^f 
fllr  deäen  Raum  V.  ^nn  Wollen  wit  den  Raum  des  Gemenges' 
durch  die  Bewegung  der  Schraube-,  vi^elcho  des  ibeweglkhen  fio^ 
den  unten  h&lt,  ftiidern;  die  Lftsge  der  QuedtsHbersäule  fad  der 
Seitenröhre  wird  h'  geworden  sein,  gerechnet  von  dem  Niveau  ao 
in  der  weiten  Rohre ,  welches  gleich.failis  seine  Stelle  verändert 
hat,  indem  der  Raum  des  Gemenges  jetzt  eine  Anzahl  V  der  auf 
dieser  Kohre  bezeichneten  Theile  einnimmt;  wenn  die  Tempera- 
tur und  der  atmosphärische  Druck  dieselben  geblieben  sind,  so 
wird  die  Luft  allein  im  Gemenge  dieses  Mal  einem  Drucke 
p  +  h'  +  c — /unterworfen  sein,  ^un  hat  man  nachdem  Mariotte-' 
sehen  Gesetze,  welchem  das  GaSx  des  Gemenges  für  sich  allein 
unterworfen  bleibt: 


woraus 


Jedes  Paar  von  Beobachtungen  wird  den  Werth  der  Elastici* 
tat  /  des  Dunstes  liefern,  und  alle  diese  Wcrtbe  müssen  gleich 
sein,'  wenn  die  Temperatur  und  der  äussere  Druck  nicht  geändert 
sind;  der  Raum  wird  hiebei  als  beständig  mit  Dunst  gesättigt 
vorausgesetzt. 


-.*  - 


Dieser  Werth  von  f  mifsste  bei  Gleichheit  der  Temneratur  der 
Elasticität  gleich  sein,  welche  der  Dunst  im  leeren  Räume  hat, 
wie  es  Herr  Gay-Lussac  aus  seinen  Versuchen  hergeleitet  hat. 
Statt  dieser  Gleichheit  liefert  der  beschriebene  Apparat,  eben  so 
wie  alle  die  von  derselben  Art,  für  f  immer  einen  um  etwas  zu 
kleinen  Werth.  Ich  habe  micfa'davöozu  verschiedenen  Malen  ver- 
sichert, indem  ich  die  Ven^rche,  so  viel  ich  allein  konnte,  mit 
in^s.  Kleinste  gehender  Sorgfalt  und  unter  Anwendung  eines  Kathe- 
toatetsfii;  mn.die  Höhen  dit  Qiiecksilhersiulen  xu  messen,  kxh^^ 
stellte;  ich  vermengte  mit  der  trockneo  Luft  bald  Wasserdunst, 
bald  Alkoboldunst ,  hiit  einem  leichten  Ueberschuss  von  Flüssig- 
keit; die  Spannkraft  dieser  Dünste  Im  leeren  Räume  ward  gleich- 
zeitig mittels  des  Daltonschen  Apparates  bestiratnt,  welcher  zur 
Seite  desjenigen,  der  das  Gemenge  enthielt,  aufgestellt  war.  Vor- 
her schon  hatte  ich  versucht,  das  Gesetz  des  Herrn  Gay-Lus- 
sao  mit  Hülfe  eines  Daltonschen  Apparates  zu  bewahrheiten, 
dessen  das  Gemenge  einscbliessende  Kuhre  in.  Theile  von  glei- 
chet Rauminhalte  eingetheUt  war  und  welche  bis  zu  verschiedenen 
Tlefei^  in  das  Quecksilber  eingesenkt  ward,  um  den  Raum  und 
die  druckende  Kraft  eine  Abänderung  erleiden  zu  lassen;  allein 
ich  eiltielt  besüindi^  für  f  eine  kleinere  Grosse,  als  die,  welche 
demselben  Dunste  mi  leeren  Räume  angehörte.  Herr  Regnai^lt 
wMd.stt  eineio  ähslichen  RosuUate  durch  eine  Reihe  von  Versuchen 
^fikt»  tvöklie  dieser   gelehrte  uod  gesdikkte  Beobachter  mit 
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IngtnMeiiton  anstellle,  dia  nil  der  .äüsarsten  Genaniskeit  die 
Angaben  zu  liefern  fällig  waren.  Allemal  Biw!d  die  Unterschiede, 
welche  er  fSr  die  Ebusticität  des  mit  der  Luft  gemengten  Wasser- 
dqnstes  erbalten  hat^  in  Ver^leioh  mit  der  Spannkraft  desselben 
Ikmstes  im  leeren  Räume  ^  bet  Gkeiehfaeit  der  l^emperatur,  kleiner 
als,  diMenigen»  i^elobe  die  gewebniich  zu  dieser  üefstellung  bei 
den  öi^ntlichen  Toriesungen  angewendeten  Apparate  g^ben. 

..  Ich  schliesse  mit  der  Bemerkung;  dass  das  Instrument,  wel- 
ches den  Gegenstand  gegenwärtiger  Notiz  ausmacht ,  auf  die  be- 
friedigendste Art  benutzt  werden  kann,  das  Mariotte'sche  Ge- 
setz für  die  trockene  Luft  zu  erweisen,  wenn  diese  grosseren 
oder  kleineren  Druckkräften  unterworfen  ist,  als  denen  der  Atmo- 
sphäre, innerhalb  der  durch  die  Länge  der  Seitenruhre  bestimmten 
Grenzen.  Beobachtet  man  dann  an  der  weiten  Rohre,  welche  nur  die 
trockene  Luft  enthalt,  nach  einander  die  Räume  V  und  V  und 
die  Druckkräfte  p  -f-  A  -f  #;  und  p  +  k'  -{-c,  so  muss  der  Relation 

r  ^p-t-h'  +  c 
V'*^  p  +  h+c 

Genfige   geschehen,   indem    die  Längen  A,   h'  mit  dem  positiven 
*oder   negativen    Vorzeichen    genommen    werden,    jenachdem    sie 
grösser  oder  kleiner  sind  als  die  Länge  der   Quecksilbersäule  in 
der  anderen  Röhre. 


Zur  WLeehtfevtigVM«  des  Pythai^orSi- 

selten  lielirsatzes. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Wittstein  zu  Hannover. 


Herr  Oberlehrer  Koppe  begleitet  in  seinem  Lehrbuche 
der  Planimetrie  und  Stereometrie  (zweite  Aufl.  S.  99.) 
den  Pythagoräisc|hen  Lehrsatz,  nachdem  er  denselben  mit  dem 
bekannten  Euklidischen  Beweise  vorgetragen  hat,  mit  folgender 
Bemerkung: 

„Wie  wir   den  vorstehenden  Lehnsatz  hier  vorgetragen 
haben,  erscheint  derselbe  als  ein  merkwürdiges  Kunst- 


•I  Mkky  »var  heinvidMiitfwertfi^  und  fins^^rat  kfliistfieb«  aber 
ohne  ir&end  wie  Aufachluss  darfiber  zu  geben,  auf  wel- 
chem Wege  wohl  der  menschliche  Geist  zur  Entdeckung 
dieaea  aonderbaren  Satze^i  srelangt  sein  dOrfte.  Soll  aber 
der  mathematische  Unterricht  den  Nutzen  gewähren,  des- 
sen ervßibigiiBt,  aa  MOssen  die ' Wahrfaeitefa  der  Mathe- 
jnatik  nicht  als  Staunen  erregende  Kunststficke,  sondern 
in  einem  hatdfti'chen  Verbanne,  nämlich  so  vorgetrag^en 
werden,  dass  j^der  folgende  Satz  als  ein  Fortischritt iil 
der  durch  die  vorhergebenden  Sätze  gegebenen  Richtung 
er8ch(:int.  als  die  Beantwortung  einer  Frage,  welche  aicn 
aus  der  Erkenotniss  des  Vorangehenden  jedem  denk^n- 

.  den  tropfe  von  seihst  aufdrängt«  Da  aber  der  so  eben 
vorgetragene  .Lehrsatz  eipes  aolchen  Zusammenhangea 
mit  den  ihm  vorangehenden  Sätzen  offenbar  entbehrt»  ao  • 
scheint  er  in  einem  fiir  den  Unterricht  bestimmten  Lehr» 
buche  hier  nicht  an  der  rechten  Stelle  zu  stehen,  und 
wirklich  hat  er  diesen  Platz  nur  hergebrachiber  Weise  er- 

.  halten.  Auf  eine  einfache  und  naturliche  Weise  aekt 
derselbe  aus  den  Sätzen  von  der  Aehnlichkeit  der  urei* 
eckc^  hervor, -• 

'Wir  haben  diese  Anmerkung,  vollständig  hier  abdrucken  las- 
sen, weil  wir  glauben,  es  dürfte  darin  die  Ansicht  mehr  als  eines 
Lesera  ausgesprochen  liegen,  dem  es  um  die  vollständige  Moiivi- 
rang  desr  einzelnen  Satzes  an  derjenigen  Stelle,  welche  derselbe 
einnehmen  soll,  ein  Ernst  ist.  Zwar  so  lange  man  nur  darauf 
ausgeht,  das  Verwandte  und  Gleichartige  zusammenzustellen,  so 
lange  gebiihrt  dem  Pythagoräischen  Lehrsätze,  wie  ihn  Euklid 
gibt,  offenbar  seine  Stelle  in  dem  Abschnitte  von  der  Flächen'* 
gleicbheit,  da  er  es  ebenfalls  mit  gleichen  Fläcl^en.  zu  thun  hat> 
und  es.  kann  dabei  vuUig  gleichgültig  bleiben,  welche  andere  Sätze 
über  Ffechengleicbheit  ihm  etwa  voran  eben  oder  nachfolgen;  das 
leitende  Princip  fiir  die  Anordnung  dieser  Sätze  bildet  alsdann 
nur  die  ftluglicnkeit,  jeden  Satz  an  der  ihm  angewiesenen  Stelle, 
auch  völlig  beweisc^n  zu  können*  Wenn  man.  aber  tiefer  auf  die 
Frage  ein^ht,  wie  der  einzelne  Satz  durch  die  ihm  vorangehen- 
den gerechtfertigt  erscheine ,  d.  h.  uie  er  aus  diesen  als  ein  noth-. 
wenoigcfr  Fortschritt  nachgewiesen  werden  koime,  so  gewinnt  die 
Sache  aillerdinga  ein  anderes  Ansehen. 

.  Die  Lehre  von  der  Flächengleichf*eit  eröffnet  man  in  der  Regel 
(vi'ir  wollen  hier  nkht  untersuchen,  mit  welchem  Rechte)  durch 
Betrachtungen  dher  die  Gleichheit  von  Parallelogrammen,  und 
Dreiecken;  sowohl  bei  einerlei,  als  bei  verscHiedener  Grund- 
Httie  Imd  Höbe,,  nnd  gelangt  daraus  sehr  einfach  zu  einem  allge- 
meinen Verfahren,  nicht  nur  Dreiecke  und  Parallelogramme  vrel- 
fiich  unter  einander,  sondern  auch  beliebige  andere  geradlinige 
Figuren  In  Dreiecke  oder  in  Parallelogramme  zu  verwandein. 
L&fift  man  nun  auf  diese  Betrachtungen  plötzlich  und  ohne  Ueber- 
gang  den  Pythagoräischen  Lehrsatz  folgen  —  oatOrlich  iro^  dass 
von  Qnadratflächen  und  nicht  von  zweiten  Potenzen  der  D^reiecks- 
sifHeo  dre  Rede  ist,'  iso  hat  man  offenbar  ein^n  Sprung  gemacht; 
dfMn  eia'dAAjgefl  slch'aogleleh  mehrere  Fragen  auf,  die  ohoe  Ant- 
wort Ueiben:  t  . 


i><>  Wie  kommt  maii  duz»,   plOtislM  'Vii>h  Qvadräteo   aus^ 
schlie«8li4!h  zu  reden?    i 

2)    Wie  kommt  es,,  dass  man  auf.  die  Summe  zweier  Qua- 
drate das  Augenmerk  richtet?  ' 

-.   3)    Wie  kommt  man  zum  reditwiokliigen  Dreieck«? 


Diese  Fragen  lassen  sich  umgehen,  oder  vielmehr  sie  erledi- 
gen siqb  von  selbst,  wenn  man  an  die  vorangegangenen  Sätze  auf 
folgende  Weise  anknüpft. 

Es  hat  sich  bis  dahin  herausgestellt,  dass  man  jedes  Paralle- 
lo^rfimm,  so- wie'  jedes  Dreieck  in  ein  anderes  von  gegebener 
GfündlSnie  (oder  gegebener  HiShe)  verwandeln  kann,  und  da  die 
iKTiden  Elemente ,  <^rnnd1inie  und  Höhe ,  das  resultirend^  Paralle- 
l6)^amrti  oder  Dreieck  noch  nicht  vollständig  bestimmen,  so  darf 
man  nodh  eine  dritte  Bedingung  hinzuftigen,  voritUsgese^t,  dass 
Athe  weder  auf  GIrundIthie  noch  auf  ÜMhe  von  Eiuftusar  ist.  So 
kapn^  man  Also  jedes  Parallelogramm  hi  elA  6.echteck  oder  einen 
Rtiombiis,  jedes  Dreieck  in  ein  rechtwinkliges  oder  gleichschenk- 
liges'verwandeln ;  dagegen  die  Verwandlung  des  Parallelogramms 
in  ein  Quadrat  und  des  Dreiecks  in  ein  gleichseitiges  Drei 
eck'  kann  mit  den  bisherigen  Hiilfsmitteln  nicht  ausgefährt.  wer 
4en,.  weil  hier  die  aufgestellte  Bedingung,  iass  die  ^  resultirende 
Figur  gleichseitig  und  gleichwinklig  sein  soll,. Wieder  rückwärts 
Einduss  auf  Grundlinie  und  Hohe.hat„  indem  sie  zwischen  jbeiden 
eine  "ßels^tion  feststellt.  .       i 

'  Daraus  aber  folgt  die  Nothwendigkc?it,  diese  beiden  letztem. 
Aufgraben  nun  selbstständig  in's  Auge/zu  fassen.  .Es  zeigt  sich  in- 
dessen sogleich,  dass  die  Herstellung  des  Quadrats  insofern  als 
die  einfachere' dieser  Aufgaben  erischeint,  als  hier  ^si^'iächen  wupd- 
Knie  und  Höhe  nur  das  einfache  Verhältniss.  der  GTeldSliei^ 
vorgeschrieben  wiH ,  während  dauegen  beim  gleichiseitigen  Dreieck^ 
dbs 'Verhäitoiss  zwischen  Grundlinie  und  Hohe  — -  auf  dpsseii  Be- 
räeksichtigung  es  hier  jedenfalls  ankommt  -»-  von  ^iper  zu  ver- 
wickelten Natur  Ist,  als  dass  solches  an  die^^er  Stelle,  der  Geome- 
tAe  schon  genügend  zur  Sprache  gebracht  wetdeu*  konnte.  A\is 
diesem  Grunde  bleibt  diese  zweite  Aufgabe  besser  bis  zu  einer 
^ätem  Stelle  hinausgeschoben;  die  erste  Aufgabe  dagegen, 
welche  das  allgemeine  Problem  ,.Jede  geradlinige  Figur  in 
fiin  Quadrat  zu.verwandeln'S  %um . völligen  Absekluss-  b|ingt, 

J rollen  wir  hier  vollständig  behandeln,  um  zu  zeigen,  yi/le  iiian 
araus  auf  ei^em  ganz  natürlicben  und  f«treng  methodischen!  Wege 
zu  dem  Pythagoräischen  Lehrsätze  gelangt;  ,  Wir  geben,  damit 
schvyerlicb  etwas  neues,  wenigstens  wird  jede«  Keiiner  def  flOO' 
metrischen  Analysis  der  Alten  das  Nachstebe^e  obi^  Mähe  aeib«t 
^u  ^ntw^ckeln  im  Stande  sein ;  aber  wir  erinnertf  un^'  niebt»  ;di^e 
Entwickeluog  in  irgend  einenr  geometrischen  Ll^hrbuclie  .^ku^gaflihrt 
odj^r  aucti  nur  angedeutet  ge&nden  asü  haben  «m  und  es  wir4-iin$ 
(reuen ,,  wenn  wir  durch  Mittbeilung  d^sellien  .auf  eiiie  ausgedehn- 
tere Ajiifeadung  der  geometrisdiea  Analysis  aufmerJbsatn  ger 
macht  haben  sälten»  in  welcher  wir  iei#  so  YOftreffUches.  6eitt9* 
stiickzii  der  Ai^flpsiwg  aritbmetiAcber  Aufgaben  durch  Gtleichqai^ 
gen  besitzen.  in 


U9 

•  \ik  u  f  g  «  b  flt.    ..' 
Ein  Rechteck  iit  t\n  Quadrat  zu  verwandeln. 

'*rflte  Aufl^Jbüng  (Taf.  V,  Flg*  2.).  * 

Analysis.  Es  sei  ABGD  das  gegebeDe  Rechteck»  so  liegt 
offenbar  der  Versuch  am. nächsten,  die  längere  Seite  AB  um  so 
viel  zu  verkUrzen  und  gleichzeitig  die  kOrzere  AD  um  so  viel  zu 
veriängern>  da«»  dadurch  das  gesuchtOi  Quadrat  entstehe.  GebtiltBi 
auf  das  oberste  Prnieip  der  geometrischen  AÄalysis  (,^Man  betrachte 
die  Aufgabe  al^  gelui^t")  setzen  yv\x  demnach,  es  sei  AEf^G  das 
gesupbt^  Quadrat.  Dieses  soll  nutABCD  gleichen.  Inhalt  hab^n^^ 
woraus  sogleich  folgk«  dass  auch  die  Hälfte  des  «Quadrats,  ASG, 
mit  der  HälißQ  des  Jlleehtecks>  AßD»  gleichen  Inhalt  jjiah^n  muss^ 
wo  wir  absichtlich  die  h^birend^i^,  Diagonalen  £fl  und  BD  so 
gelegt,  liaben,  dass  beiden  Preiockei»  der  Winkel  bei  A,  uod  da- 
mit so  viel  Fläche,  wie  möglich,  .geifiein^chartlleh  bleibt,i.  Penn 
Dun  erkennt  man  ohp^  Miine«  aass  die  Gleichung  AEG^Aßli, 
nur  bestehen,  kann ^  wenn  i)ian  bat  ',  •  • .  : 

ED  II  BG.  '     '     (I) '  ^ 

«  .  ... 

.  .  t  •        •••■-.' 

Diese  Bedinjntng  filr  sicli  setzt  aber  die  La|?e  det  Punkte  £  um4 
G»  welche  ausserdem  aA  die  BedmguBg  JlTsi:  ^(7  gebunden  sindj 

noch  nicht  fest. 

•  » 

Um  nun  vtdter  die  Gleichheit  der  Linien  AE  \xtii,AG  ^n  die. 
Betrachtung  hineinziehen  zo  können  y  wenden  ti  ir  wieder  ein  seht* 
bekanntes  veH^hren  der '  geortietrischen  Analysls  an ,  Hidem  wir 
beide  Linien  In  congrnente  Dreiecke  zu  bringen  suchen, 
jedoch  mit  miS^ichster  Benutzung  schon  vorhandener  und  'Vermei^ 
düng  willkGrKcber  Htilfsfinien.  bchliessen  wir  demnach  das  I>rei^ 
^cV  AEG,  welche^  dre  Seitlen \^£  und  AG  beide  eofhfilt;  ebetf 
deshalb  aus»  so  bMbt  uns 'nur  die  Wühl,  iQber  AG  ^in  zu  AED 
cöngmetiteii,  oder  über  AE  ein  zu  AGB  congmentes  Dreieck 
herzustellen,  da  die  g^nannteti  Dreiecke  die  eio^isen  schon  vor- 
handenen: sind»  Ui'  denen  di^  fraglichen  {Seiten  vorKommeif.  Wut 
nehmen  nach  Willkür  den  ersten  Tall  (der  z.weite  Av^rde«  glei^b- 
falLs  zum  Ziele  fahren)  und  le.^en  an  AG  =  AE  den  Winkel 
GAU^=EAD,  machen  AU ^=3  AD  und  ziehen  C//;  alsdann  wer- 
den die'  Dreiecke  AED  und  AGU  congruent,  und  folglich  kann 
riekwärts  die  Gleichung  AE^AG  nor  bestehen,  wenn  man  hat 


\    « 


AED~ÄGH  *).  (2) 


*)  0^9  Von  Gatts»  fiir  ttep.  «ritkmeiitclien  Begriff  der  Congraens  cSng^- 
tilKHe- Z«ieliea(^)-sifetiea  irir. auch  für  «loa  geometrischen  Gebraucii  deik 
gewöltnlichcn  (^^)  vor,  Yrell  es  sich  JeicJiter  schreiben  lasst,  und  oben- 
drein beim  schnellen  Schreiben  das  gewöhnliche  Zeichen  sich  von  selbst  iu 
das  erhicr«  'verwai^elt.  Was  man  sousl  zur  Rechtfertigung  de»  gewöhnlichen 
Zeichens  «nsuführeu  pÜegl ,  dass  das  Congruenzzeichen  sich  aus  dem  Gleich- 
hciuzeichen  und  dem  Aeluilichkeitszeichen  ebenso  zusammensetze,  wie  der 
Begriff  der  Congrnenz  aus  den  Begriffen  der  Gleichheit  und  der  Aehn^ 
lichkeit  eaaaomieiigeietxl  seil  —  da»  ist  wenig  mehr  als  eina  Spielerei^  die 


Jetzt  fährt  ekle  Oonibhiiraiig  der  Bedingungen  (1)  und  (2)  eu 
dem  8chl^s«e  der  Aqalysis.  PiQ.CaiieriieiiiL  in^  (2)  Jti^fy^ieH  aäm- 
lich  unter  anderen,  dass  Winkel  AED= AG tl  sei:  wegen  des 
Parallelisnius  in  (1)  .iät  aber  au«serdfsin  Winkel  ..4£^='^^^» 
folglich  ABG  =  AG1I,  oder 


-    •'.  AGB+  AGH^Ry 


.\ 


«ad  die^ie  Bedingung  ist  h4oreicfaead ,   um  diön  Punkt  G  uihI  da« 
ndi  das  gesuchte  Quadrat  durch  Constructionj  herzustellen« 

Synth  es  18.  Man  FerlSngefe  die  längere  Seite  AB  des  ge- 
gebenen ttechtecks  AB  CD  um  so  tiel,  als  die  kürzere  Seite  be- 
sagt j.  also  uro  AH^=AD,  construire  fiher  Bff  als  I>nrchihesser 
^fn'eil'.  Halbkreis,  und  v^rlüiigere  endlich  AD,  bis  sie  in  G  diesen 
H^lbkrbis  trifft,  ,  do  Ist^^Cr  die  s^esucfite  Quadratseite,  aus  wel- 
chem das  Quadrat  ^GFErr^ßC^.  herzustellen  ist.  ^  (Ratten  vy\r 
den  rVorhin  in  Klammem  angedeuteten  arvTeifen  Weg  verfolgt,  'so 
wfi^de  die  Synthesis  gelautet  haben:  IVIan  verlängere  die  kürzere 
Seite  des  gegebenen  Rechtecks  um  so' viel,  als  clie  längere  Seite 
beträgt  w.  s.  w. ) 

Der  Beweis  der  Synthesis  (nach  der  treffenden  Bemerkung 
Aes  Herrn  Oberlehrer«  itelm es  ^)  gleichsam  die  Rechnungsprobe 
lHir  die  tl.icUtigkeit  des  gewonnenen  Resultats)  ist  ohne  Muhe  aus 
der  Analysis  zu  fiihreri.  Zieht  man  nämlich  die  in  der  Synthesis 
iKo^h  nicht  vorgekommenen  Linien  -  Ci? ,  6r£,  DB 9  JOE,  so  ist 
in;  Folge  der  Construction  Winkel  ^GÄ==Ä,  folglich.  Winkel 
JiGH^ABG.  Ferner'  ist  in  Folge  der  Construction  Dreieck 
AGM^AED.  folglich  auch  Winkel  AGH=JED,  und  dies  mit 
demVpr'^en  verbunden  gibt  Winkel  AtlD==ABG,  woraus  folgt 
EuJ^  BÖ.  Aus  dem  letzteren  Grunde  aber  ist  Dreieck  DEG^=^DEBp 
«Uthin  ^uch, Dreieck  24£(;:=J/?Z>,  und  endlich  AEFG=ABCD. 

Artitoerkung.  Wir  haben  diese  Aiififtsirng  desshalb  hier  vor* 
angestellt,  weil  sie  sich  gleichsam  von  selbst  zuerst  darbietet^  oh- 
gleiph  aus  ihr  der  Pythagoräische  Lehrsatz  keineswegs  ohne  frei- 
eres, -hervoiigptingt.  Dieses  werden  ei^^  die  beiden  folgenden 
Aü^lüäung^  leisten. 

'  Zweite  Auflösung  (T,af.  y.  Fig.  3.). 

^  '*'  Analysis.  Es  sei  ABCD  das  gegebene  Rechteck  und  BD^ 
eipe  Diagonale  desselben»  so  kpmmt. die, gegebene  Aufgabe  darauf 
hibaus:  „das  Dreieck  ABD  ili  ein*  anderes  zu  verwandeln,  in 
welchem  Grundlinie  und  Höhe  einander  gleich  werden.'' 
Man  weiss  nun,  dass  der  Inhalt  des  Dreiecks  ABD  sich  nicht 
ä{>dert,  wenn  man  den  Eckpunkt  D  (in  irgend  eine  anderf^  Stelle 
der  Linie  DC  verlegt,  z.  B.  nach  £,    wo  Dreieck  JJS£=  .^2) 


der  Schüler  lücht  einmal  versteht,  ^veiL  er  von  Gleichheit  und  Aehalichkeif 
er«!  viel  später  etwa»  erfahrt  aU  voti  Coiißmcnz.    Mit  mehr  Grund  köuntca  wir 
dagegen   Scigeii:    Weil   Congracuz   mehr  sagt   uls  Gleichheit,    so   xieheu  wir 
drei  Striche  statt    zweier! 
'"   *)  J'^Uresbeiritht  ülier  das  Oy mnasitiiii  tu  €elle.     1844. 


IST 

ist  3>a^  ioAessw/bd'  diäser  \%fir^hMiHin^  «fmdUMeJiliiltflßliiB 
des  Dreiecks :book^  immec  4>m  an&ngliohe  V^rstüiedeoheitl  heibe* 
halten,  sH  lange  man  nänlich.^^'ais  Grandlloie  a»d»bl)  s(r;wird 
der  beabsichtigte  i  Zfweck  7  floit  dadurch  erreidht  wchrdeti  okiSmien^ 
dass  man  eine  andere  Dreieeksseite ,  z.  d.AE^  als  Grandlinie, 
und  mithin  ein  aus;  .0  uif  i^*  oder  der^a  Verl49gfr"'^S  gefälltes 
Perpendikel  BH  als  HoH«  des  Dreiecks  gelten  tässt  Alsdann 
mm : ^i« . JForidpninif j, > da^»: -4^=^=  Bff  i^sj^d^ .soile , J^ein^fh^jder- 

3»rueh   in  ^icfa  8chHe^^en>   «sobald  'nur,   da^  stets  ^£:> /i/)  und 
H^ÄB  iai,'  AB,ß\Si4f^  längere  und.^D  al$  die.|(urz^e^SeU^ 
d^8.geg^en^ii.|lecbtf;i[;)(^.^iSCA  V{$rausge^et2t  worden!  vr^r^       '. 

Es  Inrerde. idemhaohidife  Aufgabe»  als  gelvistt ang^enoffli« 
nen,  nndda»  Dtrei^fck  ABE,  dessen  Seite  AB  mit  der  Mihgeiren 
Seite  des  i^egei^enen  Rechtecks  zn^mm^n füllt,  sei  da«  g)eiiieliite^ 
in  vrelcbem  mitfein.  >die  Chrnndünie  i4£J  der  flöire -i?^  g^bmh  isli 
Um  aus 'dieser  Bedirigung  i4£=B£r  weitere  ^Ichliisse  maobien  zu 
kOtnien ,  ^sieben  lürir,  dem  Geistd  der^eometrisdben  Analmisi  ge^ 
raassy  die  beiden  gleichen!  Linien' /^JlTund^  i91f  fi)  .chuL^nn^nte 
Dreiecke  iza  farrlngen^-mit  mißlichst  geringer  Zuztäbdb^'tfreiDd* 
artiger  UiHfslinieo.:  Dazu»  bieten  sich  zwei  Wege;-  ! nämlich* »inari 
kaiin  entweder  «ber  ÄE\  ein.  dem  Dreieck  BHA  congruentesv  odetf 
über  ./fi?  ein  dem  Dreieck  AED  congrnentes  Dreieck  hersielleiib 
Wir  wählen  dcfn  ersten  Weg  (obgleich  auch  der  zweite  zum  Ziele 
fiihreö'  itürd^)  :umI:  legen  :aD  AE=BH  den  Winkel  AEK=zBBAi 
und  da  man  von  selbst  schob  hat  Winkel  EAK-szUBA^  so' wird 


< .  > 


.       AEK=sBHA. 

Diesä  Cottgfoenz  .schiiesst  aber  weiter  die  Bediof^ng  '  h 

.        .    .  •    .    1    Ali.  35s  AJa  ''   j ; .  •        '  :  i »     *  '  .    I  '  I 

in  sich ,  und  da  man  letztere  jederzeit  selbstständi^  herzustellen 
in  Staffle  ist,  .sa  hat  man  damit  alle  Erfordernisse  Mr  Caliätnic- 
tion  des  Dreiecks  ,^£i?  und  fcdglicb  zur:;AufliiLduiig  <tes  Pndkte^ 
£  beisanmayeii^,  .'  .-..    :  .i;» 

Synthesis.  Man  verlängere  die  kürzere  Seite  2ll>  des  ge^' 
gelieoen  Rechtecks  AB  CD  über  D  hinaus,  bis  AK=AB  {gewor- 
den ist,  und  construire  aber  AK  als  Durchmesser  einen  Halbkreis, 
welcher  die  Seite  DC  in  E  schneidet,  so  ist  AE  die  gesuchte 
Quadratseite,  also  das  über  AE  construirte  Quadrat  AEFG 
=iABCD, 

Zum  Beweise  der  Syntbesis  ziehe  man  noch  KE  und  mit 
ihr  die  Parallele  BH,  welche  die  Linie  AE  oder  deren  Verlän- 
gerung in  H  trifft.  Alsdann  erkennt  man  leicht  die  Congruenz  der 
Dreiecke  AEK  und  BffA,  folglich  ist  AEzuBH,  und  da  ausser- 
dem in  Folge  der  Gonstruction  AE  =  FE,  so  hat  man  auch 
BH=FEt  und  das  Dreieck  AEB  ist  die  Hälfte  des  Quadrats 
AEFG  über  derselben  Grundlinie  AE.  Zugleich  ist  aber  auch 
das  Dreieck  AEB  die  Hälfte  des  Rechtecks  ABCD  über  dersel- 
ben Grundlinie  AB,  folglich  endlich  AEFG=ABCD, 

Folgerung.  Es  liegt  nahe ,  das  Hurch  BAK  angedeutete 
Quadrat  BAKL  zu  vervollständigen;    wendet  man   aber  auf  das 


%^ 
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UitkAhinmdDÖmmwiiBSknhtetk'CßK  Ae ! vorige  SptIMis  m» 
so  fiod^l  iinan  ME  als  die  Seite  dei|eoigen :  Quadimtst^  ■  Mlcbcis 
diesem  Rechteck  gleicfti  ist»  woraus!  sodaikn  der  Pvthago- 
r&isdie  ^Lehrsatz  ohne  Muh^  ketvovfe&t.  '  -  ^ 

.     V        'Dritte  Anfiasung  (Taf.  y.  ^-ig.  4.) 

'  Anätydis.  'Wenn  mvih  wie  in  der  ToHgett  AuftOsniig  daraof 
ausgeht,  für  das  Dreieclc  ABD  ein  deicbets  ABE  an  die  Stelle 
tn  setzen,  in  welchem  die  als  Grnndliiiie  hetrachtete'  Seite  AE 
der  zn^ehuriseik  IKShe'  gleich  wird,  so^ii^t  es  incht  noth wendig» 
den»  Punkt  A  ta  der  Seite  Z>C.  selbst  änalinehmen/  sondern  der- 
selbe kann«  auch  in  der  VerlängeHing  voaZ>{?  ailfgesucht  werden» 
Es  sei  demnach  *—  die  Aufgi^e.  als  geißst  angenommen  •-*  ABE 
das  ^isttchte  Dreieck^ .  wo  E  in  der  VeHängerang  von  CD  liege» 
so  wirdi  das  Kriterium  für  die  Richtigkeit  dieses  Dreiecks  darin 
bestehen^  dass^  das  aus  B  anf  die  Verlängerung  von \^£J. gefällte 
Perpendikel  BH  der  Grundlinie  AE  gleich  seL  Um  diese  Bedin- 
gvM . festhalÜBB . zu  können,  suchen  wir,  :  ganz^  wie  früher^  die 
beideii  :  gleichen  Linien  AE  und  BH  in  eongroente  Dreiecke  zu 
bringen.  .Wir  wählen  dazu  unter 'den» beiden  mugiichen  Fällen» 
die 'wir  iaer  nicht  weiter  anzeigen  'wolleäi  denjenigen  aus»  wo 
wir  Juber  ^£  das  Dreieck  AEK^BBA  construir^;  zur  Her- 
stellüng  dieses  Dreiecks  AEK  sind  sodann  sämmtliche  Bedingun- 
gen'in  der  g0gebenen  Aufgabe*  enthalten.    .  t 

Synthesis.    Man  verlängere  dle.kfirjzere  Seite  AD  des  ge- 

§  ebenen  Rechtecks  ABCD  iiber  D  hinaus»  bis  AK=:AB  gewor- 
en  ist»  und  construire  über- ^ AT  als  Dur^^bmesser  einen  Halbkreis» 
welcher  die  Verlängerung  der  Seite  DC  in  E  schneidet»  so 
ist  AE  die  gesuchte  Quadratseile»  also  das  über  AE  construirte 
Quadrat  AEFC=ABCD. 

:  DIesb  Synthesis  stimmt  bis  auf  die  knit  Spertschrift  ge- 
druckte  Stelte  wörtlich  mit>  de^ 'vorigen  flberein »  und  ebenso- kann 
auch  der  vorige  Beweis,  nebst  der  rolgerung,  wörtlieh  hier  wie« 
d^holt  werden. 
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I^<iiiiir<s  Bemerknniren  fiber  reinilllre 

■  .  Körper.  ;> . 

"     '  '  •        '      Von 

Herrn   Fischer, 

Lehrer  der  Mathemfitik  an  der  Qe^erlMdbiile  «a  Einyreiith. 
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*  *  «  *  f  a 

1.1  .  .  .  .  ,  \ 

Die.  haiitleiilierübr^lide  Kagel,  bei  regal&rcin  Körpern.   * 

Diejenigen  Lehrbücher  der  Stereometrie,  irelche  die  Lehre 
von  d^eii  fegeimä^^i^en  Polyedern  ausfährllch  behandeln  und  na- 
mentlich Toh  der  um  ^  nnd  etnbei^cbriebenen  Ku^l  sprechen ,  BoiN 
ten  doH  pasein  einer  kantenberuhrenden  wenigstens  anführen, 
EHese  Förtlerang  stfitet  sich'kuf  folgende  Grande. 

§.  1.  Wie  ei.ne  reguläre  geradlinige  Figur,  entsprechend  ihren 
zwei  Dimensiöneri  und  den  zwei  Bedingungen,  die  zu  ihrer  Exi- 
stenz erforderlich  sind,  zwei  Kreise  bedingt,  die  mit  ihr  einerJei 
Mittelpunkt  haben;  ebenso  bedingt  ein  regulärer  K'l^rper  gemäsia» 
sfiinep  drt^  PiBi0^«iQi»^ni,!  gemäss  den  drei  Bedingiioeen.^  die  seine 
Definition  enthält,  auch  drei  Kugeln,  die  mit  dem  Körper  einerlei 
Mittelpunkt  haben. 

$.  2.   lAüf  der  ÖWflKche    der    j  SJäcSÄ  )    K^fü 

f^^i  jk^j^  :iUmbescbtieb«ae Kreis J  ,  /^  „,.  t  <!  •  *i  ^  '• 
negl  der  ]         MittelFlunkt  ..  n  :  i  ^^^  Grenzflacbe;  warum  soll  ^ej^ 

embeschrii^Db,  Kreis  J<ier  ausecÄien,  warum  soll er^icbtebenfalhl 
seine  Ku^el  beanspruchen  dürfen.?  Dk  ein  Pookt  Im  Raumei  ndr 
durch  drei  Fo^'derungen  bestimmt  ist,  so  darf  .bei  dem  Mittelpunkte 
efaies  t^giiHren  Polyeders  k^e  seiner  'drei  Eigenschaßen  über- 
gangen'werden.  Em  söldi er  Mittelpunkt  gehört,'  ebensognt'Vtfl^ 
der  einer  einzelnen  Grenzfläche,  zu  den  unendlich  -vielen,  welclife^' 
in  Bezug  auf  letztern  1)  von  allerg  ihren  Spitzen,  2)  von.  allen 
ib^^n  S^dt^nllnlen^gTeichTT^it'  entfernt  sine):  V)flWu!koi;nhii;  nocn  als 
dritte  unterscheidende  Fbrdening  Wi  d^ni  eiti^ri'Pd'nkt^^  dass  er 
in  dep  ,Gi)enz«lienei  «eUbafl  liegen ^  bei- iknii  •«Bdeni»:''daidi  er  von 
der  Grenzfläche  und  andern  Ebenen  gleichWeit  entferdti^sein  soll. 


IM 


§.  3.    WMiTend  man  in  Lehrbüchern  zo  seigen  sieh  bemüht: 

„  1d  jedem  regelmässigen  Kurper  gibt  es  einen  Punkt, 
,,der  von  allen  £cken  und  Fläcnen  gleichweit  ent- 
„fernt  isf 

beweiset  man  auch  —  ohne  jedoch  letztere  Thatsache  und  insbe* 
sondere  die  aus  derselben  hervorgehende  Existenz  einer  kanten- 
berührenden Kugel  zum  H-issenschafUichen  Bewusstsein  zu  brin- 
gen —  dass  derselbe  Punkt  von  allen  Kanten  ^leichweit  entfernt 
ist.  Die  Entfemungslinie  oder  der  Radius  der  kantenberiihrenden 
Kueel  ist  so^ar,  als  Halbirungslinie  des  Neigungswinkels ,  eine 
wicntige  Hilfslinie  für  den  Beiieie  i^es  genannten  Lehrsatzes. 

§•  4.  Wenn  ein  Körper  so  beschaffen  istj  dass  ni^i\  ihm  eine 
kahteliberAhrende  Kugel  einbeschreiben  kann,  so  folgt  schon  aus 
dieser  einziehen  Eigenschaft  eine  grossere  Annäherung  seiner  Ge- 
staltung an  Kegelnlässigkeit ,  afs  wie  sie  durch  die  Zulässigkeit 
von  einer  der  beiden  andern  Kugeln  bedingt  ist.  Denn  in  diesem 
Falle  lassen  sich  offenbar  allen  Grenzflächen  Kreise  einbeschreiben^ 
deren  Berührungspunkte  durcbgehends  piaarweise  in  einem  Punkte 
einer' Kante  zusammenkommen. 

§.  5.  Noch  mehr  zeigt  sich,  in  wiefern  die  kantenberfihrende 
Kugel  inniger  mit  regelmässigen  Gestaltungen  zusammen h&ngt» 
als  jedi^r'der-beid(en  Glidern,  wenn  tean  'aBliiMfi(lt«'-dalfB-  ^hr Kör- 
per zwei  concentrischc  Kugeln  zulasse.  . 

I.  Wetin  man  einem  Körper  eine  Kugel  nmbeschceiben  and 
eine  conc^ntrische  einbesehreiben  kann,  so  folgt  .ntiri 

1)  dass  die  Grenzebenen  Figurep  sind^   den^,  sich  Kreise 

uinschreiben  lassen ,   und 

-  .  .  •*  ■■  ' • ' 

2)  ,daa»  die  Halbmesser  dieser  Kreise  glf)ic|i  sind. 

\Vohl  aber  konneu  die  Grenzflächen  , 

.    a)  unr^elmllssig,    6)  an  Seitenzahl  rersehieden  und  c)  nn- 
:  gl^h  zu  einander  geneigt  sein.'      •    .' 

Anmerkung.  Hidmr  gebort  z.  B.  jedes  senkrechte  Prisma 
mit  regul&rer  Gmndfl&die«  bei  vrelchem  der  einbeschriebene  l^reis 
der  letzteren  einen  der  Hohe  des  Prismas' gleldien  Darcbmesser 
hat  —  Jedes  also  beschaffene  Prisma :  iind  Jeder  hieh^r  gehörige 
KOioer  schiiesst,    wenn  er  nieht  einer  •  der  -  ftnf  platonfsdien  ist» 

die  lamtedherührende  Kugel  aus. .  >       , 

••■"'.  ' 

,  IL  Gibt  es  in  einem  Körper  einen  Punkt,  von  dem  au^  jeioe> 
eeine  Kanten,  und  eine,  s^ine  Flächen  faerulüende  tCug^l  siqb  con- 
stniiren  lässt,  so  müssen 

'  1)    den   Grenzflguren  sich  Kreise  einbesehreiben  lassen  von 

d^r  C.  3.  erwälpnteh  Art;    femer  müssen 

'■'••*■■  .' 

'  ^    dM: Halbmesser  dieser  Kreise  gidich  sein,  es  werden  also 
auch  :  .1 


•  •  I  I 


/ 
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3)    die  Gfeazfllidiea  gMdi  wa  einander  geneigt  sein^ 

^  Hiebe!  können  die  Grenzflächen  nur  a)  unregelmässige  und  6)  an 
Seitenzahl  verschiedene  Figuren  sein. 

Anmerkung.  Der  Art  sind  von  mathematisch  behandelten 
Körpern  das  Rhomboidal -Dodekaeder  und  das  Rhomboidat-Tria« 
kontaeder  (M.  Hirsch,  geora.  Aufg.  H.  Berlin.  1807,  Seite  192.). 
ausserdem  mehrere  Krystalle.  Kein  hieher  gehöriger  Korper  iässt 
eine  umbeschriebene  Kugel  zu.  s 

III.  Lässt  ein  ebenbegrenzter  Korper  eine  umbeschriebene 
und  eine  concentrische  kantenberuhrende  Kugel  zu,  so  sind  die 
Grenzebenen  Figuren«  welche 

1)  durchaus  gleiche  Seitenlinien  haben  ^ 

2)  einen  umbeschriebenen  und 

3)  einen  einbeschriebenen  Kreis  bestimmen ,  also  regeimSs- 
sig  sind. 

Diese  regelmässigen  Grenzflächen  können  aber 

n)  verschiedene  Seitenzahl  nnd  b)  ungleiche  Neigung 

zu  emander  haben. 

Anmerkung.  Alle  archimedischen  Körper  (in  der  angefahr- 
ten Schrift  Seite  149.  und  175.)  besitzen  die  ebenenvähntenfiigen-' 
Schäften.  Nur  zwei  (ebendaselbst  mit  VI.,  VII.  bezeichnet)  hanen 
auch  dnrchsehends  gleiche  Flächenwinkel.  — ^  Die  archimedischen 
Korper  entbehren  der  flächenberührenden  Kugel. 

Man  sieht  aus  den  Fäll^  IL  und  III.,  im  Vergleich  zu  I., 
dass  durch  die  kantenberuhrende  Kugel  eine  Folgerung  mehr,  ein 
Schritt  weiter  zar  Regelmässigkeit  bedingt  ist. 

S.  6.  Der  planimetrische  Satz:  »»Wenn  sich  einer  geradlini- 
gen Figur  ein  Kreis  um-  und  ein  concentrischer  einbeschreiben 
lässt,  so  ist  sie  regelmässig '^  findet  in  der  Stereometrie  kein  Ana- 
logon^  so, lange  der  in  6.  3.  aufgeführte  Lehrsatz  seine  gewöhn-' 
liehe  Fassung  behält.  In  dieser  lässt  er  —  als  unvoUstnädig  — 
keine  Umkehrnng  zu,  wie  aus  §.  -6.  I.  deutlieh  hervorgeht  Wird 
aber  jener  Lehrsatz  so  gefasst : 

IV.  Wenn  es  einen  regelmässigen  Körper  gibt,  so  befindet 
sich  in  ihm  ein  Punkt,  der  von  allen  Ecken,  Flächen 
und  Kanten  gleich  weit  absteht;  oder:  so  lässt  er  drei 
concentrische,  eine  Ecken-,  Kanten-  und  Flächenkugel  zu; 

so  liefert  seine  gänzliche  Umkehrung,  deren  Richtigkeit  aus  der 
Verknüpfung  der  Fälle  I.,  IL  und  IIL  des  §.  5.  hervorgeht,  in 
schönster  Weise  das  gewünschte  Analogon: 

V.    Wenn  ein  Polyeder  die  oft  genannten  drei  concentrischen 
Kugebi  zulässt,  so  ist  es  regelmässig. 

Anmerkung  1.  Wie  jedes  Dreieck  zwei  Kreise«  einen  Um^ 
und  einen  exoenkischen  Innenkrels,  ein  gleichseitiges  aber  zwei 
concentrische  zulässt,  so  gibt  es  fär  jede  reguläre  Pyramide  drei 

Theil  \I.  11 
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Kugeln  be8prDcli6fi«r  Art,  die  stets  excentriech,  mr  beini  Tetrae- 
der eoDcentrisch  sind. 

Anmerkung  2.  Noch  sind  vielleicht  folgende  UmkehrungeD 
ia  Beziehung  auf  den  behandelten  Gegenstand  nicht  ohne  Interesse. 
Ein  ebenbegrenzter  Körper  gehurt  zu  den  regulären,  wenn  er  ist: 

1)  bei  gleichgrossen  Grenzflächen,  concentrisch  nach  E^^ken 
und  Kanten ; 

2)  bei  gleichen  Kanten^  concentrisch  nach  Ecken  und  Flächen; 

3)  bei  gleichen  ebenen  Winkeln,   concentrisch   nach  Kanten 
und  Flächen; 

4)  bei   gleichgrossen    Flächen   und  Kanten,   centrisch   nach 
den  Ecken; 

5)  bei  gleichen  Kanten  und  ebenen  Winkeln,  centrisch  nach 
den  Flächen ; 

6)  bei  gleichgrossen  Flächen  und  ebenen  Winkeln,  centrisch 
nach  den  Kanten. 

Das  Aufstellen  und  Beweisen  solcher  Umkehrungeo,  deren  es  noch 
mehrere  gibt,  dürfte  eine  gute  Uebung  für  »Schüler  sein. 

§.  7.  Es  handelt  sich  nicht  um  die  Sucht  nach  A^naiogien; 
vielmehr  zeigt  das  bisher  Gesagte,  und  namentlich  die  Umkebrun- 

Sen  V.  etc.,  dass  die  kantenberührende  Kugel  in  nothwendigem 
lusammenhange  mit  den  regulären  Körpern  steht,  und  dass  dess- 
halb  der  gewöhnlich  aufgestellte  Lehrsatz  ($.  3.)  und  mit  ihm  die 
eanze  Lehre  von  den  platonischen  Körpern  mangelhaft  bleibt,  so 
mnge  dieser  Kugel  nicht  gedacht  wird. 

§•  8.  Eben  wegen  des  erwähnten  innigen  Znsaimnenbanges 
ist  man  genötbigt,  entweder  ^  was  bei  dem  Dodekaeder,  meines 
Wissens,  gewöhnlich  geschieht  —  den  Halbmesser  der  Kanten- 
kugel  selbst  zu  benützen,  oder  denselben  durch  eine  andere  Di- 
mension zu  ersetzen,  wenn  die  Construction  der  andern  Kugel- 
halbmesser  und,  bei  Ausschluss  sphärischer  Trigonometrie,  die 
Berechnung  letztgenannter  Linien,  des  Kubikinhaltes,  sowie  des 
Neigungswinkels  verlangt  wird.  Will  man  aber  ein  einzi&es,  rein 
geometrisches  Gesetz  aufstellen,  nach  dem  sich  sämmtlicne  plato- 
.  nischett  Polyeder  berechnen  lassen,  so  wird  man  bei  allen  am 
angemessensten  den  erwähnten  Halbmesser  zu  Hilfe  nehmen. 


Ein  rein  geometrisclies  Gesetz  zor  gleiekartig^n  Berechnung 
der    wichtigsten    Stücke    und    des    Kubikinhaltes    regpnlarer 

Körper. 

&  9.  Wird  Irgend  ein  KCrper,  er  sei  regelmässig  oder  nicht, 
dorengehends  von  »ikantieen  Ecken  und  inseitigen  ebenen  Figuren 
begrenzt,  nnd  ist  iS  die  Anzahl  der  Grenzflächen,  so  folgt: 
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die  Antahl  ail«r  eb«n«B  WiBkei  WssmS; 

1  971 

n        „         „    Körperecken  JB=--.TF=-iS; 

1  tu 

„        „         „    Kaoten  iP=j.  H^sE^S; 

folglich  Dach  dem  Euler sehen  Lehrsatze: 

daher  die  Anzahl  aller  Grenzfiächeo: 

2(n4-m)  — «m* 

wodurch  auch  W,  E  und  K  bekannt  sind. 

Zusatz.  Hat  ein  solcher  KOrpei^  gleicherosse  Grenzflächea^ 
ond  bezeichnet  g  den  Inhalt  von  einer  derselben»  O  seine  Ober- 
fläche« so  ist: 

^  4n 

§.  IQ.  So  gnt  sich,  dem  Torigen  ParagrMohea  gemiss,  insbe- 
sondere bei  einem  regulären  Körper  die  Anzahl  aller  Seitenflächen, 
namentlich  aber  die  Oberfläche  nach  einer  und  derselben  Formel 
berechnen  lässt,  sobald  nur  die  Beschaffenheit  einer  Grenzfläche 
ond  die  Anzahl  derselben  um  Ein  Eck  hemm  bekannt  ist,  ebenso 
gibt  es  ein  filr  diese  Kdiper  allgemein  gültiges  Gesetz,  nach 
weichem  sich  blos  unter  letztgenannter  Voraussetzung  die  drei 
Kugelhalbmesser,  der  Kubikinhalt^^  wie  auch  der  Neigungswinkel 
zwischen  den  Grenzflächen  -  eines  jeden ,  ohne  Hilfe  sphärischer 
Trigonometrie,  berechnen  lassen.  Zugleich  wird  es  durch  dieses 
Gesetz  öberflQssig,  den  elementaren  Berechnungen  nach  sewohn-' 
Itcher  Weise  ein  Construiren  oder  mindestens  ein  Vorstellen  der 
Gestalt  eines  jeden  einzelnen  KSrpers  Vorausgehen  zu  lassen,  da 
dasselbe  nur  den  ebenerwähnten  Euler  sehen  und  den  §•  6.  IV« 
aufgeführten  Lehrsatz  in  elementarer^  aber  allgemeiner  Fassung 
bewiesen  voraussetzt. 

§•  11.  Lehrsatz.  Gibt  es  irgend  einen  regelmässigen  Kör- 
per, dessen  Ecken  nkantig  sind,  so  finden  folgende  Sä^e  statt: 

I.  Die  Endpunkte  der  »Kanten,  welche  von  einem  Körper* 
eck  auslaufen,  liegen  in  Einer  Ebene  und  ihre  Vernin- 
duneslinien  -^  kleinste  Diagonalen  der  Grenzflächen,  jei^e 
=cr(in  besonderen  Fällen  Seitenlinien,  also  <£  =  a)  ~ 
bilden  eine  regelmässige,  nseitige  Figur,  Basis  des  Eckes 
genannt  Tauf  welcher  der  Halbmesser  des  Eckes  senk- 
recht steht)« 

D.    Der  Haihroesser  R  der  umbescbrlebenen  und  der  Halb- 
messer 21  der  kantenberührenden  Kugel  verhalten  sich 

11* 


IM 

ZU  einander,    wie  die  Kante  a  sam  Halbmeaier  q  der 

Eckballs,   oder  es  ist: 

R:2i=  aiq. 

Bew.  ad  I.  Es  bezeichne  A  das  körperliche  Eck ,  B,  C,D„.. 
die  Endpunkte  der  Kanten  und  M  den,  jedenfalls  vorhandenen 
Mittelpunkt  des  Körpers. 

Werden  MA ,  JUB,  MC,  MD.,,.  gezogen,   so  entstehen  lau 
ter  congruente,  gleichschenkelige  Dreiecke,  woher 

Werden  von  B,  C,  D....  Lothe  auf  MA  gefällt,  so  wird  MA 
in  den,  vielleicht  noch  verschiedenen  Punkten  F,  F',  F",.,,  ge- 
troffen. Wegen  Folgerung  1)  jedoch  und  wegen  der  Gleichheit 
der  Kanten  sind  die  neu  entstandenen  rechtwinkeligen  Dreiecke 
congruent,  folglich  findet  statt: 

2)  AF=  AF'  =  AF" .... ,  d.  h.  die  Lothe  treffen  «ich  in  einem 
einzigen  Punkte  F  des  Halbmessers  MA  und  die  Verbin- 
dungslinien der  Kanten -Endpunkte  bilden  eine  ebene, 
nseitige  Figur,  auf  welcher  luA  in  F  senkrecht  steht; 

3)  BF—CF=zDF=.,..,  d,  h.  die  nseitige  Figur,  wovon 
ohnedies  jede  Seite  =d  ist,  lässt  einen  umschriebenen 
Kreis  zu,  ist  alsq  ein  regelmässiges,  ebenes  »Eck,  mit 
der  Seite  BC^d^  (oder  a),  dem  Mittelpunkte  F  und  dem 
Halbmesser  FB=^q. 


li^Y?,  ad  II.    Bezeichnet  K  den  Mittelpunkt  der  Kante  AB, 

st  MK  die  Haupthuhe  und  AF  ei  '      " 

schenkeligen  Dreieclcs  MAB,  daher: 

MAiMK:=iABiBF. 


80^  ist_  MK  die^  Haupthuhe  und  BF  eine  zweite  Höhe  des  gleich- 

«ecKi 


Es  ist  aber  MA=zR,  dann  MK=H,  ferner  AB=a  und  BF=g, 
daher: 

0)    R:^  =  a:q, 

§.  12.    Aus  dem  Vorhergehenden  folgt  noch: 

MA^==MK^+f^~\\ 
oder 

D)    ßa  =  Äa  +  iö« 

Aus  den  beiden  Gleichungen  0)  und  DX  ergiebt  sich  sogleich : 

a 
I.    2Ä=a. JT=====  für  den  Durchmesser  der  Eckenkugel,' 

11.^  23S=5r,-7r====  für  den  Durchmesser  der  Kanten kugel. 
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Anmerkung«  Die  Gleichung  ]))  folgt  schon  aus  dem  als  be- 
wiesen vorausgesetzten  Lehrsatze  §.  6/IV.^  h<^tte  sonach  hier  kei- 
ner neuen  Ableitung  bedurft,  wenn  für  gewöhnlich  von  der  kanten- 
berfihrenden  Kugel  die  Rede  wäre.  * 


Wer 


§.   13.     Der  Nenner    Sfijfl—  q^  Ist    nichts   Anderes    als    der 
th  von  AF,   d.  h.  als  die  Entfemun«;  der  Spitze  des  kiirper- 


►rper- 


liehen  Eckes  Fon  seiner  Basis.    Man  erhält  daher  ausl.  den  Satz: 

1)  Die  Kante  eines  regulären  Polyeders  ist  die  mittlere  Pro- 
portionale zwischem  dem  Durchmesser  der  umschriebenen 
Kugel  und  der  genannten  Entfernung  AF^  dagegen  er- 
hält man  aus  Gleichung  II.: 

2)  Der  Durchmesser  der  Kantenkugel  verhält  sich  zur  Kante 
selbst,  wie  der  Halbmesser  der  Eckbasis  zur  Entfernung 
der  letzteren  von  der  Eckspitze. 

Anmerkung.  Wie  die  letzten  beiden  Sätze  auch  aus  den 
Proportionen  MAiAK=zABiAF  und  MK:AK=BF:AF  folgen; 
80  lässt  sich  namentlich  der  erstere  noch  mit  Hilfe  eines  Kreises 
ableiten ,  der  von  M  aus  durch  A  und  B  geht,  indem  unmittelbar 
2MA:AB=zAB:AF  ist  Durch  diesen  Satz  wird  es  möglich,  den 
Halbmesser  der  kantenberuhrenden  Kugel  für  die  etwaigen  Be- 
rechnungen und  Constructionen  zu  umgehen ,  wenn  man  statt  sei- 
ner die  wohl  minder  wichtige  Grösse  AF  oder  gar  (^AM^^AF) 
noch  ausser  q  in  Anwendung  bringt,  wie  solches  in  mehreren 
Lehrbüchern  bei  dem  Ikosaeder,  mitunter  auch  bei  dem  Tetraeder 
oder  Oktaeder,  aber  nirgends,  soweit  mir  bekannt,  in  consequen- 
ter  Durchführung  und  ohne  Rücksicht  auf  die  besondere  Gestal- 
tung eines  einzelnen  Körpers  geschehen  ist 

S.  14.  Bezeichnet  r  den  Halbmesser  des  umschriebenen,  q 
den  des  einbeschriebenen  Kreises  der  Grenzfläche  und  P  den 
Halbmesser  der  einbeschriebenen  Kugel,  so  hat  man  bekanntlich 
die  Gleichung: 

P^=zR?-^r^  (oder  /ä  =  ä«— ^«). 

Setzt  man  hier  den  im  vorigen  Paragraphen  entwickeitqn  Werth 
von  R  (oder  21)  ein,  so  erhält  man  weiter: 


lU 


*       ^        *  *   messer  der  ein- 

beschriebenen 
Kugel. 


-«•V  ^n^-i* 


Wenn  C  den  Kubikinhalt  eines  regelmässigen  Körpers  bezeich- 
net, die  fibrigen  Buchataben  dier  ihre  bisherige  Bedeutung  behal- 
ten, so  Ist: 


lee 


IV.    C-  J O.P *)  -  J .  2(«+OT)Lmn'^ '  I '  V  ^=^^""1? 

Zusatz.  Der  halbe  Neigungswinkel  ist  spit2er  Winkel  eines 
rechtwinkeligen  Dreiecks,  eingeschlossen  von  den  Halbmessern  2( 
und  Q,  gegenüber  dem  Halbmesser  P\   daher: 

P  3t  P 

«in{9>s=3&«  8eci9=7  •-,  tangv93s="*-  v.  s.  f. 

§.  15.  Ausserdem 9  dass  nt>2  und  n>2  sein  muss,  kann, 
schon  nach  j.  9.,  wegen  des  Nenners  der  dortigen  Brficbe,  ein 
K5rper  mit  gleichnamigen  Grenzfiguren  und  mit  Ecken  von  gleich« 
vielen  Kanten  nur  dann   bestehen ,   wenn  2(n-h'n}>nm  ist;    er 

wurde  undenkbar,   sobald  2(n  +  m)^nm  w&re.     Daher  kann  es» 

wenn  man  die  Körper  mit  convex-concaven  Ecken  nicht  besonders 
s&hlt>  Oberhaupt  nur  fönf  Gattungen  solcher  Körper  geben.  Da 
kein  Raum  von  lauter  concaven  Ecken  umschlossen ,  ein  regelmSs- 
siger  Körper  seinem  Begriff  nach  nicht  convex-concav  sein  kann» 
so  gibt  es  nur  filnf  reguläre  Körper. 

« 
In  jedem  dieser  fünf  Fälle  ist  auch  q<,ay  wessbalb  die  Werthe 

von  R,  ISi,  P  und  C  reell  sind.    Wenn  aber  2(ii-|-m)^nm  ist, 

so  Ist  auch  q~^ü,  wodurch  R,  ^,  P,  C  unbestimmbar  oder  iroa« 
ginär  werden. 

I 

Anweadungeo  auf  die  fünf  möglichen  Fälle, 

$•  16.    Anwendung    des    in    §.   IL   I.    enthaltenen 

Lehrsatzes* 

1.  Wird  ein  körperliches  Eck  von  drei  congruenten  gleichsei- 
tigen Dreiecken  gebildet»  so  ist  9t =3,  daher  die  Basis  des  kör- 
perlichen Ecks  em  gleichseitiges  Dreieck»   nnd  zwar  c^ss«^   also 

aV3     /9y_, 
9-*3"'    W  -'• 

2.  Bei  einem  körperlichen  Eck  aus  vier  gleichseitigen»  gleich 

zu  einander  geneigten  Dreiecken   ist  n=4»  daher  die  Basis  ein 

V2 
Quadrat  mit  der  Seite  d=:a  und  dem  Halbmesser  q^^arqr ,  wo- 


*)  Cr=z\O.P  folgt  anmittelbar  an«  $.  6.  IV.    al«  Zunta  und  wlid 
in  vieleo  Lehrbüchern  als  solcher  gegeben. 
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3.  Bei  einem  körperlichen  Eck  ans  fünf  gleichseitIgeD  gleich 
zu  einander  geneigten  Dreiecken  ist  n  =  ö,  die  Baciis  also  ein  regel- 
mfissiges   Ffinfeck  mit   der   Seite   d  =  a  und    dem   Halbmesser 

4.  Ist  das  kCrperliche  Eck  Ton  drei  congruenten  Quadraten 
gebildet,  so  ist  n==3,  die  Basis  des  Ecks  ein  gleichseitiges  Drei- 

V3        V6 
eck  mit  der  Seite  <2=:aV2unddemHaibmesserf=ii.'-#rsa.-7-9 


woher 


©•=•• 


5.    Kommen  endlich  drei   congruente  regelmSssige  Fflnfecke 
im  Kurpereck  zusammen,  so  ist  »=3,  somit  die  Basis  des  Eckes 

1  +  V8 

ein  gleichseitiges  Dreieck  mit  der  Seite  d=^a» — x — und  dem 


§.  17.    Anwendung  d^s  Lehrsatzes  $.  11.   IL 
resp.  der  Formeln  des  §•  12. 

a>  1 

Bezeichnet  man  im  Allgemeinen  -»37-^  = y-z-iVoitf^odeT 

-yr  mit  f,  und  nach  den  fünf  besonderen  Fällen  mit  fi ,  f^ 

/»»  /i,  /i,  so  erhält  man: 

/•»*=,     sVv6=^'  »    /i=V10+2v6; 

' — lÖ" 

"  34- VjS"" i »  "    /4=t(l+V5)V'3. 


1— 


6 


Fflr  den  DarcbmeMer  dtf  EckeDkagel  erhält  man  sogleich  2R=4if. 
Ferner  erhält  man  Rir  den  Durchmesser  der  Kantenkugel: 


in» 

OTT         j^         V3   V6  ,     ^ 

235a=?a/i=«.-2'-V2  =a; 


2Ä  ~«  r-«  (^+V5)V3    (H-V5)V3        /1  +  fV^V 
-«Ä«— y«^— «. g . 2 =^\ — 2^)  ' 

nmerkung.    Der  Factor  von  a  für  23C  sei  im  Allgemeinen 
bezeichnet,  so  dass  also  2K=av  für  alle  Fälle  gelte. 


A 

mit  f) 


§.  18«    Anw-endung  des  $.  14.,   nSmlich  der  Formel 
für  den  Durchmesser  der  Flächenkugel. 

Um  2P  2u  berechnen ,  hat  man 

4r' 
in  den  ersten  drei  Fällen— 3-= 4; 

im  vierten  Falle  ^=2,  im  fünften  ^=^±^115 

Bezeichnet  man  diese  Grösse  mit  p^,  so  ist : 

/•^«.«„5±V5     ._7  +  3v5_(3+V5)«. 
T«      Pb  =      2  *""       6       ""       12      ' 

/4*-p**=3"2=l; 

/i'-P»  =         4 5 — = — 25 — 

Bezeichnet  man  die  Wurzel  aus  jedem  dieser  Ausdrucke  mit  w, 
so  erhält  man: 

(3+V5)v3  , 
«%=* g ^  , 

»4=1; 
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Sogleich  ist  ßir  jeden  Fall  2P=aw. 

%.  19.    Anwendung  des  $.  14.  oder  der  Formel 

für  den  Kubikinhalt. 

Da  ausser  den  bereits  angeführten  Grossen  in  den  ersten  drei 
FSlleti  immer  7«=:3  vakig^a^.-j-,  im  vierten  m=4  und  gz=za^ 
und  im  fünften  m=5  und  g=:a^.l  V5(5+2V5)  ist^  so  erhält  man 

An 

zunächst  fiir  5=57 — i — ^ *d  den  einzelnen  Fällen  folgende 

Z(n-t-fn) — ntn  ° 

Werthe: 

g  „      '    '^'3 4^4 

^~2(3+3)— 3.3~^'   '^^2(4+3)-4.3~^^5 

o  4.5 j^ 4^3 ^ 

^—2(5+3) -5. 3""^'  '^*~2(3+4)-3.4"^' 

'^*""  2(3+5)^3.5""^^- 


Nun 
also: 


Va^  4r^ 


V6  V3 
Ci=".8.-^.-^.a»  =o».4V2; 

C4=i.6.1.a»  =0»; 

r  -I  ic>  V"5(50-h22V5)  V 5(6+2 V5)  ,n.^^7^/ft^ 


$.    20.     Berechnung   des  Neigungswinkels 

zweier  Grenzflächen. 

"Da  in  den  ersten  drei  Fällen  s"  =  - V3*  ina  vierten  5-=  -  und 

2o     a      %  2o    « 

1        1 

imf&nfteü  o*  =  ~  V5— 2v8  ist;  so  rechnet  man  äusserst  bequem 


sec'4<p  =  -=2X.2^=aü.2j, 


oder  auch 
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Man  erhält: 


8cci^=V3,  tg49P2  =  JV6.V3=V2; 

«eclgp|=t(l  +  V5)V3  tgi9.  =  i(3+V6)V3,V33=i(3+V5); 

»eciy4=V2,  tgi94=l; 

9tc495=J(l+V5)«V6=2V5)  tgi9)5=AV5(60  +  22V5)(6-2yß)j 

=in0+2v5  t  =4(1  +  V6)  i 

Zur  Probe  findet  man  durchaus  sec^^q)— tg^49>=:ly  so  dass 
also  die  Werthe  von  v,  tv,  sowie  von  f  richtig  sein  mAsseo. 

Anmerkung.  Insofern  die  Berechnung  von  t^  nach  §.  17.  we- 
niger Reductionen  erfordert  als  die  Berechnung  von  w  nach  §.  18, 
so  ist  jedenfalls  sec  i^  am  bequemsten  zu  finden* 

§.  21.    Constraction  des  Durchmessers  der 

Kantenkngel. 

Man  sieht  aus  ^.  17.  und  6.  18.,  dass  der  Durchmesser  der 
Kantenkugel  auf  emen  einfacheren  JZahleniverth  führt,  als  die 
Durchmesser  der  beiden  anderen  Kugeln.  Hieraus  lässt  sich  auch 
darauf  schliessen»  dass  dieser  Durchmesser  im  Allgemeinen  am 
leichtesten  tu  construiren  ist  In  der  That  gehen  aus  den  in  §.  17. 
gefundenen  Werthen  von  22t  folgende  S&tze  hervor,  die  sieh 
auch  einzeln  ßir  jeden  Körper  synthetisch  und  zwar  ohne  alle 
Schwierigkeit  beweisen  lassen : 

1;  Bei  dem  Tetraeder  ist  der  Durchmesser  22Ci  ^^r  kanten- 
berührenden  Kugel  so  gross  wie  die  Kathete  eines  gleichschenk- 
lig-rechtwinkeligen Dreiecks,  welches  die  Kante  zur  Hypotenuse  hat 

2)  Bei  dem  Octaeder  ist  21^  so  gross  wie  die  Kante. 

3)  Bei  dem  Ikosaeder  ist  die  Grösse  desselben  Durchmes- 
sers nestimmt: 

a)  unmittelbar  gemSss  der  Form  22(,  =  a. — ^ —  durch  die 

Diagonale  eines  regelmässigen  Fünfecks,  welches  die  Kante 
zur  Seite  hat,  d.  i.  durch  die  Diagonale  der  Eckbasis; 

b)  nach  der  Form  22(3  =  4a(I -f  V5)  durch  den  Durchmesser 
eines  regelmässigen  Zehnecks,  welches  die  halbe  Kante 
zur  Seite  hat. 

4)  Bei  dem  Hexaeder  ist  22{«  =  der  Diagonale  der  Grenzfläche. 

5)  Der  Durchmesser  der  kantenberührenden  Kugel  bei  dem 
Dodexaeder  ist: 
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— rt — j  80  groM  wie  die  Dia- 
gonale eines  regelniässisen  Funfecics,  welciies  die  Diago- 
nale der  Grenzfläche  selbst  wieder  zur  Seite  hat,  d.  h.  wie 
die  Diagonale  eines,  parallel  zu  einer  Seitenfläche  geführ- 
ten Schnittes,  welcher  darch  die  nächstliegenden  Ecken 
geht; 

b)  nach  der  Form  23l5g"^^"*|^^\(l-f  V5)  so  gross  wie  der 

Durchmesser  eines  regulären  Zehnecks,  welches  die  halbe 
Diagonale  der  Grenzfläche  zur  Seite  hat,  d.  h.  des  In  meh- 
reren LehrbQchern  gebrauchten  Schnittes,  welcher  durch 
den  Mittelpunkt  des  Körpers  parallel  zu  einer  Seitenfläche 
geführt  wird; 

c)  oder  nach  der,    für   die  Construction   bequemsten.   Form 

22t5=a(l-|-  '-*'-Q — )  Bf>  gross  wie  die  Summe  aus  der  Kante 
und  Dia^nale  der  Grenzfläche. 

Anmerkung.  Wie  leicht  die  andern  beiden  Kugelhalbmesser« 
sowie  der  halbe  Neigungswinkel  eines  regulären  Körpers  durch 
Construction  sich  finden  lassen,  wenn  2(  bekannt  ist,  leuchtet  von 
selbst  ein. 


$.  22.    Anwendung  ebener  Trigonometrie 

auf  obige   Formeln. 

Es  sei  7  der  halbe  Centriwinkel ,  a  der  halbe  Polygonwinkel 
der  Grenzfläche,  hingegen  d  der  halbe  Centriwinkel  der  Eckbasis, 
während  die  übrigen  Buchstaben  ihre  Bedeutung  behalten»  so  Ist: 

»  /l      1\         ,     « 

•  '     m  \2     w/  n 

Von  der  Grenzfläche  ist: 

r=la. cosecy,  Q^iia.cigy,  <2=2*a.sino=2a.cosy 

die  Zahl  p*=— ^-srcosec^y. 

Von  der  Eckbaais  ist: 

9=:ii2.cosecd=:a.sin0.cosecd=:a.cos}^.cosecd 

oder 

cos— 
q_ cosy m^ 

Ä''*"sind"^  .    » 
sm- 

Nun  folgt  weiter: 
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•   « 
^ n , 

V  cos  « .  cosf  —  +  —  J  cosf I 

▼  \m  ^  nj       \m     nj 

Bekanntlich  ist: 

iß:2l=a:9'=sind:cosy,  aUo  auch  /:t}  =  siD^:cosyy 
woher: 

cos- 
IT  cosy  m 

li.    t>  ^   y-  '  —  — 

.  Ferner  ist: 

a— /2       ^_         fiJP^^  1  .   «  cos^^ 

""  ""^  ■"''  ""sin«d-cos«y""iiP5;"'^^*STginS«— cosV 


also 


-i 


m.  cos J 

.    to  =  cotgy.-^  , 

Vsin*o — cos*y 


7C 
COS  — 


V  co8jr.cos(--  +  — ICQSl I 

^  VW»     «/       \m      ny 


Nun  sind  die  Durchmesser  der  drei  Kugehi  folgende: 

2R=za.f,    2K=a.v  und  2P=a.«?. 
Der  Inhalt  einer  Grenzfläche  ist  =l?iia^.cotgy.    Daher: 

—  .a'.cotff— 

Oman 


\tn  '  n/ 


|,  w» 
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C0tg*--C08— 

V.  c;=  J.O.io.c=Jö7n — ^i •«  •■ 

•  i2(n+m)— 4ij» 


V  «««»•«•«6+^)«»(S-^) 


if  «"Tj      jT      j"'^  • 


cotir*  — .cos— 


(m  +  «)-2       V<^»»««°»(S+?)<^»«(£-j) 

Anmerkune.     Die  Grossen und h  -  erleiden  fBr 

Kurper  mit  gleichnamigen  Flächen  und  gleichviel  -  kantigen  Ecken, 
umsomehr  tur  reguläre  Körper  ($.  15.  )9  folgende  Beschrän- 
kungen : 

-— —  I  immer  positiv»  wegen  3»  ist 
"^4")  ebenfalls  immer  positiv;  daher 

Vcos  «.cos  {  —  +  —  I  cos  ( 1 
VW     M/       \m     n/ 

reell,  so  lange  namentlich  die  zweite  Beschränkung  statt  findet, 
da  die  erste  obnedem  da  sein  muss,  wenn  man  übernaupt  nur  an 
eine  Flächen-  und  Raumbegränzung  denken  will. 

Die  Verhältnisse  zwischen  den  Kugelhalbmessiern  eines  einzel- 
nen Körpers  ergeben  sich  in  folgender  Weise: 

n 

n  COS  — 

VI.    5=5=— 5. 

sin- 
m 

n 

»cos- 

Bin— 
n 

^"'•Ä=7^=^^*S;;i.cotg-. 

Das  Verhältniss  VI.  gibt  zugleich  sin  \fp. 
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« 

Das  V«riiftltDiss  VlI.  gibt  den  Sinn«  des  Winkels  swisehen  dem 
Ihirehinesser  der  Eckenicugel  und  der  Kante. 

Das  Verhältnlss  VIII.  gibt  den  Sinns  der  Neigung  vom  Durchmes- 
ser der  Eckenkugel  zur  Grenzfläche. 

Weitere  Betrachtungen  dürften  wohl  hier  nicht  am  Orte  sein; 
wir  überlassen  sie  daher  dem  Leser. 


Heber  ein  paar  Doppelinteerrale. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlomiloh 

an  der  UaiTermtät  su  Jena. 


Unter  den  bestimmten  Integralen,  welche  die  Aufmerksamkeit 
der  Analytiker  mehrfach  in  Anspruch  genommen  haben,  befindet 
sich  eine  ziemliche  Reihe  solcher,  die  unter  den  Formen 

stehen,  ,und  zwar  sind  dieselben  desswegen  von  Interesse,  weil  es 
meistentheils  nicht  so  leicht  ist,  convergente  Reihen  für  ihre  Be- 


r  ein  paar  allgemeine  Entwickelungen  gebe,    welche 
sich  die  meisten  jener  Integrale  aus  den  einfachsten 


rechnung  aufzustellen:     Es  wird  daher  ntchi  ohne  Interesse  sein, 
wenn  ich  hie 

zeieen ,  dass  sich  ciie  meisten  jener  integrale  aus  aen  eintacbsten 
FäUen  9(0:) =1,  ^(a:)=J?,  nämiich  aus  den  sehr  bekannten  Formeln 

ableiten  lassen. 

Ich  gehe  von  dem  Doppelintegiale  aus: 


=/*^ä'^/V(*)cosxerft,  (3) 
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n9tip,  »iiMtliebe  Conslantai  als  weseetlicli  posifi?«  GrteMn  an- 
gecehen  werden  und  f{t)  eise  beliebige,  aber  innerbaib  der  Gren- 
zen t=0  bis  t=c  endliche  und  continuirliche  Funktion  beaeicbnet 
Da  unter  diesen  Voraussetzungen  die  Funktion  zweier  Variablen 

innerhalb  der  Integratiousgrftnzen  j?=Oy  a?r=  od,  <=0,  f=c  eben- 
falls endlich  und  stetig  bleibt,  so  ist  die  Umkehrung  der  Integra- 
tionsfolge gestattet  und  demnach 

«      /**>./^v  j^ /*•  co»6a:cosfcr  ,  ,.. 

Man  übersieht  nun  auf  der  Stelle ,  dass  sich  hier  die  Formel 
(1)  anwenden  iSsst,   sobald  man  das  Coainusprodukt  In  eine  Cosi- 


nnssumme  _zerlegt   hat»    aber'  man  darf  zugleich  nicht  übersehen, 

I  positives  £ 
nuthigt  uns  zu  einer  Unterscheidfung.     Ist  nämlich  erstlich  6  >  c. 


dass  Jane  Formel  ein  wesentiicli  positives  £  voraussetzt,  und  diess 


80  ist  aach  6  >  ^  wegen  der  Integrationsgränzen  l&r  t,  und  mithin 
dfirfen  wir 

cos  6a:  cos  <;r =icos  (b  -f-  f)x-|-  icos  (fi'-i)x 

setzen,  wo  6-t-^  und  b  —  t  zugleich  positiv  sind.    Man  bekommt 
dann  unter  Benutzung  der  Formel  (1)  fiir  A=zb  -t-t  und  A=6— *<: 

d.  i.  durch  Ve^leichung  des  .ersten  und  letzten  Werthes  von  S, 
tut  6>c: 

«  /»•  f  (8) 

Ist  zweitens  b<,c  (aber  natürlich  >0),  so  xerlege  man  das 
TOD  0  bis  €  gehende  Integral  in  zwei  andere,  welche  sich  von  0 
bis  b  und  von  6  bis  c  erstrecken;    es  wird  dann 

c      /^^/-/A^*  /**  cos6a:co8te  - 


■y:v(*^/*'-2f^^. 


Hier  ist  im  ersten  Doppelintegrale  wegen  der  Integratlonsgtänzen 
0  und  b,  zwischen  denen  t  liegt,  6>t  und  mithin 

eos6d7Costr=:ieo«(&-|-#)x-fioo8(6*^^;r; 
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im  zweiten  DoppeliBtegraJe  di^egen  ist  sofoige  der  Intqjnilloii«- 
grftnzen  b  und  c  jederzeit  c>^>6,  und  mitbin  muss  man  hier, 
wo  l>6  bt, 

cos  to  €08  6:e  =:  4  <^os  (f -f  6)  jr -f  l  cos  (t  ~  6)^ 

setzen.  Wendet  man  jetzt  die  Formel  (l)  an,  so  ereiebt  sich  auf 
der  Stelle  ^  w      ,  ö 

+/V(0*[£e-c.H*)+£.-.(r.*)], 
und  wenn  man  berQckslchtigt ,  dass 

ist,  so  kann  man  hieraus  die  Form 


ableiten.    Zerlegt  man  noch  das  dritte  Integral  in 

und  veigleicht  darauf  die  erste  und  letzte  Form  Ton  5,  so  gelangt 
man  zu  deip  Theoreme: 

fiir  6<e: 

=  £(«+^-K-^)/^*'-*A<)rf<  [     (6) 


Bevor  wir  Beispiele  zu  diesem  nicht  unwichtigen  Satze  geben, 
wolen  wir  erst  ein  Correlat  dazu  aufstellen. 

Dasseihe  ogiebt  sich  leidt,  wenn  man  auf  das  DoppeÜntegral 
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^^Jo    Sqii^Vo  .AO.in^dt  (7) 

ganz  die  Torif^en  TraDsformatioaen  anweadet;  der  Uoterschied  be- 
steht nur  dariD»  dass  man  das  in 

vorkommende  Sinusjprodukt  in  eine  Cosinusdifferenz  zerlegt^  statt 
dass  früher  eine  Cosinussumme  vorkam.  Man  findet  so  ohne 
Schwierigk^t 

fSr  b>c: 


(8) 


ferner 


y'**   sin  6;r         /*  * 


(9) 


Als  erstes  Beispiel  beoutzep  wir  die  Substitution  /(Q=^    in 
die  Formeio  (8)  und  (9);    es  wird  dann 
(är  &>e: 

y"**  sin  bx  .      /*  «^  sinarf 

Setzt  man  links  xt=^r,  so  geht  das  nach  t  genommene  Integral  in 

«*  sin  z 


i 


0  * 


rfr=St(ca:) 


fiber,  wo  5t  den  Integralsinus  bezeichnet«    Nimmt  man  ferner  im 
ersten  Integrale  rechts  <=: —  »  im  zweiten  f=  -,  so  wird 

Theil  XL  12 
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/9  du Z^^du     ^  P  +  ^du^^ 

und  mitteist  dieser  TransforiDatioDen  haben  wir  jetzt 

I 

Die  Formel  (V)  dagegen  giebt  als  Werth  desselben  Integrales 
im  Falle  6  <  c : 

IC 

Hier  geht  die  eryte  lotegraldifferenz  tOr  i^-^  Aber  in 

y^^du  P^du  P^du 

Die  zweite  Diflferenz  verwandelt  sich,    wenn  man  im  ersten  Inte- 
grale (  =  -,  im  zweiten  <=  —  ^  setzt,  wie  folgt: 

0      tt  ^  J  .^^  u  J  -ab  u 

^y  — <i4  U  ^  ac     u 

und  vermöge  dieser  Transformdtlooen  wird  jetat 
(är6<c: 

_  £[e-a»ft-(e+'*)-«+'*'«(e-**)] 


ff 


+^  [«^ -«--*]«(*— ) 
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Geht  man  noch  mt  Gr&oae  (iSr  unendlich  wachsende  er  fiher 
und  erinnert  sich,    dass 

Lim  5j(cjr)=:  S£((3D ) :=a  * 

Limß(u-«)=/i(0)=0 

ist,  so  gelang  man  sn  der  sehen  bekannten,  flir  jedes  positive  a 
uad  b  geltenden  Formel: 


i 


*  5^'^=i[«-*«(<^)-*+*«(«-^)i- 


Ein  zweites  bemerkenswerthes  Beispiel  liefert  ^die  Annahme 
c=oo,  f(f)  =  tf^^y  wobei  die  Formel 

t/  o  •^'^ 

in  Anwendung  gebracht  werden  kann.    Die  Formel  (6)  giebt  jetzt 

„,  .        ,        /*•  cos  Aar  dx 


Bezeichnen  wir  nun  wie  folgt: 

0 
0 


so   folgt  ffir  nz=zat,  k^^ab: 

0 


f. 


und  so  erbalten  wir  jetzt  ohne  Schmerigkeit 

y'»«  cosbx  dx _ne+9*  +  <-«*        , 

WO  man  nun  Fi  und  /^  leicht  in  convergirende  Reihen  verwan* 
dein  kann. 

12« 


*  * 


IBO 

Die  Former  <9)  giebt  in  Shnlicher  Weise 

y'^*  sinbx  dx      3te-H»*— e-«* 

Von  besonderem  Interesf»e  ist  der  Fall  fA=l,  wo  r(f*)  =  V  « 
wird;    maa  hat  dann 

Z'*   cos  Aar  dx n  c+'^+c~?* 

y"'?  sin  6a;  :<ia?. ff  g+ot-^e:^«* 

+  ^2      4aV^  ~2      4oV^ 

•   I 

Setzt  man  a^,  6^>  2^,  ^  für  a^  by  x,  tc»  so  erhält  man   hier- 
aus noch  * 


4«»V^2 


t/o       «Hi*  4a3V^2\  .... 

+  -^^<j-w*  /'"*^^«+''— rr^*^^**^'  /*"*€//«-'•. 

4a»V^2  t/o.  1  4a"V^2  t/ o 

Bemerkenswerth  ist  hier  noch,*dftsi^  die  Differenz  beider  Inte- 
^ale  eine  algebraische  Grosse  (im  Sinne  AbePs)  darstellt. 


:.i 
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Vntersachiui^eii  fiber  die  Vheoreme 

Ton  Cotes  und  nf  olvre. 

Von  dein 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  GjnnMiuni  in  Stralsund. 


Es  ist  bekannt,    wie  man  durch  die  Theorie  der  imaginären 

Form  d(cos 9  +  V  — 1  sin q>)  zur  Kenntniss  der  säromtlichen  imagi- 
nären Wurzeln  der  Gleichtlng  a;"  +  l=0  oder  a:»  — 1=0,  und  da- 
durch zur  Zerlegung  der  .FuDctiooen  a;"4^1,  ai^  —  l  in  Factoren 
ersten  Grades  gelangt.  Werden  je  zwei  conjugirte  imaginäre  Facto- 
ren durch  Multinlication  zu  einem  reellen  Factor  zweiten  Grades 
vereinigt,  so  ernalt  man  eine  Darstellung  jener  Functionen  durch 
ein  Product  aus  reellen  Factoren  des  ersten  und  zweiten  Grades. 
Diese  Herleitung  des  Cotesisclten  Theorems  ist  zwar  höchst  ein- 
fach, aber,  da  sie  auf  imaginären  Betrachtungen  beruht,  nichts 
weniger  t^ls  elementar,  weshalb  eine  Herleitung  phne  Hülfe  des 
Ima^inäre.n  fliesen  Gegenstand  dem  Anfanger  vielleicht  zugäng- 
licher macheq  durfte;  denn  wenn  es  ihm  auch  keine  Schwierig- 
keit niä^bt,  mit  imaginären  Formen  zu  reebnen,  so  versteht  er  da- 
mit doch  noch  nicht  die  Bedeutung,  derselben,  ^'ie  wii*  überhaupt 
eine  lichtvolle  Theorie  über  das  Wesen  des  Imaginären  wohl  nocli 
zu  erwarten  haben.  '  Die  Darsteflungsmetbode ,  welche  ich  auf -den 
Cotesischen  Satz  anwende,  wird  sich  auch  auf  den  -Moivreschen 
Satz  äv^delbo^  lassend;  *  eine  Herleitung  des  letztem  ohne  Hülfe 
des  Imaginären  ist  übrigens  von  Göpel  im  VI.  Bande  des 
Archivs  Seite  102.  ff.  bekannt  gemacht. 


§.  1. 
Zerlegung  der  Function  Xisz^e^^-i-l. 

Es  sei  x* — aa:+ß  ein  trinomischer ,  Divisor  der  Function 
jr"-f  1,  der  sich  nicht  in  einfache  reelle  Factoren  zerlegen  lässt; 
dann  rnoss»  wie  aus  der.  Gleichung  a?*-^aa?  +  /3=(a: — J«)* — (\a^ — ß} 


]»2 

r 

hervorgeht^  ß  positiv  und  zugleich  icfl^ß  sein.  Um  a  und  ß  zu 
bestimmen  9  setze  man 

multiplicire  zu  beiden  Seiten  mit  dem  Nenner  linker  Hand,  ordne 
rechter  Hand  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  und  identificire 
beide  Seiten  der  Gleichung;    dann  erhält  man  folgende  Relationen: 

As^aA^  —  ßAi, 

•    «•••• 

1=  ßA, 


Der  Coefficient  ß  iässt  sich  sogleich  bestimmen^  wenn  man  a 
zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden  Relationen  eliminirt  Es 
kommt  nämlich: 

A^*-A,A,=ß(A,*-A^     =P, 


In  Folge  der  letzten  Gleichung  muss  /}  =  1  sein,  wenn  n  un- 
gerade; wenn  n  aber  gerade,  so  kann  es  zwar  sowohl  :=:1  als 
=  — 1  seih,  indessen  hat  man  auch  hier  /}=!  zu  nehmen,  da  es 
nach  dem  Obigen  positiv  ist.  Es  ist  also  ^=1,  folgKch  wegen 
der  Gleichung  ßAu-%=\  auch  A,t-^^^\.  Enminirt  man  nun  ^  und 
aus  den  obigen  Gleichungen,  so  erh&lt  man 


Ai  =«, 
A^^=^aAi  —1, 
A^  soily— 'il|. 


(2) 


1  =  tiAn'-»%  *^  A\ 
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Beaütmt  v^n  aus  diwm  Betottonen  rackwSito  «4»^/  4 
^M-Af  etc.,  so  erhält  man  leicht 

und  in  der  Reihe 

sind  folglich  je  zwei  von  den  Enden  gleichweit  abstehende  Coeffi- 
'cienten  einander  gleich«     Auch  liegt  dies   ganz  in  der  Natur  der 

Sache;    denn  wenn  man  in  (1)  .t=-  setzt ,  so  findet  man 

ond  die  Verglejchung  dieser  Relation  mit  (1)  fiSbrt  unmittelbar  zu 
der  im  Vorhergehenden  angezeigte«  Gleichheit  der  Coefficienten. 

Die  unmittelbare  Bestimmung  der  Grossen  Ai^A^,  A^^^^An-B» 
a  aus  den  Relationen  (2)  durch  eewOholiche  Substitution  fCfart  mvs 
]eden&l|s  zu  einer  hohem  Gleichung;  es  lassen  sich  aber  Inde- 
pendente  Ausdrucke  für  dieselben  finden,  wenn  man  a=i2cosq> 
setzt,  was  jedenfalls  erlaubt  ist,  da  oacb  dem  Voiliereehenden 
io'<l,  folglich  a^<4,  und  der  absolute" Werth  von  a  kleiner  als 
2  ist 

Die  Benutzung  der  bekannten  Formel 

sin  (n  + 1)9 = 2  cos  q)  sin  ng> — sin  (n — l)^ 
giebt  nach  «ind  nach 

.        ^  sin  2<p 

2li=£^2cosa>  =  — ; —  > 

*  ^       sin  <p 

^  2  cos  y sin  2y -■>•*- siiiy     sjn3y 

*  sm  q>  sin  ^ 

2  cos  y  sin  3y  —  sin  2y sln4<y 

^  sm  q>  sin  q> 


(3)   . 

.  sin(n--2)flp 

Au-^ '^^ — '•  iL.''  "     » 
sm  ^ 

1      sin  (n  —  1)  y 
8inq) 

*      smy 

Aas  den  beiden  letzten  Gl^icIiungeB  ergfebt  skh  der  Whsl:^ 
^,  nimlidi 

(4)     9=  --'—«, 


wo  k  eine  absolute  ganze  Zahl  bedeutet.     Die   Reclimnig  giebt 
übrigens   9>  =  ± «,  indessen  hat  das  Vorzeichen  auf  cos  g) 

keinen  Einfluss ,    weshalb    es  weggelassen   werden  darf.      Somit 
wissen  wir  jetzt  ^  dass  die  tnnomische  Form 

2*  + 1 
(5)    a:^--2xco8=^^-n  +  l 

ein  Divisor  der  Function  :r"  -f  1  ist ,  und  kennen  zugleich  die  dem. 

Quotienten  qTTÄ gleiche  ganze  Function  von  x, 

j?*— 2arcos. «+1 

n        '  '  - 

wobei  noch  zu  bemerken «    dass  der  Zähler  in  dem  Ausdrücke  vod 
Ap^i,  nämlich  sin  ^9= sin — ^^—pn  am  zweckmassigsten  auf  die 


rfn  —^pn^  sm  (^w  +  — )  =  (^  l)n  sin — • 

Sollte  ^>Jn  sein,  »o  kann  man  auch  sin statt  ein- 
nehmen, wo  dann  n^-^'^in  ist« 

Aus  dem  Ausdruck  (5),  in  w^elcbem  k  eine  beliebige  absolute 
ganze  Zahl  ist,  sieht  man,  dass  es  mehrere  verschiedene  trino- 
inische  Divisoren  von  or"  -|- 1  giebt.  Diese  sämmtlichen  Divisoren 
sind,  wie  leicht  erhellet, 

a^ — 2a:cos  —  +  1,  a*— 2a7Cos |-l,....a:*  — 2:rcos^ ^-+1 

ßlr  ein  gerades  n,   und 

a:*— 2arcos — 1-1,  a>*— 2arcos — +1 ar*  — 2arcos ^+1 

ft  n    .  ft 

filr  ein  ungerades  n,  die  Anzahl  derselben  also  im  ersten  Falle 
gleich  ft,  im  andern  gleich      ^  ■  > 

Demnächst  ist  nun  die  Zerlegung  von  a^-t-l  in  Factoren  leicht 
zu  bewerkstelligen ,  wenn  man  nur  ßlgenden  Satz  von  den  ganzen 
Functionen  berflcksichtigt:  „Wenn,  indem  Z,  Z',  iV  ganze  Func- 

tionen  mit  reellen  Coefficienten  bedeuten ,  die  Bruchform  -^  eine 
ganze  Function  ist,  und  N  und  Z  eine  Constante  zum  gtSssten 
gemeinen  Maasse  haben,  so  muss  -^  eine  ganze  Function   sein/' 


im 

Dieser  Satt,  dessen  Beweis  ich  hier  tfiergehen  darf»  findet  An- 
weodimg  auf  das  Obige. 

Zuerst  sei  X^^x^  + 1  =  (^  —  2a7  cos  — h  1)-Xt  >    ^^   ^i    ®***© 
ganze  Function  vom  (n— 2)ten   Grade  ist;    nun  ist  das  Product 

rechter  Hand  durch  o;^— 2:rcos — -f  1  tbeilbar»    folglich  Xi  durch 

n  . 

diesen  Factor  theilbar.    Man  kann  also  X  =:(;r*-^2a:cos — 1-1)2^ 

•      '  n 

setzen,  und  erhält  dadurch 

J— (^«-.2arcos^+l)(a:«— 2arcos^+l)Ji, 

wo  X^  eine  ganze  Function  vom  (n  — 4)ten  Grade  ist.  Diese  Zer- 
legung iSsst  sich  für  ein  gerades  n  offenbar  so  weit  fortsetzen, 
bis  der  letzte  Factor  eine  Constante  wird,  und  diese  muss  =1 
sein,  da  das  höchste  Glied  in  X  die  Einheit  zum  Goefficienten 
hat.  Ist  n  ungerade,  so  setzt  man  die  Zerl^ung  fort,  bis  man 
auf  eine  ganze  Function  des  ersten  Grades  kommt,  von  der  Form 
x-^jn,  und  zeigt  dann  leicht,  dass  x-i-m=x  +  l  sein  muss.  Da- 
her hat  man 

j:«+l=(ar«-  2x  cos^  + 1)  (a:«— 2jr  cos  ^^+l)....(a;«— 2a:cos^5^^+l) 
ßlr  ein  gerades  n,  und 

ai^+i=:(x^\)(x^2xcoa-+l){a^-2xcos^  + 1).... 


fiir  ein  ungerades  n. 


(ar« — 2a:  cos  ^ ^  + 1) 


§.  2. 
Zerlegung  der  Function  X=x^. — i. 

Man  setze,  um  die  reellep  Divisoren  zweiten  Grades  zu  finden, 

and  bilde  daraas  die  Gieichangen : 

Bt     =yBi-S, 
Bt     =yB^-SBi, 


B,-t  =  yB,-,—iB, 
0        =yÄ._,— «fi,_, , 

—  1      ^  oßn—t' 


\ 


im 

M«B  erbalt  ähnlich  wie  in  (.  L 

folglich,  da  d  positiv  Ist,  ä=1;  ferner,  wegen  der  Relation 
— 'l=oöi_j,  gg  gss — 1;  mithin 

l       0    =y.--l  — Ä,-.3. 
Bestimmt  man  rückwärts  Än-3,  Ä-^,....,  so  erhält  man  leicht 

und  in  der  Reihe  ' 

ist  folglich  die  Summe  von  je  zwei  von  den  Enden  gleich  weit 
abstehenden  Gliedern  gleich  Null.  Dies  erhellet  übrigens  auch 
leicht  dadurch,    dass  man  die  Gleichung  I)  durch  die  Substitution 

.r=  -  transformirt. 

Setzt  man  mm  yrrJces-^,  was  erlaubt  ist,  so  erhält  man,  wie 
in  §.  1. ,  nach  und  nach  , 

/    „  sin!:!^ 

^  sin  3^^ 

»         sm*^ 

I?      _sln(n~2)t/r 
•  sini/; 

-         8in(M — l)t/; 

-•- 1   =         , ' — ' — > 
sint^ 


3) 
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« 

und  aan  den  beiden  letzten  Gleichung^ 

2kjt 


4)    if^  = 


n 


wo  A  eine  absolute  ganze  Zahl  mit  Ausschluss  der  Null  bedeutet. 
Die  trinofDisclMii  DiviaereB  v^n  x'^ — I»  weiche  in  der  Form 

-.     ^     ^  2kn  ,  . 

begriffen  sind,  werden  also  sein 

«•-2«cos^+l,a:«— 2arco8  — +  l,....a:«~2arcos^^^+l 
n  *  n  u 

Gir  ein  ungerades  »«  und 
ar*  — 2a:cos Hl,  Ä*--2a;co8 — i+l,....a:* — 2a:cos ^+1 

fär  ein  gerades  n. 

Beachtet  man  nun ,  dass  im  ersten  Faiie  die  binomische  Form 
x  —  lf  im  andern  die  beiden  binomischeD  Formen  o:— 1^  op-^-l 
Divisoren  voo  af^  —  l  sind^  so  wird  man  leicht  folgende  Zerlegung 
eiiialien: 

«•-  l=(ar-l)(«»-Ärco8— +l)(a:«-2arco8 — hl).... 

....(*»— 2a:  cos  ^^^^  + 1) 
für  ein  ungerade«  n,  und 
«»—1  =(x- 1)  {X  + 1)  (ar*— arcos  ^  +  1)  (te*— 2a:cos --+1).... 

....(;r«-  arcos  ^^ ^  + 1) 


fär  eio  gerades  it. 


§.  3. 


Setzt  man  in  den  €ileichiiiiffen  (I)  und  1)  für  die  darin  vor- 
Icommenden  Grüsaen  iiire  Wetwe>  eo  erhält  man  zwei  Formeln, 
welche  in  einer  lieloNinten  Formel  ite  spedefie  Fälle  enthalten 
siiid.    Diese  For«iel  ist  nämlich  folgnide : 

sin^  +  arsin2d+a:*sin3^+....+a:«»-«sip(n-l)^ 
_  sip «<»  —  af^^sin  nd^  +:!:"  sin  (n  ~  1)  ^ 
""  x^-ixcoa^+\ 
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Dieselbe  geht  nach  einfachen  Redactionen  in  (l)''öder  1)  ^ber; 
jenachdem  man  S-  =  ^ -— ,  oder  ^  =  —  setzt.  Die  vorher- 
gehende allgemeine  Gleichung,  deren  Herleitun&;  ohne  HGlfe  des. 
Imaginären  aber  wohl  nicht  ganz  einfach  sein   dürfte,    kann  also 

ebenfalls  zum  Nachweis  dienen»  dass  «••*-2a:eo8 -7-*— **»+ 1» 
.r*— 2arcos 1-1  resp.  Divisoren  von  J5*  +  1,  x"— 1  sini 


n 


§.  4. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  die  Losung '  folgeniier 
Aufgabe : 

Man  soll  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  der  trinomi- 
sehen  Factoren 

J7*— ar+1  oder  x^ — y^+1 

von  af^-\-l  oder  af^ — 1  die  sämmtlichen  Werthe  von  aoder 
7  durch  eine.  Gleichung  darstellen. 

I^  Bezug  auf  die  Function  jr^-fl.  muss  diese  Gleichung  vom 
(rtjten  oder  vom  f-^— jten  Grade  sein,  jenachdem  n  gerade 
oder  ungerade^  in  Bezug  auf  die  Fuilction  al^  —  i  aber  wird  sie 
vom  ( — ö~")ten  oder  vom  ( — s~  Jten  Grade  sein,  jenachdem  n 
<i^erade  oder  ungerade  ist. 

Bestinunt  man  mittelst  der  Relationen  (2)  die  CoefBcienten 
Ai,  A^,  A^,..,,  durch  gewöhnliche  Substitution,  so  findet  man 

Ai=a, 

^4  =  ««— 4a' +  3«, 

U..S.   w.  f 

Der  Gang  der  Eiitwickelung  zeigt,  dass  bei  diesen  Werthen 
die  Veneichen  der  Glieder. abwechseln,  und  die  E»oD(önten.  yo» 
a  stets  um  2  abnehmen ;  der  Greübte  wird  ferner  imch  das  Gesets 
entdecken,  welches  die  numerischen  Coefßcienten  der  Glieder  be* 
folgen.     Es  ist  nämlich  allgemein 

[1]    A,=<a>- (p— l)i  oP-«  +  (p-2)a«P--«— (p-3),  «*-•+ 

die   Reibe   so  weit  fortgesetzt,    bis  sie  von  selbst  abbricht    Die 
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Richtigkeit  dieser  Gleichung  kann  a  posteriori  durch  die  Bemoul- 
lische  SchlussTt^else  dargetfian  werden.    Für  a=^  2  cos  9)  war  aber 

nach  dfer  obigen  Entwickelung  Ap=  '"  |^  .^ » .  folgli^  Jia^  Hian 
die  Gleichung 

wo  a  =  2cosa>  ist., 

•         ,  - 

Diese  Gleichung,  nach  welcher  die  Function  linker  Hand  nach 
den  Potenzen  von  2  cos  9  entwickelt  vnrdy  ist  bekannt.  Man  ge- 
langt zu  eben  dieser' Gleichung ,  wenn  man  von  den  Relationen  2) 

w  —  2 
ausgeht  und  dann  y=:2cosif;  setzt.    Für  pz= — 5—,  won^erade» 

'  *  '  ft 
wird  nun  in  [2]  8in(;?-fl)^=sin20»   und  dieser  Ausdruck- Ter- 

sch windet  für  w  =  — ,   — ,....i — ,  weshalb  die  sämmtlichen 

^      n       n  n 

Werthe  von  a  in  dem  trinomischen  Factor  ^ — aar-|-l  von  o:" — 1 
durch  folgende  Gleichung  vom  ( — 5—  Wn  Grade  dargestellt 
werden : 


m  >--(=^-.)..=i^ 


"^"•+....=0, 


wo  n  eipe  tgerade  Zahl  ist. 

Für  w:i=ld  z.  B.  ist  diese  Gleichung  «*— 3«a  +  l*:6i,  und 
ihre  Wurzeln  sind  2cosi;r,  2cos|7r',  2cos*7e,  2cosf:s.  Die  Auf- 
lösung der  biquadratiachen  Gleichung  giebt 

«=±V(i±SV5), 
und  folglich  ..  ,  .../.. 

2cosJ;r=    V(|+4V5),  co»i3r=    0,809;       ' 
2co8S«=:    V(jT-iV8),  cos»3r=  ,0,309; 


:zco8fs=:  y^ir-tTö;,  cosj3r=  |U,dU»; 
2cos|V=- Y Ör JV  B),  cos|5f=~0,309; 
2 cos |»=— V  (^+  iV 5),  cos l«=-0,809. 

Um  die  Gleichikig  zu  finilen ,  deren^  Wurzeln  die  Werthe  von 
o  in  dem  der  Function  x*^)-!  zugehörigen  Ausdrucke  för  ein  gera« 

des  nsind,  beachte  man,  Aslss  Ap  —  Ap-^=: ^ . 

=2co8p9),  folglich,   für  -4j,,   Ap^  Ihre  Werthe  aus  [^  gesetzt, 
wie  man  leicht  nndet, 

[4]    2co8p9=«p  ~/iaP-«+  ip(p— 3)i  <»»-*—  Ip  (/>^4^<rf-«+i.i.'  ' 
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Für  p=z  ^^  wo  n  gerade,  wird  008/99=00809,  und  diese  Fune^ 

tlon  rersdiTTindet  für  9=-»   — ,..:.L — ^;    folelich    bat    4ie 
Gleiohung 

die  Wurzeln 

_        iK    ^       3n;    ^       5«       -,       (n  — 1)» 
2cos  — ,  2oo8 — ,  2cos — ,....2eos^ •— 

I      fär  ein  gerades  n. 

Es  sei  z.  B.  nz=zlQ.    Die  Gleichung   ist   o«  -  5a>  -^  5a  =  0, 
oder  a(f^ — 6a^-^-6)  =  0,  und  ihre  Wurzeln  sind: 

2co8A^=    V(i  +  4VÖ), 

2cqi9r*o«=;     0, 

2co8/oW=-V(l"-;V5), 

2cosA9=:-^V(^+iV5). 

Ist  femer  n  ungerade,  so  ist  nacn  dem  Obigen  A^^%=^Af^^i; 

/  ^  ~i"   ,        2 

die  Gleiobung  ^„_,  —  A^_^  =  0  *vird  nach    [1]   vom    f  — o"")*«** 

Grade,   und   sie  wird  daher  alle  Wertbe  von  a  hk  dem  der  Foiie- 
Iftn  äi^l   zugehorenden  trioomischf^  Faotor  enthalten«     In  der 

sin  — ^  9  —  sin  "^^9     cos  ^9 
That  wird  4^-4^  = ^^ =^5^'"°^^»^ 

ser  Ausdruck  verschwindet  ftr  9=—  ,    —,....  — - — .  Di«W«r- 

II         w  it 

zeln  der  Gleif^hm^g 


•••i 


-.--+(t-'-.).«^--(^-).«^-'+-^ 

sind  folglich 

»  •   • 

o       ^    o       3«     ^      5w  («—2)» 

2cos--,  2cos-r»  2co8---5....2cos^ — ~^ 
n  n  n  n    ^ 

.wenn  n  ungerade. 


IM 

Für  tt  1=6  8.  B.  ist  die  Gletehung  o*  — ^a  -«^  1  3: 0»   uml  ikre 
Wuizdo  flind 

3co6|ir  =  i  — iV5.     I 

Diese  Ausdrücke  eigoen  sich  übrigens  am  besten    zur  geo- 
metrischen  Eiotheilung  des  Kreisumfaogs  in  10  gleiche  Theile. 

F*  «  =  7   ist   «^  —  «a  -  2«  +  1  =  0,    uiid  die  Wurzeln  sind 
2coS)3v,  2cos73iF>  2cosf;r. 

Endlich  ist  für  die  Function  or^-^I  nach  dem  Obigen 

.     ?lrf  1       ,     ,    ft^J 

Sin  — rt-  9>  +  sm  —^^ 
JB^i+B^^=0;  femer  Ä^^+l^,  = 


d  2  2  8 

.     « 

Sin  «r  9 


smg) 


=  0 


sinjg) 
und  die '  Gleichung 

hat  folglich  die  Wurzeln 

^       2sc    ^      in  (n— 1)« 

2cos — ,  2cos — ,..,.2cos^ ^~» 

n  n  n 

Trenn  n  ungerade. 

Z.  B.  fik  91=6  kommt   die  «Gleichung  a*4-o~^i=0,   deren 
Wurzebi 

2cos|Ä=:^i+iV5, 
2cosf9r=  — 4— iV5. 


§.  5. 
Ueber   den   Moivreschen   Satz. 


2^y49=^(9 — p)*—(^—a)r  weiche,  wenn  «  negativ,  oder 
wenn  ^  poeitiv  and  gugteioh  y>*>  y  ist,  sich  in  die  reellen  ein- 
fachen Factören  y— p  +  V/)*— ?,  y— p-— V^p«  — y  zerlest.  Ist 
also  p* — QT  eine  positive  Grosse,  so  hat  die  Function  x^*—§fMd^^ 
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die  reellen  Factoren  a^  —  (/> — Vj»*— y),  j*  —  (p  +  Vp*-— ^ 
ivelche  nach  dem  Vorhergehenden  leicht  m  reelle  binomische  und 
trinomische  Factoren  zerlegt  werden« 

Wenn  nun  aber  q  positiv j  p^<^q^  aUo  Vp^ — q  imaginär,  so 
sei  ar=flr2"z,  also 

p 
man  setze  femer  -^=cos<7,  was. wegen  p*<y  stets  erlaubt  ist, 

so  kommt  x^^ — 2üa?"+5=5r(22«  — 2cos^2:"+l)>  und  wir  haben 
uns  also  mit  der  Function 

zu  beschäl^gen. 

Es  sei  x^ — ax  +  ß  ein  trioomischer  Divisor  der  Function,  so 
dass  ß  positiv  und  ia^</?  ist,  und  man  setze 

x^  —  2cosgx^  +  1 
x^ — ax-^ß 

Manierh&lt  hier  folgende  Relationen  zwisilien  deiiNunbesfiaiinten 
Coefncienten :  \  / 

d  .  .  .  ,  ; 

A^      =aAi—ß,' 
A^'      =^aA^'-ßAif 


•  'T   •• 


An       =  a4n-i — Mn-Ä — 2  cos  ^r , 

F 

Ani-1   =€iAn — ßAn-i9 
-4« +a   =  CcAn+i  ~  ß^n  9 


A^n~2=^  «^  2«—  8  —  ß-^  '-i*—  ♦  f 
0=a-42ii— 2  —  ßA%n^z  , 


Nun  läiMt  sich  zunächst  der  Werth  von  ß  dadurch  finden,  dae(« 
man,  die  Relationen  von  Unten  nach  Oben  hin  benutzend ,.  die 
Grössen  A^n-^^*.  A^n-z»  ^2n--4y—<  successiv  bestimmt  Es  kommt 
nämlich  '        .,     , 
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""»11— a  —  5  » 


^  _  «^g«-»      ^1?-«— ?^LZU? 4* 

Aaf  diese  Weise  kommt  man  zuletzt  auf  die ,  GidchuDg 

4i-,=-J=^,  oder  2l_i(/5«-I)=0, 

folglich /^~]=0,  daher,  weil /5  positiv  ist,  ß=l.  Wogender 
Gleichung  l=:ßA2n^i  ist  daher  auch  2lsn-.«=l.  Eliminirt  man  jetzt 
ß»  A^w--^  aus  den  obigen  Gleichungen,  so  erhält  man 

Ax     ^a, 

A^     =aAt  —  if 

A^     r=aA^  —  Ai, 


•    •     •         ■    • 
f. 


Am  %  =  (tAn—^  —  An-^  » 

^*^  \  An     =«J«-t— -4»^^— 2cosy, 
Ait\-i^aA»^Af 


ferner  i^i^^i^sa-g,  <^a — A^n.~^,^.An^^^=^An ;  d«  h.  es  sind  in  der  Reihe 

Alt  A^f  A^f.4.,A2n'^(^9  A^nr^9  A* 


je  zwei  von  den  Enden  gleich  weit  abstehende  Glieder  einander  gleich. 
Um  diese  Coefficienten,  so  wie  a  zu  bestimmen,  setzen  wir  cc=2cos9; 
dann  erhalten  wir  zuerst  wie  bei  dem  Cotesischen  Lehrsätze: 


(«) 


At 

"~  sin  9  ' 
^  mmp  * 

An^ 

sinn^ 
-1=  -;««,» 

sm^ 
Theil  II.  13 
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sodann 


.             sin(n  +  l)y 
An       = — ^-; ^-^— 2cosa. 

.  sin(n  +  2)cp      .  8ln2a7 

(d)  <  ^8in(n4-3)y  «».3g^ 

'       ^*  Sing?  ^  siny 


f^       sin  (2«— 1)9     ^  sio(n  —  l)<p 

Sin  (p  *^       sin  ip 

^      sin2ita>     ^  8inn<p 

U= — 5 — - — 2C087-T • 

sing?  *^  Sing) 

Die  letzte  Gleichong  reducirt  sich  auf 

(/)    cos  n<p  —  cosj7=09 

# 

und,  da  in  Folge  dieser  Glelchuug  auch  die  vorietzte  der  Glei- 
chungen, (e)  erfüllt  wird,  wie  man  leicht  findet i  so  kaoo  q>  aus  (/*) 
bestimmt  werden^  und  es  folgt  daraus,  das6 

x^n — 2co8n(paP+i 


a:''—2co6q>x  +  i 

stets  eine  ganze  Function  ist.    Auch  hat  man  für  die  letztere  fol- 
genden Ausdruck:  i 

sing?  smg> 

811132  «In25 

....    ^  !siB,<p  .   ^  ^in^    ■/. 

Lost  man  jetzt  die  Gleichung. ,(/)  auf «  jso  kp^nunt 

•      .  ft»  2Ä:jr  +  ö 

folglich    sind    feämmtliche    tfinomtscfae    Diviisoreh    der    Function 
j;2n — 2 cos ^o:" -hl  >D  ^^1^  Ausdrucke 

ig)    a:a^2.rcos?^^^.fl 

enthalten.     Es   ist  vorstehend   nachgewiesen ,    dass   An  =  Au-^ 
An4.i=:An-^9  u.  s.  w.^    und  in  der  That  findet  man  leicht,   dass 

die  Ausdrücke  (d)  bei  der  Annahme  w  = ^^  der  Reihe  nach 

9t 
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niK  de»  i»-«*8.e»«t€sii  in  (ti)  säMmme*fallen.    Deshalb  kann  man 
den  QQotieiiteB  der  Division  ao  darstellen:  ^ 

/k\        ar««— 2a?»cos^+l   • 

ar«  —  %cco8 ^=^  + 1 

n        ' 

wo  An^l  der  mittlere  Quotient ,  und 

j       _8in2y 
*  sm^) 

j  sin  3^ 

'  sm^ 


(t)  \     .       _sin(n  — l)y        ' 

^-« — aü?"^ 

.      _riniig>     ,  sino 
*•       sintp         8\uq> 

Un±g 

Die  sSmmtlichen  Divisoren  sind  Ci^=0,  1,  2,....  gesetzt)  fflr 
ein  ungerades  n: 

0?* — 2a:cos^  +  l; 

a:«--2arcosH^^iÄ+l,  a:»--2a:cos?^!^^^+l; 

9t  91 

91  91 

91  '  n  ■    ' 

Ar  ein  gerades  9t: 

o?»— 2arcos^+l; 

9t    "       ' 

:g*— 2:a?cos   ^    -^+1,  «•~2a?cos-^^^^  +  l; 

9i  «       '     ' 

4;'^2^ces — — ^  +  1,  o:*— 2:i?cos ^+1; 

9t  91  '       ' 

s. 

•    A         (»•— 2)98+g  .  -      .     rt         («— 2)«— AT.  ^ 
««— 2a:cos^ ^       '^  +  1,  «'— 2a:cos^ ^+1; 

9t  91  ■       * 

^— 2a:cos^^!^i2+l==j:«+2a:cosf^+l. 

13- 
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Aehnlich  wie  bei  dem  Cote«biehen  »Satze  zeigt  nUM  Bnti  leidig 
dass  in  dem  einen  oder  andern  FaMe  die  Function  x^'^^b^eotiff+l 
dem  Producte  sämmtlifher  Diviaoren  gleich  ist 


Velber  die  allgemeine  Breimlinie  des 

Kreises. 

Von 

dem  Herausgeber. 


$.1. 

Die  Gleichung  der  Brennlinie  des  Kreises  ßir  den  Fall  der 
gewuhnlichen  Zur Ackwerfung ,  wenn  nämlich  der  Einfallswinkel 
und  der  Reflexionswinkel  einander  gleich  gesetzt  werden,  zwischen 
rechtwinkligen  Coordinaten,  ist  bekanntlich  zuerst  von  Thomas 
de  St.  Laurent  gefunden  worden.  Dagegen  ist  es  bis  jetzt 
nicht  möglich  gewesen,  die  Gleichung  der  Trennlinie  des  Kreises 
fdr  den  Fall  der  Brechung,  oder  vielmehr  die  Gleichung  der  all- 
gemeinen Brennlinie  des  Kreises,  wenn  man  nämlich  auf  bekannte 
Weise  das  Gesetz  der  Zuruckwerfung  und  das  Gesetz  der  Brechung 
auf  einen  diese  beiden  Gesetze  umfassenden  allgemeinen  Aus- 
druck bringt,  zwischen  recktwinkligen  Coordinaten,  zu  finden; 
nur  einige  besondere  Fälle  dieses  alTgemeioeii  Falls  hat  Thomas 
de  St.  Laurent  erledigt,  worüber  man,  so  wie  über  die  Theorie 
der  Brennlinien  und  Brennflächen  überhaupt,  u.  A.  den  Artikel 
Caustische  Flächen  und  Linien.  30  ft*  in  meinen  Supple- 
menten zu  dem  Mathematischen  Wurferbuche  nachsehen 
kann.  Meine  mehrfachen  Untersuchungen  Ober  diesen  wichtigen 
und  interessanten  Gegenstand  haben  inich  zn  der  Ueberzeugnng 
geführt,  dass»  wenn  man  auch  dazu  gelangen  sollte,  die  Gleichung 
der  allgemeinen  Brennlinie  des  Kreises  zwischen  rechtwinkligen 
Coordinaten  in  völlig  entwickelter  Form  darzustellen ,  dieselbe  doch 
so  complicirt  ausfallen  würde,  da6s  ein  wirklicher  Gebrauch  von 
derselben  bei  der  Construction  der  allgemeinen  Brennlinie  des 
Kreises  oder  bei  der  Uritwickelong  der  Eigenschaften  dieser  Curve 
zu   machen  nicht  leicht  möglich  sein  möchte,   wobei  man   auch 
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beoierfceii  kann,  dass  sehon  die  Gleichung  der  BsemilHve  des 
Kruses  im  FtfAe  der  gewöbnlicben  Zarfickwerfuog  zivLscfaen  recht- 
winkligen Coordinaten  bis  sum  sechsten  Grade  steigt»  me  man 
sich  eoenfalls  aus,  dem  angeführten  Artikel  des  Mathematischen 
Wurterbuchs  (18.)  überzeugen  kann  5  wenn  sich  auch  diese  Glei- 
chung imaier  noch  in  ziemlich  einfacher  und  eleganter  Form  dar- 
stellen lässt  Ich  habe  daher  versucht,  bei  der  allgemeinen  Brenn- 
linie des-  Kreises I  deren  Kenntniss  10  vielen  beziehungen  von 
Wichtigkeit  ist,  ein  Mittel  in  Anwendung  zu  bringen,  welches 
schon  bei  vielen  anderen  Curveu,  z^.  B.  bei  den  Cycloiden  und 
Epicydoiden,  mit  grossem  Vortheil  angewandt  worden  ist,  so  dass 
man  nämlich  die  Natur  der  Curve  nicht  bloss  durch  eine,  sondern 
vielmehr  durch  zwei  Gleichungen  ausdn'ickt,  und  bin  dadurch  zu 
Resultaten  gelangt,  welche  ich  der  Mittheilung  nicht  unwerth 
hatte,  weil  dieselben  namentlich  eine  gar  keinen  analytischen 
Schwierigkeiteu  unterliegende ,  ganz  uiizweideutige  Berechnung  der 
rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte  der  allgemeinen  Brennlinie 
des  Kreises ,  und  dadurch  also  auch  eine  leiebte  Construction  der- 
selben gestatten,  so  wie  ich  auch  überhaupt  der  Meinung  bin, 
dass  die  Gleichungen,  welche  ich  im  Folgenden  entwickeln  werde, 
die  meiste  Bequemlichkeit  darbieten,  wenn  man  der  allgemeinen 
Brennlinie  des  Kreises  zu  irgend  einem  praktischen  Zwecke  bedarf. 
Dass  sich  aber  die  zwei  in  Kode  stehenden  Gleichungen  der  all- 
gemeinen Brennlinie  des  Kreises  auch  zur  Entwickelung  der  Eigen- 
schaften dieser  Curve  auf  ganz  ähnliche  Art  anwenden  lassen,  wie 
man  z.  B/  die  Eigenschaften  der  Cycloide  aus  deren  beiden  bekann- 
ten Gleichungen  abzuleiten  pflegt,  verstehtsich  von  selbst,  welches 
jedoch  eine  Untersuchung  ist,  die  ich ,  um  die  vorliegende  Abhand- 
lung für  jetzt  nicht  zu  sehr  auszudehnen,  späteren  besondern 
Autsätzen  vorbehalte,  indem,  wie  gesagt,  meine  Absicht  für  jetzt 
nur  darauf  gerichtet  ist,  die  beiden,  die  Natur  der  allgemeinen 
ßrennlinie  des  Kreises  ausdrückenden  Gleichungen  zu  gewinnen. 
Sollten  auf  diese  beiden  Gleichungen  gegründete  Untersachun^en 
über  die  Berührenden»  über  den  Krümmungskreis ,  über  die  Evo- 
lution, über  Quadratur,  Rectification  u.  s.  w.  der  allgemeinen 
BrentJ^linie  des  Kreises  von  anderen  Mathematikern  mir  mitgetheilt 
werden,  bevor  meine  eigenen  Untersuchungen  über  alle  diese  Ge- 
genstände geschlossen  sind,  so  würde  ich  för  diese  .Mittheilungen 
nicht  bloss  sehr  dankbar  sein,  sondern  dieselben  auch,  ohne  alle 
Rucksicht  auf  meine  eignen  Arbeiten  j  sehr  gern  und  sogleich  in 
dem  Archive  abdrucken  lassen. 

•§.'2:  . 

•  Den  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises  wollfen  wir  als  Anfang 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems.  der  xy^  annehmen,  und 
die  Coordinaten  des  die  auf  den  gegebenen  Kreis  fallenden  Strah- 
len aussendenden  strahlenden  Punktes  in  diesem  Systeme  durch 
p,  q  bezeichnen.  Der  Halbmesser  des  gegebenen  Kreises,  indem 
man  denselben  als  positiv  oder  als  neganv  betrachtet,  jenachdem 
die  von  dem  strahlenden  Punkte  auf  den  Kreis  fallenden  Strahlen 
dessen  concave  oder  convexe  Seite  treffen,  sei  R,  Durch  den 
strahlenden  Punkt  (pq).  denke  man  sich  ein  dem  primitiven 
Systeme  der  o;^  paralleles  Coordinatensystem  gelegt,  und  bezeichne 


den  Vflto  eiiiem  bdiebigen,  von  dem  Punkte  {pg)  ausgehenden 
Strahle  mit  dem  nosititen  Theite  der  erirtea  Axe  diese«  Systems 
eingeschlossenen  \¥tnkel,  indem  man  denselben  von  dem  positiven 
Theile  der  ersten  Axe  des  in  Rede  steheliden  Svstems  a'n  durch 
dessen  Coordinatenwinkel  hindurch  von  0  bis  360^  t^Mt,  durch  fp. 
Das  im  Falle  der  Reflexion  als  positiv,  im  Falle  der  Refiractton 
als  negativ  betrachtete  reciproke  Ablenkungsvefhftitiiiss  s^  ^9  tmd 
dessen  absoluter  oder  numerischer  Werth  werde  durch  (1^)  bezeichnet 
Ferner  seien  pi ,  qi  die  Coordinaten  des  Einfallspunkt^s  d«s  von 
dem  Punkte  {pjf)  ausgegangenen  Strahls  auf  dem  gegebenen 
Kreise  in  dem  Systeme  der  xy\  und  denkt  man  sich  nun  durch 
den  Punkt  {p\ifi)  ein  dem  Systeme  der  xy  paralleles  Coordinaten- 
System  gelegt ,  Bi>  soll  der  Winkel,  welchen  der  als  von  dem 
Punkte  0[iicr|)  ausgehend  gedachte  abgelenkte  Strahl  mit  dem  po* 
sitiven  Tlieile  der  ersten  Axe  dieses  Systems  einschliesst.  Indem 
man  denselben  von  dem  positiven  Theile  der  ersten  Aze  des  in 
Rede  stehenden  Svstems  an  durch  dessen  Coordinatenwinkel  hin- 
durch   von  0  bis  $60'^ zählt,    durch  tpx  bezeichnet  werden. 

Dies  vorausgesetzt,  haben  wir  nun  nach  den  in  meinen  Opti- 
schen Untersuchungen.  Theil  II.  Leipzig.  1847.  S.  12. 
für  die  Ablenkung  bei  dem  Kreise  entwickelten  rormebi  ^  zur 
Bestimmung  der  Grossen  p^,  ^x »  9i  ^^^  folgenden  Formeln : 

Al  =3— p  cos  9>  —  9  sin  9> , 
1/ s=  ^  ^  sin  f>  4- ^  eos^ ; 

8in<9=sg; 

|!?,  =:/i  +  (it  +  Äcos  6)  cos  ^ , 
91;;=^+ (Jf +Äcos6)sin9; 

CO6  tti*  M  <>l»l*lli  ■■■!         t- 

-r^^eoBtp -  cos(g?  +  e)(cos«  +  -  V  l—^^sine^, 
^T^t=:sing)-sin((p  +  Ö)(co86  +  -Vl— fi^sio«^; 

bei  denen  man  zu  beachten  hat,  dass  Jt,  L  BülfsgrOssen  sind, 
und  dass  der  absolute  Werth  des  Winkels  ^,  welcher  positiv  und 
negativ  sein  kann,  nie  grosser  als  90^  zu  nehmen  ist.' 

Lassen  wir  aber  den  Winkel  <p  in  9'  übergehen,  so  mögen 
die  Grossen  K,  L,  S,  pi,  qi,  q>i  respective  in  JSf',  L',  B' ,  pi, 
Vi  9  ^i  übergehen,  und  wir  erhalten  nach  dem  Vorhergehenden 
die  folgenden  Gleichungen: 


*)  Man  kann  die«e  Formeln  auch  ohne  Schwierigkeit  aas  den  in 
meiner  Abhaadlnng  Archiv.  Tbeü  IV.  Nr.  XX.  entwickelten  allgemet- 
nen  Formeln  ableiten,  worauf  daher  den  Leser  hier  der  Käne  wegen 
zu  rerweisen  erlateibtteili  mag. 
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1» 

* 

1/'=:— p«io9>'  -^qcoBfp' y 

U 

;?,  '=^  +  (Ä'  +  i2c08 e')  COS  9' , 

9i' =9  +  {]g!  +  JB  cos  ©')  sin  9/ ; 

^^^= cos  9)' — cos  iff'  +  eO  (008  ^  +  -Vl-(»«8in©^, 
W  r  .  ■ 

2S^= «n 9/ — sin (y' + e») (cos 6*+  -  VI— f»"sln»^ 

GleichungeD  der  geraden  Lurien«  in  denen  die  den  Win- 
keln 9  nnd  9'  entsprechenden  abgelenkten  Strahlen  liegen,  sind» 
wie  auf  der-  Stelle  erhellet: 

oder  ^ 

4x     |*-ft  —  (»— ^)«ot9i, 
I  a?  — pi'  =2  (y— yiO  cot  9)1'. 

Bestimmt  man  aas  diesen  Gleichungen  Xy  y  als  nnhekannfte 
Grussen/  so  sind  bekanntlich  x,  y  die  Coordinaten  des  Durch- 
scbnittspunktd  der  beiden  geraden  Linien^  in  denen  die  den  Win- 
keln m  imd  qp'  entsprechenden  abgelenkten  Strahlen  liegen.  Ans 
3)  und  4)  erhält  man  aber  durch  Subtraction 

^'~jissj:(t»ng^i-tang9/)— (l>itang9i— pi'taog9»i'), 
Pi'— ft=yM9i— cotgH')— (flriCotg)t— ^i'coty,'); 

also 

i^\  — Vi)<^®^9i  cos^i'  +  (px  sin  <PiP06  9i' — pj'cosqpi  siny^') 

=  a:sin(^— 9,'), 

CFi' — Pi)sin9>isin9)i'  -|- (f'i  cos  9)1^11^  9*1 '"*"9i'sid9>i<^o^ 9^1 0 

=  — y8in(g7i-9>i'); 
folglich 

(fl'i'— O'i)cos  <pi  cos  ^>x\[px  sin  gj^  cos  9)4  '—px  'cos©,  sinoo. ') 
«(»i'— Pi)stn9>i  «inyi^+(»|  cos^^i  sin  g^i'—ot 'sing»,  cos^^iO 


200 


§.3. 

Mao  denke  «ich  nun»  dass  qf  sich  um  Jq>  ändere,   und  das8 
dadurch  die  Veränderungen 

/iKi  dL,  jdOy  Api  y  dqj  y  /1(pi 
von 

JT,  L,  ö,  pi,  qi,  g?i 

herheigefiihrt  werden,  so  hat  man  im  vorhergehenden  Paragraphen 

K'  =  K+AK, 

zu  setzen,   und  erhält  dadurch  aus  5)  mittelst  leichter  Rechnong: 

cosg)iCos(yx+'^yiMyi  —■\pi9\nj1<p^-\-c^sq>xs\ii{q>i-{-J(pi)Api  \ 

sin^9i 

sin  q>i  sin(9)|  +^<PiM7'i^  1 9i  sin  ^<Pi — sin  q)^  cos  (9^  -f  ^9i)^9i ). 
^  sin  J(pi 

oder,  wenn  man  im  Zähler  und  Nenner  dieser  Brfiche  durch  Jtpi 
dividirt: 

cos9iCos(g>i+//9i )  2f^-- {Pi^~^+<»»9>i8»n(^+^9^ 

sin^5^ 

Die  Coordinaten  der  Punkte  der  allgemeinen  Brennlinie  des 
Kreises  sind  offcihbar  die  Gränzen,  denen  die  Brüche  auf  den 
rechten  Seiten  der  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  sich  nähern, 
wenii  Jq>  sich  der  Null  nähert.  Ueberlegt  man  nun,  dass,  wenn 
jiq>  sich  der  Null  nähert,  sich  natürlich  auch  Aq^i  der  Null  nähert, 
und  bezeichnet  der  Kürze  wegen  von  jetzt  an  die  Coordinaten  der 
Punkte  der  allgemeinen  Brennlinie  des  Kreises  durch  x,  y  selbst; 
80  erhält  man  aus  den  beiden  vorhergehenden  Gleichungen,  nach 
bekannten  Sätzen  der  Differentialrechnung  auf  der  Stelle : 


oder 


7) 
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3f=     ••i>fl»i"^+(9'i— 8tn9>,co89ig^); 


5.  4. 

Dm  nun  die  beiden  Gleichungen  7)  weiter  zu  eDtwickein,  er- 
giebt  sich  zuerst  aus  den  beiden  belcanoten  Gleichungen 

Jt= — j9Cos^ — qsinfp, 
L  = -^ p s\n  fp -i-  qcosq> 

durch  Differentiation  nach  q>: 

^=p6Antp^qco»q>=^  —  L» 

dL  .  •  «r 

g— = — -p  cos  9  —  y  sin  9> = A ; 
und  ans  der  beikannten  Gleichung 


erhSit  man  also 


smö  =  -g 


^dS     K      BS 

cos  9  ö~"  =  B  >      5~"  = 


dq>      R'    d(p      RcobS' 

Femer  erh&lt  man  ans  den  beiden  bekannten  Gleichungen 

piz=zp-\-(K-{'Rco8&)casq>, 
^  =  9  -f-  (K+RcoB  S)  sin  q> 

durch  Differentiation  nach  q>:  '^ 

^=-(JE+Äcose)sip9+(^-ÄBin»5f)cos9, 
|2i=(Ä:+Äcose)c6sg)  +  fg-— Äsin©g-)sin<p; 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 
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J^^^{K'\'  «co$e)aii|g)— (I/+iCtaoge)cosg), 

da  • 

^^    (lf+Äco8e)coif9— (Ir+ÄtaDg«)8in9; 

oder»  wenn  man 


setzt: 


oder  auch 


oder 


gyi--     j.ftin(yf  6)     ^ain(yfe) 
dg)  cos  6  sin  9 

?&—     y  cos  (y  +  6)      y  cos(y  +  O), 
89""     ^      cos«      ^^      sine      * 

Fuhrt  man  aber  in  diese  Gleichungen  für  K  und  L  ihre  aus  dem 
Obigen  bekannten  Werthe  ein,  so  erhält  man  ohne  Schwierigkeit: 

3p,  sin(y  +  e) ,      .    .     ,  ^.  /     •  Ä\» 

S^=    ■iür§^g</'«*"<9>+ö)-!?cos(9+e)i. 

Endlieh  folgt  aus  den  beiden  Gleichungen 
^~P^=cos<p  -  cos  (9  +  S)  (co«e+  -  V^r^^sln  e«), 

?^=sing)— sin (9+ ^) (cosO  +  ~  Vl-ft^sinÖ«) 

leicht  . 

sId(9— g)i '+  B)  =  (fi)8in  «^ 

lud  folglich ,  wenn  man  nach  np  dijierentiirt : 
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d.  L  nach  itm  Obigen 

\    Reese  --^)^(V-'Pi  +  »)=(l^)-R' 


also 

^<ptli.K  I  t  (>*)        } . 

B(p  R  (cos S     cos((p — (pi  +  0)  * 

Die  Gleichungeo  7)  kann  man  auch  auf  folgende  Art  aus- 
drücken : 

1!^  .^  =sin9i  3^  -C0S9,  g^  . 

und  nach  dem  Vorhergebenden  ist  offenbar 

dpi  dqi 

also  ist 

GOS^i      Oy  Sin^COSO  ^         VY'  •        /        /         v^  ■       /» 

sing^i     og>  sinöcosö       '^       \r  ■     /     :f        \^  ■     /•> 

oder 

B(p    cos(<p— ®i  4- 0),      .   .      ^  X      -ckx 

J?=Pi  +  cosqPig^»       gin^^Qg  0      tjpsio(qp-t-e)-ycos(»+#)), 

3®    cos  (q>  —  9?i  +  ö)       .    ,      ^v  ',      Äv 

y = yt  +  sin  9^g^ .       glP^^^g  ^      Ipsm  (y+e)-gcos(y-l>e)}. 

Setzen  wir  aber  der  Kurze  wegen  von  nun  an>  was  offenbar 
verstattet  ist,  o=:0,  so  erhalten  die  Torhergebenden  Formeln  die 
folgende  eiofacnere  Gestalt: 

a?=/ii+pcos9igjj^. sineeos* ' 

«— ^    .  ^  .    ^    -89    siB(9)+  e)cos(y  -  91  +  ») 
y=y,+psin9,ig^. ^inBcoBB ' 

'Für  9=0  ist  aber  nach  dem  Obigen 

Kz=:--pco8tp,  L=— psing); 
also 
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^  ^         p    .  p  sind  j^sinO 

R       ^     R  sing)      ^  sin  9) 

Folglich  ist 

8yi_.      p  j  _l (ft)  1 

oder 

cg»  ^  r  cos  ö     cos  (9  —  9>i  +  ^) 

woraus  sich  nach  leichter  Rechnung 

dq>i      sin  {q>  +  6)  cos  (qp  —  g>i  +  d)  —  (ft)  cos  ysin  d  cos  6 
Sy  sin  9  cos  &  cos  (9  —  91  +  d) 

ergiebt      Fährt  man  dies  in  die  obigen  Ausdrücke  von  jr,  y  ein, 
und  setzt  zugleich 

sine 

«=:  —  R  —, > 

^  sin  9 

so  erhält  man 

'  sin  (9  +  S)  cos  (q)^y|  +  «) 

^    ^=/>i-Ä<^0S9iC0s(9-9i+e)^^-.|:gj3^^^ 

I  I?  •  ^  «ISN  Sin(9  +  e)cos(9-<Pi+^)  , 

Jy=yi~/?sin9iCO8(9~9i+0)--(^q:e)^5^^ 

Weil  aber  nach  dem  Obigen 

Bin(9~9,-f6) 

^'*>= ^^ 

ist,  so  ist 

sin  (9  +  O)  cos  (9  —  91  +  6) — (fi) cos 9 sin  ©cos  ö 

=fiin(9  +  0)cos(9  — 9i  +  6)  — cos  9  cos  6  sin  (9 —91  +  B), 

—     cos  6sin  (9  +  6)  cos  (9—91) — sin  ösin(9-f  6)sin  (9— qji) 

-+-  cos  9  sin  ©  cos  6  cos  (9  —  9i )  —cos  9  cos  S  cos  B  »in  (9 — 9i ) 

=     sin 9 cos ©^ cos (9 — 91)  -f  cos 9 sin  ©cos ©cos (9 — 91) 

—  cos  9  sin  ©  cos  ©  cos  (9  —  9i ) 

—  sin9sin©co%©sin(9— 9i) — co^^Bin©3sin(9'-~9j) 

— •'cosi9)x;os©^sin(9 — 9J 

=  8in9cos©^cos(9*— 9i)  — (cos9-f  sin9sin©cos©)sin(9 — ip{) 
=     sin9Cos(9  — 9i) — cos^sinC^' — 9^) 

•— -sin9sin©|sin(9 — 9i)  cos  ©.-|- cos  (9 —-91)  sin©) 
=sin  9i  — sin9sin  ©sin(9— 91  +  ©), 
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vnd  Tödlich  nach  dem  Obigen: 

oder  auch 

I„.     ■  "siDg)^,— sin9)sinW8in(y  — qpj  +  ö) 

^  '  «~«    Bnin ^;     ^'" <y + ^) ^"»^  (<p - yi  +  «)' 

"^     ^*  ^*8ifi^i — Sin  9  81119  Sin  (9 —  ^^-f-o) 

Fur^^^^O  werden  die  Gleichuogen  1): 

sin  ö=—^  sin  9; 

Pl  :;sp.  —  {p  cos ^  —  Ä  cos  S)  COS 9« 
5fi=:    — (pco8q> — /2  cos  6)  sin  9); 

^y^= cos  9) -cos  (9  +  ö)(cose  +  - V  1— ^«sine»), 

5j^=:sin9)-8in(^+e)(cosÖ+-Vl-^2sin©«); 

nnd  nach  dem  Obigen  hat  man  auch  die  Gleichung 

12)    «11(9 -9)1 +  ©)=(fA)sine. 

Die  Coordinaten  pi ,  qi  kOnneo  auch  auf  folgende  Art  ansge- 
drilckt  werden: 

Pi=P  +  Ä — giny      cosy, 

*^     ^       _         pSin(y+#)_, 


oder 


i 
r 


(  71  = 


Pi  =p  -|-  üfsin  (<p  +  9)  cot  9, 

i2sin(9+e). 


Wie  man  diese  Formeln  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  or,  y 
der  Punkte  der  allgemeinen  Brennlinie  des  Kreises  anzuwenden 
bat»  wird  einer  weiteren  Erläuterung  hier  nicht  bedürfen.  .Wollte 
man  di^.Cfleichupg  der  allgemeinen  Brennlinie  des  Kreises  zwischen 
den  rechtwinkligen  Coorclinaten  x,  y  haben ,  so  müsste  man  den 
Winkel  tp  aus  den  beiden  Gleichungen  '10)  elimiuiren,  was  aber 
allerdings  in  nicht  geringe  Weitläufigkeiten  zu  führen  scheint. 


Für  |»=1  Ist     ^ 

cos  9i  ;=cos  9» — 2  cos  ^cos  (9  +  ö)^ 
sin  ^1  =sin  9  —  2oos  ©«in(9  +  6); 

also,  wie  man  leicht  findet:         » 

j        j  cos9i  =  — cos(9  +  2©), 
(  6in9>|= — sin  (9 +26); 
folglich 

cos  (<p—^i  +  6)= cos  ((f  +  S)  cos  9i  +sin  (9  +  0)  sin  ^j 

=  -  cos  (gH-©)cos(9+2ö) — sin(g)+ ©)8iDVf2©) 

r=  —  COS  6» 

sin(9>— 9i +Ö) = sin  (tp  +  6)  cos  g>i  —  cos  (9 +Ä)  s»  ^ 

=  — sin(9)+e)cos(9+2©)+cos(9+©)sin(9+2e) 
=sin0. 

Daher  ist  in  diesem  Falle  nach  dem  Obigen 


16) 


Aber 


also 


17) 


a-=p,  -  R  cos  (y+26)  ^^^^^  ^  ^  ^^  ^^^.^^^ , 

»  •   /     .PiQ^        C08  6^sin(y  +  e) 
^     ^*,  ^^  '      ''sin9>sin  9^ +  sm  (9-1-26) 


ßin  g)  sin  6^  +  sin  (tp  +  26) 
= sin  tp  (sin  6*  -|-  cos  29)  -f  cos  9)  sin  29 
sssin  ^cp9  9^+ 2cofi  ^sia  9  cos  9 
=cos  9  (sin  9  cos  9  -|-  2  cos  (p  sin  9) 
=:cos  9{cos9Stn  9  + sin  (9+ 9)} 
=— Jcos9{«in(9  — 9)-3sin(<p  +  9)); 


■  OD       /    ioÄ\         cos9sin(9  +  9) 
^=ft +  ^''°«^y+^^)sin(y-e)-38io(yVe) '    " 

y=9,  +2Ä8in(y+2e)-v-^521^iH^(?±|^. 
•^     "  ^^  '      '810(9)—©) — 38in(9)-f9) 


§.5. 

^  Bezeichnet  man  die  Entfernung  des  Punktes  (xg)  der  allge- 
meinen Brennlinie  des  Kreises  von  dem  leuchtenden  Punkte  durch 
q;    ^0  ist 


9m 

«nd  folglich  nach  dem  Vorfaferg^henden,    wie  man  leicht  findet: 

18)  ]^=lcos9— -jj^; ; ^^* 9^ 8in9)i«8|ii9«ine8m(<p-g>i+©)' 

^,  .      sin(g)  +  e)       .   ^     8in(y+e)co6(y>^y^  +  ^)'  >^ 

+  I  sin  <p  — ^f —810  »1  -i ^ — i .  ^  .  / rs^l 

^*       ^      810  9  ^*sing)i— 8ing)8inOTio(^— 9i+©) 

oder 

19) 

(pV  c      sin?)      i"     ,  sin y cos (y — ^  -f  S)^       ,^ 

Sy  -^sinCy+e)^  =^^*9^''^*^*8inyi-8in98lnesrn(9~y,+Ö)> 

.,  .  ^    ^!n.n        ginycos(9-*-^yi  +  S)^ 
+  { siny^siny,^.^^^  -sinysinÖsinCy-yi+e)*^- 

Dies  ist  die  Polargldchuog  der  allgemeinen  Brennlinie  des  Krei- 
ses in  Bezug  auf  den  leuchtenden  Pnnkt  als  Pol  und  die  von 
demselben  nach  dem  Mittelpunkte  des  gegebenen  Kreises  gezo- 
gene gerade  Linie  als  Axe. 

Setzen  wir 

20)  tangii=  .    '''»y<^(y-'?.+«)' 

^        °        sinf)^'— sin  9810  9810(9 — <Pi+^) 
so  wird^  wie  inan  leicht  findet: 

f  =8ec  Ä* — 2  008(9 — 9|)tangA 

__  l— cos(9— |9i)  sin  2Ä 
"*  cosiP"^        ■' 

und  folglich,    wenn 

l    '         21)  c#83Ai=s«-eo6(9-9i)sin2fl 
gesetzt  wird: 


Also  ist 


/qY    c      sin 9      j •_    /cos^V 

\bJ  •^sin(9+a)*  ~^VcosÄ/  • 

22)  ^^±R-2^S^±S.'^.V2. 

^    ^       ■*•  810  9  C08i2       ^      * 


wo  man  das  Zeichen  immst  ^so  annahmen  hat»  dass  ^  positiv  wird. 

§.  6.       . 

Bezeichnet  man  die  Entfernung  des  Puidrtes  (xy)  der  allge- 
meinen Brennlinie  des  Kreises  von  dem  Einfallspunkte,  (pigi}  durch 
r*,  so  ist 


Für  ftssl  Ist     ^ 

cos  ^i  p:  COS  9 — 2  COS  Ocos  (^^  "h  ^)  ^ 
sin  9|  =  sin  9>  —  2  cos  dsin  (9> -|- 6) ; 

also,  wie  man  leicht  findet:        t 

j  cos9^  =  — cos(9>  +  26), 
(  6in9>|= — sin(g)+28); 
folglich 

cos(<p-^^j  +  Ö)=cos(y+0)co8  9i+sin(g>+  6)sing>| 

=  - cos  (g^f  6)008(9+26) — 8in(g?+ e)sinVf 2») 
= — cos  6^ 

B\n(q>'-~(pi+S)=z8m(q>  +  9)  tos  (pi  —  cos  (9+6)siii9i 

=  — sin(9+e)co8(g)+2©)+cos(9+e)sin(9)+2e) 

=sinö. 
Daher  ist  in  diesem  Falle  nach  dem  Ohtgen 


16) 


Aber 


also 


17) 

I 


o       /    in^N       cos6*sm(9+6) 
^  v'T  ■      /  gj,j.y  »in  6* + sm  (g)+26) 

«  .   V     .  AÄ         co8  6*sin(©  +  6) 
y=^^-^-"^^"<y+^^\ioysin6»  +  sin(gH-^e)' 


ßin  9?  sin  6^  +  «in  (9  -f  26) 
=  sin  tp  (sin  6*  -f-  cos  26)  +  cos  tp  sin  26 
SS  sin  ^cos  6^ + 2eos  fp  sin  6  cos  6 
= cos  6  (sin  9  cos  6  -|-  2  cos  q>  sin  6) 
=  cos  6(cos9sin  6  + sin  (9-f  6)} 
=— lcos6{«in(9  — 6)~3sin(9  +  6)); 


}.  5. 

Bezeichnet  man  die  Entfernung  des  Punktes  {ay)  der  allge- 
meinen BrennliDie  des  Kreises  von  dem  leuchtenden  Punkte  durch 
Q\   so  ist 


md  folglich  Dach  dem  Vorh^rg^bendeD,    wie  idad  leicht  findet: 

•f-  ( 6tD  ^       sin  9}  '^^  61119)1  — sln9>8in68io(9)— 9|-f  9) 

oder 

19) 

(qY  $     Binq)      j*    .  ^  sin y cos (y — yt  f  6)^ 

äV  -^sinCy+e)^  ^^^'^'^^^^^»sinyi-sinysinesrnCy-yi+Ö)'* 

+ 1  »iö^-«nyig.^^^  -sin9>8inesin(9-9i+©)'  • 

Dies  ist  die  Polargleichung  der  allgemeinen  Brennlinie  des  Krei- 
ses in  Bezug  auf  den  leuchtenden  Punkt  als  Pol  und  die  von 
demselben  nach  dem  Mittelpunkte  des  gegebenen  Kreises  gezo- 
gene gerade  Linie  ab  Axe. 

Setzen  wir 

20)  tanga=  .    »^y<^'(y--?»+^)' 

so  wird 9  wie  man  leicht  findet: 

V 

(0-  ^5sffe)^'**-2co«(v-^)taDgÄ+tangÄ« 

=sec  Ä* — 2cos(y — 9>i)tangA 
l"-cos(y— ^)sin2^ 

und  folglich,   wenn 

•    '         21)  c^ÄSfliÄ— cos(y-9i)8ln2fl 

gesetzt  wird: 

\RJ     «8^(9)+«)*  -'\cwSl)  ' 


Also  ist 


wo  mao  das  Zeichen  imnwt  «o  zn  ■ahaen  hat,  das»  q  positiv  wird. 


§.6. 

Bezeichnet  man  die  Entfernung  d^s  Punjctes  (xy)  der  allge- 
meinen Brennlinie  des  Kreises  von  dem  Einfallspunkte  (pif  1)  durch 
W,  so  ist 


r'«=:(ir-pi)»+(y-9i)*» 

« 

und  folgUeb  nach  dem  Obigeo   offenbar 

23)   r'^=:R'\   /''°^^-t^>?"iyr7^^-^>.'     ?'/ 

< 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

24).  e'  =  ^—9)1  +  6 
gesetzt  wird : 

wo  man  das  Zeichen  immer  so  nehmen  moss,  dass  /  positiv  wird. 
.,.      Weil  nun  aber  nach  24} 

ist,  so  ist 

sin  9i «- sin  9  sin  6  sin  6' 
=  8in(9+Ö  — 6')— Anyshi©sine' 
r=  sin^cos^cos  9'4'C0^^«}n(8-:-8')i 

also  ,    , 

'    r'-\n  gfa(y  +  e)cosy^  ( 

-*-     sin  9)  cos  6  cos  O'-f  cos  9  sin  (6  —  6')' 

und  folglich 

sin  (O --  &0  _  I  «in  (y  +  O)  cos  Q^»     sin  y  cos  6  cos  y 
K         ""  r'cosy  "^        ücosy 

-  sin  «cos  ©'«  ,  ^  -.        ^  /cosO'  -  1  \  . 

^    =± -;p +tang9C08Öcji«Ä^I--^  +  ^  |. 

Nach  dem  Vorhei^henden  ist  aber 


{  co8e'_  1 


f 


r^^^  ■    '■ 


__  -  sin  y  cos  6  cos  6^  +  cos  y  sin  (S  —  ö')      1 
""*  Jßsin(99-f^cose'  *]S 

sin  y  cos  O  cos  O^-f  cos  y  sin  (6—0') — sin  (y+0)  cos  ©' 

■"*         '  i^sln(y-f  6)co8  6'  '         ^ 


woraus  man  nach  leichter  Rechnung  erhält: 

cos  6' 


r 
Also  ist  nach  dem  Obigen 


6'      1  __  __  cos  y  cos  0^  sin  B' 
~"*^Ä""+     Ä(8in(y  +  6) 
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q.     ain  (B—  9')_.eia»  ceg  9'*     ain  y  ain  »*  coa  «« 
^  Ä         ""*         r'  i2«n(»+©)     ' 

J 

in  welcher  Gleichung  man  dafi  Zeichen  so  za  nehmen  hat,  dass 
H  positiv  wird.  ^ 

Bezeichnen  wir  ferner  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punk- 
tes von  dem  Einfallspunkte  (piqi)  durch  r,  so  ist 

also  nach  dem  Obigen 

27)    r.=Ä.»!lE<?±^f .         . 

und  folglich 

28)    r=±Ä?iH(?+«), 
'  "^  sm  9 

wo  man  das  Zeichen  so  zu  nehmen  hat,  dass  r  positiv  wird,  d.  h. 
man  muss  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen,  jenachdem 

^sin(y+e) 
sin  9 

positiv  oder  negativ  Ist.    Setzen  wir  nmi 

^^^         smtp 
so  wird  nach  2ß) 

^,   sin  (S — OQ  __  ,  sin  9  cos  0^»     ^ , ,  sin  6^  cos  ö^ 

^)         ]ß       — ±—— p (i; f 

wo  man  in  (J:)  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  muss,  je- 
nachdem 

sin(y+e) 
smg) 

positiv  oder  negativ  ist,  was  sich  immer  leicht  beurtheilen  lassen 
wird,  und  dann  in  Jt  das  Zeichen  so  zu  nehmen  hat,  dass  r'  po- 
sitiv wird.  Bei  einer  weiteren  Betrachtung  der  merkwfirdieen 
Gleichung  29)  will  ich  mich  jetzt  nicht  aufhalten,  weil  dieselbe 
schon  bekannt  und  zuerst  von  Petit  gefunden  ist. .  «Ich  habe  die- 
selbe hier  hauptsächlich  nur  deshalb  entwickelt,  um  die  Kichti^- 
keit  meiner  eignen  oben  entwickelten  Formeln  an  einer  schon  an- 
derweitig bekannten  Gleichung  zu  prüfen,  ohne  mich  jetzt  auf  eine 
weitere  Betrachtung  dieser  letzteren  Gleichung  selbst  einlassen  zu 
wollen.  Ueberhaupt  ^t  diese  letztere  Gleichung  bekanntlich  nicht 
bloss  ftlr  die  Brenolinie  des  Kreises,  sondern  fär  alle  Brennlinieoi 
allgemein,  wie  man  in  dem  angeführten  Artikel  des  Mathemati- 
sehen  Wörterbuchs  sehen  kann« 

Theil  XL  14 


V 


^10 

Die  OleichUüg  22^  kann  umb  wegen   deir  Gleicfaubg  28)  aach 
auf  folgende  Art  ausorückeD : 

30)   j=±r.22!§..v2, 

wo  das  Zeicheo  immer  so  zu  nehmen  ist,  dass  q  positiv  wird. 
Auch  hat  man  nach  SflO  und  d^ln  Vorhergehenden  die  Formel 

«,v     .        o sin  y  cos  0'* 

öl)    lang  w  -^ift^coBÄcose'  +  cos^sin (ß-  6') ' 

wo  nach  12)  und  24) 

32)    6ine'  =  (^)sine 


ist. 


$•  7. 

I 

Den  Fall,  wenn  die  einfallenden  Strahlen  sämmtlich  unter 
einander  parallel  sind,  wollen  wir  nun  noch  einer  besonderen  Be- 
trachtung unterwerfen. 

Den  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises  nehmen  wir  wieder 
als  den  Anfang  eines  recntuinkligen  Coordinatensystems  der  a:ff 
an,  lassen  jetzt  aber,  was  offenbar  ^erstattet  ist,  di^  Axe  der  a: 
den  einfallenden  Strahlen  parallel  sein,  und  nehmen  den  positiven 
Theil  der  Axe  der  a:  von  dem  Anfange  der  xy  oder  dem  Mittel- 
punkte des  gegebenen  Kreises  an  nach  der  Kichtung  der  Bewe- 
gung der  einfallenden  Parallelstrablen  hin.  Dann  ist  ffir  jeden 
einfallenden  Strahl,  den  wir  uns  wieder  von  dem  Punkte  (pq)  aus- 
gehend denken,  in  den  Gleichungen  1)  der  Winkel  9^  =  0  sa 
setzen,   wodurch  wir  erhalten: 

sine=^; 
Pi=:JBco8Ö,    gi^^q; 

1 

5-^=:   -  sin  e(cos  ©  +  -  V 1  —  f**«ln  6«;. 

Lmmh  wir  bun^  Indetn  wir,  was  offenbar  verstattet  ist,  för 
all«  eittfaUendeii  Strahlen  p  als  eonstant  betrachten^  qbn  q'  übet- 

gehen,    so  mS^en  ß,  pi,  qi»  q>i   respectire  in  6',  »/,  o^'^  i^' 
hergehen,  una  wir  erhalten  aus  den  vdrhergeheuden  Gtticbuogeu: 


33) 
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sine'rr^; 


34) 


?i^=    -  sin  ö' (CO«  6'  +  -  ^l-^^sin  6'«). 

Die  Gletchungen  der  fftfraden  Linien ,  in  denen  die  den  durcb 
die  Punkte  (pg)  und  (pg^  gehenden  einfallenden  Strahlen  ent- 
sprechenden abgelenkten  Strahlen  liegen^  Bind' 


oder 

36)     i  ^'^P^  =(y— fl'i)cot9i, 
(  ^— Pi'  =  (y-9'i')cot9>i'; 

woraus  man^  wenn  wieder  x^  v  die  Coordinaten  des  Dorchschnitts- 
punkts  der  beiden  in  Rede  stenenden  geraden  Linien  bezeichnert, 
auf  ganz  dieselbe  Art  wie  in  §.  2.  erhält : 

(gi  '—^i  )co8y  1  cosyi  '-j-ipi  sinyi  cosyi '  —p^  'coBfpi  «Inyt ') 

«^  .  ^~  sin (9^1 —91')  ' 

'   '      {pi — yi)sinyjt8inyt^-Ky^co8y|Sinyi^— yi^elny^cosyiO 

y~  8in(9ji'— 9i) 


§.  8. 

Man  denke  sich  nun,  dass  q  sich  um  dq  verändere >  und  dass 
dadurch  die  Veränderungen 

JBy  dp\9   dqi9   dg>\ 
von 

herbeigeRlhrt  werden  >  so  hat  man  im  vorhergehenden  Paragraphen 

9>i'  =  9^+^9i 

za  setzen,  und  erhält  dadurch  aus  37) : 

14- 


\ 
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oder»  wenn  man  in  dea  Zählern  und  Nennern  dieser  Brüche  mit 
^fpx  dividlrt: 


,^^\ 


sin^iyi 


,4^ 


^Vi 


sinyi8in(yi+^yi)-^  +  {^i  ^3df^~s|n<)i)^cos(yj+z/yi)^| 

^  sin  ^(jpi 

^9i 

Lässt  man  nun  Aq  sich  der  Null  nähern  und  geht  zu  den 
Gränzen  Ober»  so  sind  die  dadurch  hervorgehenden  Werthe  von 
X9  y  die  Coordinaten  der  Punkte  der  Brennlinie  des  Kreises»  und 
maii  erhält  aus  dem  Vorhergehenden 


38) 


a?=:— cosy,2g^  +  (pi+sinyiCosyi^|), 
y=     sm  9>i«  g^  +  (  q^  — sm^i  cos^i  ^) ; 


oder 


3/ii 


3?i 


oder 


-^    cos  9>i       sin  9|  ^*  ö9?i  ^*  flyi 


'    cos9>i      oq       smg>i      0^  ^'  ^^  ^* 


3» 


3»- 


Aus  der  Gleichung 


folgt 


8inÖ  =  -^ 


cos<9 


] 


Aus  der  Gleichung 


folgt 


se     2      ^ 

bq^R'    Sq'^Bcose' 


Pi:^R  cos  S 


g^=-Äsinö  ^=:^  tangö. 
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Ans  der  Glekhuog 

Vi— 9 
folgt 

Aus  den  Gleichungen 

COSCPt      ,  ^  ^       1     > — 

-^  =  1— COSe(COSÖ  +  -   V^l— ,»«810«»), 

y^  =    _ sin  Ö (cos  e  +  -  Vi  — /»«sin  Ö») 

folgt  leicht 

C08(yi— e)_      1^.= ä-j-a» 

(j^ =-j^Vl-^«8.nÖ«), 

sin  (yi  —  6)  ^ 

und  aus  der  zweiten  dieser  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich 


also 


8yt_8e_  (ft)  _.!  i      1  (fi)         ^ 

"5^      dq      Rcos(q>i'-'ß)      R^cosB     cos(9i  — O)^' 


fulglich  nach  dem  Vorhergehenden 

8<Pi      1  $     1 


oder 


Sq  =*iZ  ^cose+  V  l-ft«sind«^  ' 
8y^      ft  cos  »+  Vi — fi^sin  «» 


oder  auch 


^        ß*       C0SeV"l~^*siDÖ2 

Weil  DUD,   wie  man  leicht  findet, 

8in%-g^-cos9.,^  = -j;^^ 

t 

ist,  SO  ist  nach  dem  Obigen 
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x  —  K co^ gf ^^    fi    jit [_ 

co8e  +  - VI— ««sine* 

y-y  >*  **    .  >- 


ft  cos  6 


«)  B — ' T" — rzzzrzzi 

sine»-  -cAseVl— M»sine> 

oder 

42)  ji f- ' 

sin  d«  -  i  co«eV  1-ttVine* 

Aus  der  Gleichung 

a.-jzcose    cosö+^vr^i^s;^ 

sin  e«  ~  i  cos  e  VT^^sin«» 
=1— /i«sin»* 
erhält  man  nun  zuvltrder^ , ohne  .alle  Schwierigkeit 

1 — ^«sin  e« (sin ^— -  cos S  Vi— ^«sin««) 

OTÄß ;     I    ^ 

cos  6  +  -  V^l — tt*sin  &^ 

Es  ist  aber 

(C0SÖ+  -  VI— |^«einÖ2)Vl-|f«sine» 

=  --^(sin««— -  cos©V  l-/iViq«2), 
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also 

fi«  (sin  0«  n-  -  cos  e  V  1  --  ft*  «in  Ö*) 

=1  -f*(cos©  + -  V"l-|t*sin0«)  Vi— p'wn©'^ 

ttod  folglich 

1— ft2sin0»(»m0^— -  cosO  V"l-|**8»®*) 


Daher  'mt  nach  dem  Obigen  ,   ' 

■  cos©*  I 


Cos©«(cos©— -  V  1— (tVlD©^ 

=i2{  ^ain©»  Vl-(*»8in©»+ J '' 

iToraas  man  ferner  ohne  alle  Sclimeiii^it. 

43)   ^:;^-AÄ|co80»-^l-f*»8in©«)l) 
oder 

erhält. 

Aus  der  Gleichung 

Ksin© 

folgt  leicht 

45)    y=:ft*Ä8in0^ 

Also  ist 

und  (olglich 

,*«8in©«=y  ^- 


Ferner  ist 


• 


wolbei  man  zu  beachten  hat,   dass  der'absolate  Werth  von  0  nie 
00^  übersteigt,  folglidi  cosO  stets  positiv  ist.    Also  ist 


GOS 

und  daher  nach  43) : 


^=a-k\^*. 


46,  .=^«ia-AV^).-'-a-V^)... 


welches  die  GleichuDg  der  allgemeinen  Brennlinie  des  Kreises  für 
parallel  einfallende  Strahlen  ist 


§.8. 

Den  Fall,    wenn  fi=l  ist,    d.  h.  den  Fall  der  gewöhnlichen 
Zurflckwerfnng ,  müssen  wir  nun  aber  noch  besonders  betrachten. 

In  diesem  Falle  erhalten  wir  aui(  der  aus  dem  Obigen  bekaon- 
ten  Gleichung 

x=Ä{f*sin©«  V  1— ^«sin0a+ ^  cos0»  ^ 

COS0+-  VI — fi*sin0* 

leicht 

jr=  JB(sin  0*cos  0 -f  icos  0), 
d.  i. 

47)    .r=:iÄcos0(l+2sin0«), 

and  nach  45)  ist  v 

48)    y=Äsin0». 
Also  ist 

8in0=:y  ^,  8in0«=:Y  ^5 
olglich 


cos 
Daher  ist  nach  47):      ^ 


e=v(i-V§). 
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49)    a:  =  iÄ(l  +  2\^V(l-V  ^- 

AoB  der  Gleichung  47)  rolgt  aber,  wenn  man  quadrirt: 

4a;«=Ä*cos0«(l  +  48111 0«+4siD0*), 

also,  wenn  man 

cos  S*=  1  —  sin©* 

setzt,  irte  man  nach  leicbter  Rechnung  findet: 

Ar» ;=  ß«  (1  +  3  sin  0«— 4  siD  0<O , 
und  folglich,  weil  nach  48) 

6in0^  =  ^ 


ist: 


oder 


i^^^=l  +  3«n0«. 


-i — i-^ =3810  0»; 


alao  ist 


d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden: 

|4(arg+g')-/Z*{'__27yg 

Also  ist 

50)    {4(a?«+y«)-Ä*}»  =  27ÄV 

die  GleiefauHg  der  Breonlinie  des  Kreises  im  Falle  der  gewOhnll« 
chen  ZnrückwerfuDg  für  parallel  einfallende  Strahlen. 
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San  einfacher  Beweis  des  Fundameii- 

taltheorems  in  der  Vheorie  der  alure- 

liraischen  Oleicbungen. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Wittstein  zu  Hannover. 


Der  in  der  Ueberschrift  bezeichnete  3atZs  nämlich: 

dass  jeder  algebraischen  Gleichung  mit  Ein^r 
Unbeicannten  'durch  einen  complexen  Werth 
dieser  Unbekannten  Gevfige  geleistet  werden 
konne^ 

hat  zwar  seit  dem  Vorgange  von  Gauss  schon  so  niannigfAltige 
und  von  so  verschiedenen  Principien  ihren  Auslauf  nehmende  Be- 
weise erfahren ,  dass  eine  Vermearung  dieser  Beweise  kaum  noch 
von  Interesse  sein  dürfte;  worüber  wir  auf  den  Artikel  XL  VI. 
S.  411.  Im  VII.  Bande  des  Archivs  zu  verweisen  uns  erlauben, 
welcher  eine  Zusammenstellung  der  bauptsächlicbstep  dieser  Be- 
weise enthält.  Indessen  wird  man  zugleich  nicht  in  Abrede  stel- 
len können»  dass  alle  jene  Beweise»  vom  Standpunkte  des  Anfän- 
gers angesehen»  theils  so  vervi-ickelte  Betrachtungen  erfordern/ 
theils  aber  auch  so  fremdartige  Hülfen  zur  Benutzung  herbeiziehen» 
dass  man  sich  för  die  Zwecke  des  Unterrichts  nicht  selten,  je 
nach  der  Stellung»  welche  man  der  allgemeinen  Theorie  der'  Glei- 
chungen geben  will,  mit  dem  Beweise  des  in  Rede  stehenden 
Satzes  hinsichtlich  dessen»  was  man  voraussetzen  oder  nicht  vor- 
aiuMu^toen  darf«  in  einiger  Verlegenheit  befinden  wird;  lupd  «teUt 
man  nun  obendrein  noch  die  Forderueg,  der  jQeweÄs  9oUe  apf 
einem  einfachen  und  naturgemässen  Wege  aus  der  Betrachtung 
der  Sache  selbst  genetisch  hervorgehen,  so  wird  nicht  leicht  einer 
der  vorhandenen  Beweise^  allen  diesen  Anforderungen  gleichzeitig 
zu  genügen  im  Stande  sein. 

In  dieser  Beziehung  dürfte  vielleicht  der  nachfolgende  Beweis 
der  öffentlichen  Mittheiiung  nicht  unwerth  sein»  weicher  an  Ein- 
fachheit» so  wie  an  naturgemässer  Entstehung»  kaum  etwas  zu 
wünschen  übrig  lässt.  Er  beruhet  der  Uauplsacbe  nach  auf  einer 
Vereinfachung  des  Beweises  von  Deahna  (s.  d.  angef.  Artikel 
Seite  416). 
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l. 

AI«  flu^cHtaiidett  dfirfen  wir  vorauasetzeo ,  daas  die  Theorie 
der  Gieioburigen  dÄei^lge  '  besondere  Aufgabe  einet  aUgeroeiDeo 
FanctiMieii Aaorie  vn  ihrem  GiucenstaDde  hat  >  a  1 1  e  W *  r t^  e  e  i o  er 
uatabh&ngige«' V'er  linder  neben  anzugeben^  für  welche' 
eine  ipe^ebene- Function  derselben  zu  Null  wird*  Ins-» 
besondere!  also  im  Torlie^nden  Falle  bandelt  es  sieh  darmn»  alle 
Wertbe  einer  unahhing^geri  Veränderlichen  ansugeben,  für  welche 
eine  gegebene  a|gel>  ratsche  Function  derselben  zu  Null  wird. 
Sei  nun  diese  Function  von  der  .bekannten  Form 

so  hat  man  9iii^b^t,  ))evor  j^p^  Aufgabe  fib^rbaupt  gestellt  wer- 
den kani^»  dU  Möglichkeit  dersiilben' nachzuweisen»  cL  kf  zu  zei- 
gen» daii^  /e#  wirklich  Wertbe  yoo  x  ^ben  i^ü^se.  ßir  welche  y 
zur  Null.»Rf»r49>;.  und  ß&  m»n  aich  bei  dieser  Nachweis^ng  oflfen- 
bar  no(ib  ?ar  der,  Theprie  4er  {^leicbuiigens  nämlich  iDnernalb  der 
allgemeineii  FuB^on^ntbeori?  befindet,  so  ers^eint  es  auch  am 
natarliebsten,  dl«  Function  selbst  n/och  in  ihr^  Sdg^scbaft  als 
Function»  fdsQ  ihreir  ganzen  Erstreckui^  niicb  von  a^^^^^-cc  bis 
a7^4<^  ins  AuiS^  zu  fass^  und  nacbzu^ben^  ob  d^ei  Wertbe 
von  apf  für  w«t^e-y  m  Null  mji,  Torkpnuneu  müssen  od^r  nicht. 

Nun  ist  e^<  bekannt  I  genug  y  dass^  so  lange  man  sich  auf  das 
Gebiet  der  reellen  Zahlen  beschränkt,  diese  Fragte  nicht  allge- 
mein bejaht  werden  l^apn ;  im  Gegentheil  lassen  sich  d^r  Functio- 
nen unzählige  aniiihren  (z,  B.  yz=:a^^i),  welche,  wenn  man  x 
aUe  reellen  Wertbe  von  :r=5  — oo  bis  a?=+OD  durchlaufen  lässt, 
(üx  keinen  dieser  Werthe  zu  Null  werden,  so  dass  jmithin  Glei- 
chungen wie  a;^+4=;=0  innerhalb  des  Gebietes  der  reellen  Zahlen 
völlig  ohne  Sinn  bleiben.  '  Indessen  da  man  in  so  einfachen  Fäl- 
len, wie  das  hter  beispiefswßi^e  angeführte  a?*+4=j0*  Immer  so- 
fort Wurzeln  der  Gleichung  anzugeben  im  Stande  ist,  sobald  man 
die  Erweiterung  des  Zahlenbegriffs  auf  das  Gebiet  der  imaginären 
Zahlen  in  die  Betrachtung  hineinzieht,  so  entsteht  die  Vermuthune, 
dass  sich  die  obige  Frage  mit  Zuziehung  dieser  Erweiterung  viel- 
leicht alfgeinein  bejahend  werde  zur  Entscheidung  bringen  lassen. 
Damit  sind  wir  aui  dem  gewöhnlichen  Standpuidae,  fo{(  welchem 
diese  Frage  pflegt  vorgeiegi  zu  werden,  angelangt. 


II'.         '  •  •       <  i       -  < 


» 11  ' 
2. 

Es  s^i  X  eine  eom^lexe  Veränderliche  von  der  Form 

a7s:(^^os^-f  esin^),  (2) 

WO  Q  nur  posUtv  spiA.kann,  und  i,  'wie  gewöhnlich,  die  positive 
imaan^re  Einlieit  bezeichnet;  und  durch  SubstitutiOP  derselben 
in  die  obige  Function  (1)  nehme  y  die  Gestalt  an 
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y=  P(cos  *  + 1  sin  <Z>), 

so  wird  man  für  die  in  Rede  stehende  Betrachtung  die  Verfinder- 
liche  an  alle  möglichen  complexen  Werthe  durchlaufen  lassen,  und 
dabei  fortwährend  die  zugebOrigeo  complexen  Werthe  von  y  ins 
Auge  fassen  5  mit  der  beständ^en  Rücksicht,  db  nicht  unter  den 
letzteren  auch  der  Werth  y/=  0  vorkomme.  Die  Vefindeilichfceit 
von  X  aber  ist  an  diejenige  sowohl  von  ^  als  vien  cp  gebunden» 
und  um  alle  Werthe  von  a:  zum  Vorschem  kommen  *  zu  lassen, 
wird  man  nicht  nur  q  durch  alle  Werthe  von  ^=:0  bis  ^=od 
hindurchfShren,  sondern  es  wird  zugleich  darneben  '  auch  <f  alle 
Werthe  von  einem  beliebigen  Werthe  q>:=zg>g  ausgehena  bis 
(p=zmQ'{-2n  zu  durchlaufen  haben. 

Hält  man  zunächst  und  für  einen  Augenblick  einen  beliebigen, 
jedoch  von  den  beiden  äussersten  Gränzen  ^=0  und  ^=od  ver- 
schiedenen Werth  von  q,  welcher  =^o  ^^^>  ^^^i,  und  setzt  dabei 
zugleich  9>=^o,  so  hat  man  vermfige  det  <xleichu^  (1)  sofort 
einen  bestimmten  geh5ri^en  Werth  von  y,  y^v^^,  welcher  in  der 
Ebene  der  compleiten  Zsthlen  irgend  einen  gleicmiel  wo  liegenden 
Punkt  repräsentiren  wird.  Lässt  man  nun  tp  contihuidicn  sich 
ändern,  jedoch  noch  immer  unter  Festhaltiing  jenes  Werthes  P==Pa» 
so  wird  auch  vermcJge  der  Continuität  der  Function  (1)  der  Wertn 
von  y  continuirlich  ein  anderer  werden,  und  folglich  der  dadurch 
repräsentirte  Punkt  in  der  El>ene  der  complexen  Zahlen  eine 
krumme  Linie  beschreiben,  welche  sich  mit  dem  Werthe 
(p=:(pQ-{'27t  in  sich  selbst  abschliesst,  Indem  hier*  wieder  der 
anfangliche  Werth  y=yo  zum  Vorschein  kommt  Wenn  man  nun 
endlicn  auch  q  sich  änoern  lässt,  so  wird  ledem  ändern  Werthe 
von  Q  eine  andere  Curve  der  so  eben  bescnriebenen  Art  zugebG- 
ren,  ferner  wird  ein  continuirÜches  Wachsen  von  q  zugleich  aach 
einen  continuirlichen  Uebergang  von  Curve  zu  Curve  zur  Folge 
haben;  und  wenn  man  demnach  jetzt  die  gesammte  Succession 
dieser  Curven  von  ^=0  bis  ^=(x>  ins  Auge  fa^st,  so  wird  sich*s 
dabei  entscheiden  müssen,  ob  unter  ihnen  auch  ibindestens  eine 
vorkommt,  die  durch  den  Nullpunkt  der  Ebene  hindurchgeht  and 
mithin  den  Werth  y=0  in  sich  enthält 


3. 

Man  betrachte  abgesondert  die  beiden  äusser^ten  GränzföUe, 
welche  den  Werthen  ^=0  und  ^=od  entsprechen. 

1)  Ffir  ^=0  reducirt  sich  der  Werth  der  Function  (1)  auf 

mithin  degenerirt  hier  die  in  ReSe  stehende  Curve  zu  einem 
Punkte,  dessen  Lage  in  der  Ebene  durch  die  von  Mqll  ver- 
schiedene complexe  .Zahl  On  festgestellt  wird.  Dieser  Punkt  bil- 
det mithin  den  Ausgangspunkt  für  die  mit  wachsenden  Wertben 
von  Q  zu  Stande  kommenden  Curven« 

2)  Ftir  ^=:0D  wird  man  zu  dem  entsprechenden  Resultate 
am  leichtesten  gelangen,  wenn  man  zuvor  die  Gleichung* (1)  auf 
die  Form  bringt 
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woraus  man  fiir  ^  =  od  scbliesst 


Ihn 


(*)=!.  W 


Diese  Gleichung  spricht  den  in  der  Theorie  der  Gleichungen 
auch  sohst  vielfach  zur  Anwendung  kommenden  Satz  aus,  dass 
die  Function  (1)  desto  näher  mit  ihrem  höchsten  Gliede 
zusammenfällt,  je  grösser  der  Modulus  ^  der  Veränder- 
lichen X  angenommen  wird;  welcher  Satz  mithin,  da  er  an 
sich  schon  jedenfalls  in  der  Theorie  der  Gleichungen  bewiesen 
werden  müsste,    hier  um  so  unbedenklicher  benutzt  werden  darf. 

Statt  dieser  Gleichung  (3)  kann  man  auch  schreiben 

wo  €  eine  fSr  ^  =  od  verschwindende  complexe  Zahl  bezeichnet; 
und  daraus  hat  man 

oder  vermöge  der  Gleichung  (2) : 

r  I 

ffz^  Q^  (cos  wp  +  is>^  ng>)  (1  -f  b).  (4) 

Dieser  Ausdruck  führt  nun  sofort  zur  Kenntniss  der  näheren  Be- 
schaft'enlieit  der  oben  bezeichneten  Curven  fUr  denjenigen  Fall, 
wo  Q  selbst  ohne  Gränzen  zunimmt.  Wie  nämlich  aucn  o  beschaf- 
fen sein  mag,  so  liefert  jedenfalls  der  erste  Factor  des  Ausdrucks 
(4)y  näinlich  der  Ausdruck 

^"  (cos  tKp-i-i  äf  n  n<p), 

stets,  fSr  einen  bestimmten  Werth  von  q,  einen  aus  dem  Null- 
punkte der  Ebene  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreis,  dessen 
Halbmesser  =q^  ist  und  dessen  Peripherie  nmal  nach  einander 
durchlaufen  wird,  während  tp  von  9=90  ^i^  (p=ipo-\-2n  sich 
ändert.  Dieser  Kreis  ist  nun  zwar  noch  nicht  selbst  die  hier  in 
Frage  kommende  Curve,  indem  Ti^lmehr  zu  deren  Herstellung, 
vermöge  des  Ausdrucks  (4),  sämmtliche  Punkte  einer  jeden  ein- 
aselnen  Umdrehung  des  Kreises  zuvor  noch  eine  Correction  durch 
den  von  der  Einheit  verschiedenen  Factor  1  -f  € ,  gleichsam  eine 
Terschiebung  in  der  Ebene,  zu  erleiden  haben.  Indessen  da  s 
eine  mit  den  wachsenden  Werthen  von  q  unendlich  al^nehmende 
Zahl  bezeichnet,  also  der  Factor  1+e  gegen  die  Einheit  conver- 
«rt,  »o  kommt  eben  deshalb  die  fragliche  Curve  einem  aus  dem 
rallpunkt  der  Ebene  als  Mittelpunkt  beschriebeneB  Kreise  desto 
näher,  je  grösser^  angenommen  wurd,   and  fiUlt  eodllch  —  (Mb 
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man  diese  Ausdrucksweise  noch   zjnlaseeii  will  —  fär  ^=x   mit 
eioem  solchen  Kreise  selbst  znsattinien. 


4. 

s 

Ueberblickt  man  von  dem  hxet  gewonnenen  Standpunkte  ans 
das  System  aller  den  yerschieden^n  Werthen  von  q  entsprechen- 
den Gurven^  von  dem  Punkte  für  ^=0  einerseits,  bis  zu  dem 
Kteise  tvir  Q=^  andererseits»  und  nimmt  dbetdies  a^f  die  Con- 
tinuität  der  Function  (I)  Rucksicht,  so  gelangt  man  leicht  zu  dem 
hier  endlich  btobsichtigten  Schlüsse. 

Alle  CurVen  nämlich»  welche  sehr  kleinen  Werthen  von  g  ent- 
sprechen ,  werden  sich  ihrer  ganzen  Erstreckong  nach  in  der  Nähe 
des  ffir  ps=0  geltenden  Punktes  halten»  und  mithin»  da  dieser 
Punkt  von  dem  Nullpunkte  der  Ebene  verschieden  ist»  den  ge- 
nannten Nullpunkt  ausser  sich  lassen.  Alle  Curven  dagegen» 
welche  sehr  grossen  Werthen  von  o  zugehliren»  werden  der  für 
p=:'3D  stattfindenden  Kreisform  nahe  kommen»  und  mithin»  da  die- 
ser Kreis  den  Nullpunkt  der  Ebene  zu  seinem  Mittelpunkte  hat» 
diesen  Nullpunkt  gleichfalls  in  sich  eins ch Hessen.  Von  den 
Curven  der  ersten  Art  zu  den  Curven  der  zweiten  Art  muss  es 
also»  wegen  der  Continuität  der  Function»  nothweodfg  mindestens 
eine  Uebergangs-Curve  geben»  welche  durch  den  Nullpunkt 
der  Ebene  selbst  hindurchgeht;  und  hierin  ist  laut  dem 
Obigen  das  vorliegende  Theorem  bewiesen. 

Man  erkennt  leicht»  dass  dieser  Beweis  völlig  unabhängig  von 

der  Beschaffenheit  der  Coefficienten  Oi»    aa,.,,.an  ist,    die  dem- 

'  nach  beliebige  reelle  oder  scffWt  complexe  werthe  haben  dürfen. 

Nur  der  Fall  an  =  0  musste  ausgeschlossen  bleiben»    in  welchem 

Falle  übrigens  die  Richtigkeit  des  Sataes  auf  der  Hand  l\0gL 

Zu  weiteren  Folgerungen  Ober  die  Natuf  der  Wurzeih  öder 
Mitteln  zur  Berechnung  derselben  dOrfte  indessen  der  hier  einge- 
schlagene Weg  schon  deshalb  keinen  Beitrag  liefern»  weil  in  ihtn 
die  unabhängige  Veränderliche  selbst  gar  nicht  sichtbar  hervorge- 
treten ist. 


Velbiinfrsaiiflpaben  fOr  Schüler. 

Voa  dete  Uecm  Doctor  T.  Wittttein  s«  fiannoverj' 

■I  

Nicht-- allein  den  richtu^ed  Weg  zu  lehnen»   sondern  auch   lu 
a^igen  4vie  mattes  nicht  teachen  idatf»  und  dattiit  i(en.Sdifi* 
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Icr  vor  Dahe  liegeDden  Fehlern  zu  hüten,  scheint  eine  Haoptauf« 
gäbe  des  Lehrers  ^u  sein.  In  diesem  Sinne  möchten  sich  Fragen 
wie  clie  folgenden  zweclcniiissig  zu  Aufgaben  fcir  Schuler  qignen. 

1.  Aus  der  Gleichung 

zieht  man  durch  Wurzelausziehting 

woraus  folgt 

wShrend  die  gegebene  Gleichung  auch  fär  jeden  von  a  verschie- 
denen Werth  des  x  Gflltigkeit  behält.  Wo  liegt  der  Fehi- 
sch 1  u  s  s  ? 

2.  Aus  der  Gleichung 

a  —  Voc  =  h 
erhält  man 

die  Probe  aber  gibt  statt  der  identischen  Gleichung,  die  sie  lie- 
fern mfisste,   die  folgende: 

a  — (6 — a)       =6, 

a=6. 
Wo  liegt  der  Fehlschluss? 

3.  Wenn  man  die  Gleichung 

a:— a=:0 
auf  beiden  Seiten  durch  x — a  dividirt»  so  erhält  man 

X — a 0 

X — a     :r— a 
oder 

IrtrO. 

Wo  liegt  der  Feblschluss? 

Anmerkung.'  Der  Widerspruch  wird  .dem  iSchüler  in  der 
Regel  noch  sichtbarer»  wenn  man  für  die  Buchstaben  bestimmte 
Zahlen  setzt.  So  z.  B.  wenn  man  in  ißt  zweiten  Aufgabe  als 
gegeben  .aimimmt 

so  erhält  man  :i;=16,  und  die  Probe  liefert  den  Widerspruch 
-1=7. 
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Von  dem  Herrn  Doctor  Dienger  xa  Sinshcini  bei  Heidelberg. 


h 

1  mcoey     1  m^cos  3y     1  m*  cos  5y 
3~I  5    1.2.3    +7  I.2....5 


,        1     fn^^^cos(2r+l)g> 
""^     ^^  2r+3     1.2....(2r  +  l)     ""' 

e—m  sin  g>  -|-  em  sin  91 

ä^ä sin  (m  cos  g?)  -  cos  2ip 

gm  sin  ff  —  g — msia  fi 

q"-5 COS  (m  COS  97) .  sin  2/9> 

ß— msin^^-f-  emilng> 

^- COS  (m  COS  g>) .  cos  g> 

g— siD  (r  COS  q>) .  sin  g>. 


Imsiny     1  m^sSnSy       1  w*stn8y 
3~1  5    1.2,3    "'^7   1.2....5       '- 

em sin  9  —^ e—mfiin  gt 
— . ^ ^jjg   ^jyj  ^^jg  ^)cos  2(p 

6-fn8in9)-f  emsinf  v    ^.    a 

9—5 8>n  (r  cos  9))  *  i^in  »ip 

i s ' COS  (r  COS  q>) .  sin  <jp 

5 Sin  (r  cos  9^) .  cos  9, 


wenn  m  >  0  and  9  beliebig  ist 


m. 

1«     .-...     ...     1«.3« 


(r+l).,j+llr.28r74+^l(r--l).2r^-:6+31(r-^^ 

j.      j./ifw.  .  n  1        l^>3^...(2r-3)g 
+  ....  +  (lW+i;.  1 .  22.4*.0»....(2r«)(2r+2) 

_  l«.3».5g....(2r-l)g(2r+l)*(2r+l) 
■^  3«.4«.6«....(ar)«(2r  +  2) 
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I  s  c  e  1 1  e 


Bemerkaogen    zur   spfaäriscben    Trigoaomelrie. 

Von  dem  Herausgeber. 


Wir  wollen  uns  ein  gleichschenkliges  rechtwinkliges  sphäti- 
scheu  Dreieck  denken »  dessen  Hypotenuse  a  ist  und  dessen  ein- 
ander gleiche  Katheten  b,  b  sind.  Bezeichnen  wir  den  Flächen- 
inhalt dieses  sphärischen  Dreiecks  durch  J,  so  ist  nach  eiqer 
bekannten  Formel  der  sphärischen  Trigonometrie 

^      sin^Ä      l-cos«6 
**°8^  =  2^^="2^s"6'' 

also 

cos  % -f  2  tang^cos  ft  =  1. 

Lost  man  nun   diese  quadratische  Gleichung  in  Bezug  auf  cos  6 
als  unbekannte  Grosse  auf »  so  erhält  man 

(cos6  +  taug  J)^  =  1  +  tang*//  =:^sec^^» 

also 

cos  6  4*  tang  ^  ^  db  ^^c  i^ , 

uad  hieraus 

JL         ♦        >#  ■         ^      ■  iTsin ^ 
cos6=^— tang^j  Jtsecij=s4- -j-, 

cos  ^7 

WO  sich  nun  fragt,  welche  Zeichen  man  zu  nehmen  hat.   Wenn  aber 

0<6<0(K>     • 

ist,  so  ist  nach  den  Principien  der  sphärischen  Trigonometrie  auch 
Theil  \h  15 


weil  oun  bekanntlich 


ist»  80  ist  offenbar 


180o<2J5<360<>; 


^/=2B— ÖOo 


90o<//<270<>, 


und  cos  6,  cos/i/  sind  daher  beide  negativ  Also  haben  cos  6, 
cobJ  stets  gleiche  Vorzeichen  >  und  weil  nun  1  =F  sin  ^  jederzeit 
positiv  ist,  so  muss  man  in  der  Gleichung 

-       .  1  =F  sin  zf 
cos  6  =  + T- 

-^      COSii 

offenbar  die  obem  Zeichen  nehmen »  d.  h.  man  muss 

-.  ,       1 — sin-^ 

1)    cos  6  = :;— 

'  cos^ 

setzen. 

Haben  wir  nun  ein  beliebiges  rechtwinkliges  sphärisches  Drei- 
eck»  dessen  Hypotenuse  a  ist  und  dessen  Katheten  b,  c  sind»  so 
wollen  wir  uns  über  den  drei  Seiten  dieses  sphärischen  DreieciiS 
sphärische  Quadrate  beschrieben  denken,  und  deren  Hälften, 
welche  offenbar  gleichschenklige  rechtwinklige  sphärische  Dreiecke 
sind»  respective  durch  ^a»  ^6>  ^o  bezeichnen.    Dann  ist  nach  1) 

1  — sin^f« 
co8a  = 


cos  6  = 


COS^a 
COS  ^h 

1 — sinz/e 
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0<Ä<90», 
folglich 

0<2£<180O; 

■ 

weil  nun   bekanntlich 
ist»  so  ist  offenbar 

and  cos  6,  cos^  sind  daher  beide  positiv.    Wenn  ferner 

.90«<i<180<>  1 

i 

1 

ist»  so  ist  nach  den  Principien  der  sphärischen  Trigonometrie  auch 

900  <i?<  1800, 
folglich    ^ 


cosc=  . 
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Weil  aber  nach  einer  bekannten  Formel  der  sphärischen  Trigono- 
metrie 

^  eosa  =  cos6cose 

ist,  so  ist 

«i\  l"^fi'p'^«_ (I— sin//6)(l!r-sin^c) 

'        cos  Ja  COS^ftCOS^o 

Da  nun 

sin  ^a=  db  Vl~"co8*3a 

« 

ist»  so  ist    ^ 

IT  Vi— co6»^a_(l-sin^»^(l— sin^/e)  ^ 

cos  /la  "^  COS  /th  COS  Je 

Yolglich  ^ 

-      (1  —  BinJh)  (1 — sin  Je)         .       .   ./^ s-r- 

1— ^ zr -2 ^COS^a=±  VI— cos*^«, 

also«  wenn  man  qaadrirt  und  anfhebt«  was  sich  aufheben  lisst: 
(1  *-  sin  A)*(l— sin^cy+cos»/^»cos»A         .       ^ 

COS^^^COS^^c  * 

'     2  (1 — sin  Jt)  (1  —sin  Je) 

~~  cos  Jb  cos  Ja 

oder  9  weil 


ist: 


cos  ^Jb  cos  ^Je = (1  -^sin  ^Jb)  (1  —  sin  ^Jc) 
=(1  -  sin  Jh}  (1 — siniit).(l  +Bm  Jb)  (1  +  sin^f«) 


((1— sin  iift)(l  —  sin^o)  -|-  (1  +  sin^ft)(l  Hhsin2^e)}cos^c 

==2cos^icos^e> 

woraus  sich  leicht 

(1  -f  siu^tsio  Je)COSJu  =  COS^ftCOS^o» 

folglich 

COSJbCOsJc 

^    ^^^•=^l  +  sin^»sin"7. 
ergiebt. 

Femer  ist 

eos^l«s=db  V  1  —  sin'^a* 

tmd  folglich  nach  2): 

15  ♦ 


»• » 


also 


oder 


d.  i. 


« 

(1  —  SID  -^ffl)* = — — ^ arr^' — 5-7 ^  (1  —  sin  "zfa) 

^  *»'  COSMAOOS^i^e  ^.  ' 


/i        •    VN«      (I  —  sin  Jb)^ (1 — sin^c)* ^,        .   «  .  . 


1       •    >#       (l--sin^f4)(l--8inye)  . 


oder 

1 — sinJa (1 — ainJb)(l — am  Je)    ^  ' 

1 4-sinz/a     (1  +  sio  A)(l  +  sin/^o)' 

Also   ist 

.      .  (l-f  sin  Jb) (1+sinzfc)  —  (1 — sin  Jb) (1  —sin^c) 


woraus  leicht 


..      .     .        sin^fft  +  sio^a' 

4)     Sin  ^a 222 i    ,■  '^ — 3 — ! — ZT 

'  l-f  sin^ftSin^fe 


erhalten  wird. 

Aas  3)  und  i)  folgt  sogleich 

g.  .      shiz^5-f  sinifc 

/         "g     a        cOS^JCOSiio 

oder 

6)    tang^a= taagi^ftMc  ^0.+  tangz/oseci^». 
Aus  3)  ergiebt  sich  auch  leicht 

1  — COS^a^^^  1 — i — 5 — "2 — '* — 1"  * 

1 -f  sinzfftsin^o 

1  J.-^>    _l  +  COS(^ft--z/c). 

«««!>#  __  singt(z/5-f  z/c) 
l-f  sinz76Sin^c 

*     1  -f  sin  jdbainJo ' 


d«  i. 


COS 


239 

alao 

7)  tang«i^a=^^^a.(^,_^-         • 
Nach  3)  ist  aueh 

d)    SfC  Ja  s=«ec  z/ft  8ee  ^e  -|-  tang  /Ih  tang  zf o- 

Die  weitere  Ausfährung  dieser  ßetraehtungen ,  zu  denen  der 
Versuch,  einen  dem  pythftgofäischen  Lehrsatze  analogen  Satz  für 
rechtwinklige  sphärische  Dreiecke  zu  linden,  Veranlassung  gege- 
ben hat'>  tnOge  dem  Leser  überlassen  bleiben. 


Bemtrkoi^eQ  zur  ebeaen   Tr^onometirie. 

Von -dem   Herausgeber. 


Die  bekannte  Relation  zwischen  den  drei  Seiten  und  einem 
Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  kann  man  aus  dem  sehr  leicht- zm 
beweisenden  Sat^e,  dass  in  jedem  ebenen  Dreiecke'  die  Seiten 
sich  wie  die  Sinus  der  gegenüberstehenden  W^inkel  verhalten  >  ana- 
lytisch auf  folgende  Art  anleiten. 

Weil  in  jedem  ebenen  Dreiecke  ^ 

^+J5+C=180o 

ist,  so  ist 

« 

sin  J::s:sin(£+C)=:sin£cos  C-f  cos^sinC^ 
cos-4  =  —cos  (Ä+  C*) =—  cos  £cos  C+  sin  jff  sin  C 

Nach   dem   angeführten   ersten   trigonometrischen    Hauptlehrsatze 
ist  aber 

a    ~    6  c    ' 

folglich 

smB=^-B\nA=:bxy 
a  ' 

c 

sinC^ -sin^l^cx;  * 

a  . 

I 

wenn  wir  der  Kurse  wegen 

sin^ 
xz=i .  . 

setzen.     Also  ist 

cosi?i=Vl— *»J?«,  eosC=Vl— c^oi«; 
veno  man  nur  die  Quadratwurzeln 

positiv  ediet  nei^iv  nimmt»  jei^achdem  respective  die  Winkel  ,^  C 
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spitz   oder  stumpf  sind.     Unter   dieser  Voraossetziuig  ist  daher 
nach  dem  Obigen 

cos  J=6ca:«-  Vl-6««».  Vl-c*««; 
also 

sinM=6«Ä«(l— c*:c«)+c*jr*(l— 6«^«) 

V1-6«ä:«.  V 1  -caar«=öca;*-cos  J; 
folglich 

si(?«^-6«;r«(l-c%«)  +  c«a^(l  -  Ä«a^  +  26ca:»(ftca:«-cosi<) 

=  (6«+c« — 26ccos2<)a?« 


=(6«+c«-26ccos^)?^ 


a" 


also 


oder 


6Mj^--2Ä£cos^_ 
^2  — ** 


a«=ft«  +  c*-2Äccosil, 


welches  die  bekannte  Relation  zwischen  den  drei  Seiten  und  einem 
Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  ist,  welche  wir  hier  beweisen  wollten. 
Eine  andere  Behandlung  dieses  ganz  elementaren  Gegenstan- 
des s.  m.  Archiv.  Tbl.  II.  8.  215. 


lieber   den    Verlast    an    Elektrizität   dorch 

die   Lofit« 

Von  dem  Herrn   Doclor  Dienger  sn  Sinslheim  bei  Heidelberg. 


Da  die  elektrischen  Körper  bekanntlich  ihre  Elektrizität  durch 
die  Luft  nach  und  nach  verlieren,  so  nimmt  man  bei  den  Unter- 
suchungen mittelst  der  Dreh  wage  gewöhnlich  das  arithmetische 
Mittel  zwischen  zwei  Intensitäten,  die  man  an  der  gleichen Stdie, 
aber  zu  verschiedenen  Zeiten,  erhielt.  (Man  sehe  z.  B.  Müller, 
Lehrbuch  der  Physik  und  Meteorologie,  II.  Bd.  S.  86.) 

Es  scheint  diess  aber  ganz  genau  nicht  zu  sein,  vielmehr  die 
Berechnung  auf  folgende  Art  geschehen  zu  müssen: 

Es  sei  die  in  einer  unendlich  kleinen  Zeit  r  abgegangene 
Elektrizität  proportional  dieser  Zeit  und  der  ganzen  Ladung  im 
Anfang  dieser  Zeit,  "was  darauf  zurückkommt,  diese  Ladune  wäh- 
rend der  Zeit  t  als  konstant  zu  betrachten.  Heisst  also  Ä  diese 
Ladung,  so  ist  der  Verlust  in  der  Zeit  t  gleich  mAx^  wenn  m 
eine  konstante  Grösse  ist,  die  von  demZustuide  der  Luft  abhängt 
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Demnach  ist  die  Ladung  zu  Anfang  der  zvreiten  Zeit  rtAil-^mr), 

während  der  Verlust  in  dieser  Zelt  wieder  ^(1 — mr)fnt,  also  die 

Ladung  am  Eode  der  Zeit  2t  noch  ^(1— mr)^  ist.     Geht  man  so 

fort,  80  findet  man,  dass  die  Ladung  am  Ende  der  Zeit  nr  noch 

il(l--fitT)»  ist.    Nun  ist 

L 

(1  — tut)"  =[(1— wir)    w^]-w«, 

wenn  nv=t  eine  endlicl^  Zeit  bfedeutet  In  dieser  Voraussetzung 
Ist  n  unendlich  gross,  während  t  unendlich  klein  ist.  Nach  Cauchy» 
Differeotlairechnung  Seite  4.,  ergiebt  sich,   dass  für  r  un- 

L 

endlich  klein  (1 — mT)'^^  =  e,  also  für  n  unendlich  gross 

(1— «iT)«  =  r-^ 

ist  Demnach  ist  die  Ladung  am  Ende  der  Zeit  t,  wenn  sie  zu 
Anfang  derselben  A  war,  nocn  A.er-*^.  Heisst  B^  also  die  La- 
dung am  Ende  der  Zeit  2t,  B^  die  am  Ende  der  Zeit  /,  so  ist 

demnach 

d.  h.  um  die  Ladung  am  Ende  der  Zeit  t  zu  finden,  ii^enn  man 
die  zil  Anfang  dieser  Zeit  und  die  zu  Ende  der  Zeit  2f  kennt, 
nimmt  man  aus  diesen  letztern  zwei  das  geometrische  Mittel. 

Heisst  allgemein  A  die  Ladung  zu  Anfang,  An  die  zu  Ende 
der  Zeit  nt,  ^n^i  zu  Ende  der  Zeit  (n  +  1)^»  -^n-fa  ^^  Ende  der 
Zeit  (»  +  2)1,   so  ist: 

An    =-4e-*»S 
woraus   folgt: 

An\i  =  V  An  •  -«»-Hl« 

Hiemach  müssen  also  die  Formeln,  wie  sie  z.  B*  Lami^  In  dem 
Cours  de  Physique  de  l'Ecole  polyt.  §.686.  aufstellt,  modl- 
fizirt  werden.  Setzt  man  m  als  klein  voraus ,  so  konnte  man  auch 
haben : 

An    =A(}. — mnt-\r  ".•)* 

^«4i=/l(l—in(«  +  l)«+ ....), 
2<»+a=^(l— m(«+2)f+..,.); 

also,  wenn  man  die  h5hem  Potenzen  als   die  erste  von  m  ver- 
nachlSssigt: 

nach  4er.g^w()linlichen  Rechnungs weise« 
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Zur  Verwandlong^  der  gemeinen  Brüche  in 

Dezimalbrüche. 

Von  dem  Herrn  Doctor  Dienger  za  Sintheim   bei  Heidelberg. 


Da  ich  mich  nicht  eriniiere^  gelesen  za  haben,  wie  man  die 
Anzahl  der  Dezimaiätellen  bestimmt,  die  sich  ergeben,  wenn  Utah 
einen  gewöhnlichen  Bruch  in  einen  Dezimalbruch  verwandelt,  so 
will  ich  hier  diese  Bestimmung  andeuten.  Dabei  setze  ich  immer 
Brüche  voraus,  die  sich  nicht  mehr  abkOrzen  lassen. 

1)  Alle  gemeinen  Brüche,  deren  Nenner  bloss  aus  den  ein- 
fachen Faktoren  2  und  5  besteht,  lassen  sich  genau  in  Dezimalbruche 
verwandeln.  Diese  Faktoren  können  jeder  vielmal  vorkommen, 
entweder  beide  Arten  zugleich  oder  nur  eine  allein. 

2)  Um  zu  unterscheiden,  wie  viele  Stellen  (nach  der  Stelle 
der  Ganzen )  der  ^  entstehende  Dezimalbruch  habe,  müssen  wir 
folgende  Fälle  unterscheiden: 

a)  Der  Nenner  enthält  bloss  den  Faktor  2;  alsdann  enthält 
der  aus  dem  Bruche  entstehende  Dezimalbruch  so  viele  Stellen, 
als  der  Nenner  Faktoren  2. 

b)  Das  Gleiche  gilt,  wenn  man  in  a)  statt  2  setzt  5. 

c)  Der  Nenner  enthält  sowohl  den  Faktor  2,  als  den  5. 

a)  Er  enthält  mehr  2  als  5;   alsdann  erhält  der  Dezimal- 
bruch so  viel  Stellen,  als  der  Nenner  Faktoren  2. 

ß)  Er  enthält  mehr  5  als  2;    alsdann  erhält  der  Deeitnal- 
bruch  so  viel  Stellen,  als  der  Nenner  Faktoren  5. 

3)  Alle  gemeinen  Brüch%,  deren  Nenner  nicht  einzig  die  ein- 
fachen (Prim-)  Faktoren  2  und  5  enthält,  lassen  sich  nicht  genau 
in  Dezimalbrüche  verwandeln.  Sie  geben  unendliche,  periooische 
Dezimalbrüche. 

4)  Enthält  der  Nenner  nebst  anderen  einfachen  Faktoren  noch 
die  Faktoren  2  und  5,  so  hat  man  die  vier  Fälle  von  No.  2)  zu  un- 
terscheiden. Alsdann  enthält  der  Dezimalbruch  so  viele  sich 
nicht  wiederholende  Stellen  nach  dem  Komma,  als  der  Dezimal- 
bruch im « Ganzen  Stellen  erhalten  würde,  wenn  die  den  Faktoren 
2  und  5  fremden  Faktoren  nicht  vorhanden  wären. 

Multiplizirt  man  alle  einfachen,  von  2  und  5  verschiedenen 
Faktoren ,  so  enthält  der  Dezimalbruch  nach  den  sich  nicht  wieder- 
holenden Stellen  höchstens  so  viele  sich  wiederholende  Stellen, 
als  diess  Produkt  Einheiten  enthält  ^  wenn  1  davon  abgezogen  wird. 

Diese  letzte  Regel  gilt  auch  für  den  Fall,  dass  der  Nenner 
weder  den  Fakt'^r  2,  noch  den  Faktor  5  enthält;  alsdann  wieder- 
holt sich  nothwendig  die  erste  Stelle  nach  dem  Komma.  *) 


*)  Man  vergleiche  den  Anf«Bt«  in  dem  Archiv.  Tbl.  L  Nr.  XTL  twi 
dem  Herrn  Dr.  J.  A.  Arndt  zu  Torgau. 


Velber  die  Complanatlon  des  elliptl< 
sehen  und  hyperbolisclieii 
ParaJboloIdes. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlo milch 

an  der  Univenität  zn  Jena.  ^ 


Die  Gleichungen  des  elliptischen  und  hyperbolischen  Parabo- 
loides  lassen  sich  bekanntlich  in  den  Fonnen 

darslelien»  und  hier  kann  man  die  constantenseraden  Linien  a,  6«  c 
die  Achsen  der  Paraboloide  nennen,  eine  Bezeichnung,  welche 
mit  der  beim  EUipsoide  gebräuchlichen,  wo 

(f)'+(!)'+(0"=' 

ist,  sehr  gut  übereinstimmt.  .  Will  man  jene  Achsen  selbst  sehen, 
so  braucht  man  die  in  Rede  stehenden  Flächen  nur  durch  eine 
Ebene  zu  schneiden,  welche  der  Coordinatenebene  xy  in  der  Ent- 
fernung z=c  parallel  läuft.  Die  Gleichungen  der  entstehenden 
Schnitte  sind  dann 

•=(f)*+ar- 
•=(f)'-(i)' 

und  folglich  die  Schnitte  selbst  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel 
mit  den  Halbachsen  a,  und  6. 

TheU  XI«  16 
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Um  non  die  gedachten  Flftchen  zu  compianireD,  benutzen  wir 
die  allgemeine  Formel 


0 

und  haben  nach  No.  1.  fiir  den  Fall  eines  elliptischen  Paraboloides 
und  fÜir^den  Fall  eines  hyperbolischen  Paraboloides 

Substituiren  wir  ^ess  in  die  Formel  3.,  so  ist  in  jedem  Falle 


WO  die  IntegratioDägräiizeo  noch  zu  bestimmen  sind.  Wir  betrach- 
ten nun  folgende  zuci  Fälle.  In  Taf.  VI.  Fig.  1.  seien  OA,  OB 
und  OC  die  drei  Ach$eh  a,  b,  o  der  Fläche  (hier  eines  ellipti- 
schen Paraboloides),  so  uollen  wir  die  Grösse  derjenigen  StQcke 
ihres  Mantels  bestimmen,  deren  Projektion  auf  die  Ebene  o:^  ent- 
weder das  Dreieck  GAB  oder  den  EUipsenquadranten  OJN"B 
ausmachen.  Sind  nun  QM^==x  und  MN=^y  die  Coordinaten  irgend 
eines  Punktes  in  der  Ebene  xy  ^  so  mOsseti  im  ersten  Falle  die 
Gränzen  für  j?  und  ^  so  gli wählt  werden,  dass  der  Punkt  N  alle 
Punkte  im  Innern  des  fireiecks  GAB  aber  keine  ausserhalb  des- 
selben liesenden  betritt.  Da  M  unter  dieser  Bedingung  zwischen 
O  und  A  beliebig  liegen  darf,  so  ergeben  sich  hieraus  ßr  sl  die 
GrAozen 

a:=0,  ar=0-4  =  a. 

Hat  man  nun  dem  x  irgend  einen  iDdividuellen  Werth  GM  Inner- 
halb dieses  Intervalles  gegeben,  so  steht  jetzt  dem  ^=iKfiVD0ch 
der  Spielraum  y=0  bis  p^MN'  offen,  da  iV beliebig  zwischen  M 
und  N'  liegen  darf.  H^stimmt  man  MN'  aus  der  Proportieo 
QA'OB^WA\MN\  m  sind  die  Gränzen  fiir  y: 

y=0,  y=6(l-f). 

Substituiren  wir  diess  in  No,  4.  und  nennen  P  die  Fläche  GUR  VO, 
deren  Projektion  auf  die  flb^ne  xy  das  Dreieck  GAB  ausmadit» 


so   ist  ; 


»  ""/■■^/'""^^Vh^«.*^^. 
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Wollen  wir  dagegen  die  FIftche  OUSVO  berechnen,  deren 
Projektion  auf  a:^  der  Ellipsenquadrant  OAN^B^CÜSF  \sU  «o 
mfiesen  die  GrSnjsen  fiir  w  und  y  so  gewählt  werden ,  dass  der 
Punkt  N  alle  Punkte  innerhalb  dieses  EUipsenquadranten«  aber 
kehie  anderen  Punkte  der  Ebene  wff  betritt.  Die  Grfinaen  für  x 
und  ff  sind  daher 

d.h. 

a^züO,  a?==o;    y=0,  tf=b\  1—0)  5 

weil  OM  und  MN^  die  Gleichnng  der  Ellipse  CÜSV—  OAIfS 
befriedigen  mflssen.  Nennen  wir  Q  die  Fläche  OUSVO,  so  ist 
jetzt: 

Han  kann  diese  Integrale  noch  etwas  Tereinfachen,  wenn  man 
die  Substitutionen  j:  =  a|,  yzzzhri  vornimmt.  Setzt  man  nämlich 
io  No.  5.  zunächst  ar=a|»  so  wird  dx=adi,  und  die  Integrations- 
gränzen  filr  ^  bestimmen  sich  jetzt  ans  den  Gleichungen  :r=0, 
:r=ff  oder  a$=0,  d^^szai   es  wird  daher  zunächst 

Substituirt  man  nun  y=zbri;  so  erhält  man  ebenso  leicht 

Die  Gleichung  6.  geht,  durch  dieselben  Substitutionen  in  die  fol- 
gende Aber: 

Da  es  m  einem  bestimmten  Integrale  gleichgOltiff  ist»  mit 
welchem  Buchstaben  man  die  Variable  der  Integration  Dezeichnet, 
80  darf  man  auch  wieder  x  und  y  fiir  £  und  f^  schreiben;  wird 
noch  zur  Abkürzung 

gesetzt,  so  ist  nun 


16» 
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and 

Es  hätte  zwar  keine  Schwierigkeit,   die  IntegratioDen  nach  y 
auszufahren,  indem  man  die  bekannte  Formel  für 

ydyVA  +  Äy» 

für  A=l-|-cttr*,  k=§  in  Anwendung  brächte,  man  wfirde  aber  da- 
bei auf  logaritbmische  Funktionen  kommen  und  sich  die  noch 
übrig  bleibende  Integration  in  Bezug  auf  x  in  eine  sehr  unbeijaeme 
Form  stellen.  Wir  schlafen  daher  einen  anderen  Weg  ein,  wel- 
cher auf  dem  folgenden  Theoreme  beruht:  wenn^^(r,j;)  eine  fiir 
jr=:r  sich  annullirende  Funktion  bezeichnet,  so  gilt  die  Glelchaog 

'      10.     /     dxj  dyf(x,y) 

worin  die  Differenziation  Ton  9>(r,:r}  in  Bezug  auf  r  partiell  aus- 
zuföhren  ist  *)• 

I.    Um  hiemach  das  Integral  in  No.  8.  zu  redoziren,  setzen  wir 

9?(r,a:)=r  — 57,  /(ar,y)=  V  1  +  äi:«+/5»*; 
es  ist  dann 

9(l,ar)  =  l-a:,    ^—^—^=1; 

f[x,  q>{T,  x)\  =  Vl  +  ax^+ß{r^x)^; 
nm  nach  Substitution  ^dieser  Ausdrücke 

P=zab  r^ärf^dx^  l  +  ax^+ßir-^x)^' 

1/  0        t/  0 

Durch  die  Substitution  :r  =  rz  ergiebt  sich  hieraus  zunächst 

ferner  durch  die  Substitution  r*=s^ 

Pz=z\abr^  dg  n  dl  Vl+«^i»+/?p(l— x)«, 
und  durch  Umkehrung  der  Integrationsordoung 

*)  M*  s.  mein  Handbuch  der  Differenzial-   und   Integral- 
rechnung.  II.    S.  154. 
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worin  sur  AbkOrzung 

11.      «Z«+/J(l-Z)«=tt 

sein  mSge,  so  dags  einfacher  oder  wenlgiftens  compendioser 


P^labP^dzC^dQ^TTT^Q 


wird.    Man  Abersieht  nun  anf  der  Stelle»  dass  sich  hier  die  Inte- 
gration nach  Q  ansfähren  lässt;    dieselbe  giebt 

* .  V(l-i-tt)»— 1 


'^labT  dl 


u 


wo  nun  statt  u  sein  Werth  ans  der  Grieichung  11.  zu  substituiren 
wäre.  Man  kann  aber  auch  u  sogleich  als  neue  Variable  anseheo 
uod  umgekehrt  z  durch  u  ausdrücken.    Es  ist  dann  aus  No.  11.: 


&=±t 


du 


V(«  +  /3)w— a/J 


Wenn  ferner  z=:0  und  z^=.\  geworden  ist,  hat  u  die  entsprechen- 
den Werthe  u^ß,  u=a  angenommen,  und  daher  ist 

Welches  Vorzeichen  hier  zu  nehmen  sei, 'entscheidet  sich  aus 
dem  Verhältnisse  von  a  und  ß  zu  einander.  Setzen  wir  z.  B.  vor- 
aus, dass  a  die  grusste  unter  den  Achsen  a,b^c  sei,  so  ist  tf</?, 
also  die  obere  Integrationsgränze  kleiner  als  die  untere,  und,  wie 
leicht  zu  sehen  ist,  wird  dadurch  das  Integral  an  sich  (d.  h.  ab- 
gesehen von  ±  lab)  negativ.  Da  aber  P  seiner  Natur  nach  posi- 
tiv sein  muss,  so  muss  das  Minuszeichen  genommen  werden; 
oder  es  ist,  wenn  man  die  Integrationsgränzen  vertauscht. 


12.    P=labr,        ^^         ^- 


u 


Durch  diese  elegante  Formel  reduzirt  sich  die  Complanation  auf 
eine  blosse  Quadratur,  die  man  bekanntlich  immer,  wenn  auch 
nur  nüerungsweis,  ausfahren  kann. 

ü:  Um  zweitens  die  Formel  10.  auf  das  Integral  in  No.  9. 
anwenden  zu  k5nnen,  setzen  wir 


238 

es  wird  dann 

und  mltbiD  nach  Formel  10.  und  9. 

Daraus  ergiebt  sieb  zunächst  für  x=rx,   wo  z  die  neue  Variable 
bezeichnet, 

Q=z '^Jl^rdrJ*^'^  ^^^^ V  l  +  <aH^  +  ßf^(l-  »') ; 
ferner  durch  die  Substitution  i*=(f 

und  durch  Umkehmng  der  Integrationsordnung 

wenn  nämlich  zur  Abkürzung  ^ 

13.    tt=a«a  +  jJ(l  — 2«^ 

gesetzt  wird.     Führt  man  nun  die  Integration  In  Beziehung  auf  <> 
auSy  so  ist 

Behalten  wir  u  als  neue  Variable  bei  und  drücken  z  durch  u 
aus»  so  wird  nach  No.  13. ,  wenn  a>6,  abe  a<ß  Ist, 

'=V^.-     - 

and  daraus  findet  man  sogleich 

^ <fa 
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Wenn  ferner  2=j0  und  2=1  geworden  ist,  hat  n  die  entsprechen- 
den Werthe  ß  und  er  angenommen;    so  erhalten  wir  dann 

oder    durch  Vertauschuug  der  Integrationsgränzen,    wodurch   das 
Integral  positiv  wird, 

t/  «   V  {u—a)(ß—u)  •* 

was  nicht  minder  elegant  ist  als  die  vorhin  für  P  gefundene  Formel. 


Vheorle  der  Aberration. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Einleitung. 

lo  den  ausfuhrliejiern  Lehr-  und  Handbuch ern  der  A^stronoroie 
wird  die  Lehre  von  der  Aberration  hauptsacblich  nur  mit  Röck- 
sicht  auf  ihren  praktischen  Gebrauch  in  dieser  Wissenschaft  dar- 
gestellt, und  das  Augenmerk  vorzüglich  bloss  auf  die  Entwicke- 
long  möglichst  bequemer  Näherungsformeln  zur  Bestimmuns  des 
EinSasses>  welchen  die  Aberration  in  den  verschiedenen  Fällen 
auf  die  astronomischen  Beobachtungen  ausübt,  gerichtet.  Abge- 
sehen hiervon  hat  aber  diese  Lehre  jedenfalls  auch  für  sich  ein 
bedeutendes  theoretisches  und  rein  wissenschaftliches  Interesse, 
UDd  bietet  namentlich  auch  manche  interessante  geometrische 
Gesichtspunkte  dar»  was  mich  veranlasst  hat,  dieselbe  in  dieser 
Abhandlung  einmal  von  die.ser  mehr  theoretischen  Seite  ohne  un- 
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mittelbare  Rucksieht  auf  ihren  praktLscheo  Gebrauch  in  der- Astro- 
nomie zu  entwickeln,  indem  icn  zugleich  der  Meinung  bin,  dass 
eine  solche  mehr  theoretische  oder  geometrische  Darstellung  auch 
sehr  geeignet  ist,  eine  recht  deutliche  Einsicht  in  die  eigeotliche 
Natur  des  Gegenstandes  zu  vermitteln,  und  daher  auch  für  den 
eigentlichen  Astronomen  von  Nutzen  sein  wird.  Ich  bin  also  in 
dieser  Abhandlung  absichtlich  zunächst  und  ganz  vorzüglich  auf 
die  Entwickelung  ganz  genauer  Formeln,  nicht  blosser  Näherungs- 
formelp,  und  mit  aller  Strenge  richtiger  geometrischer  Gese^e 
ausgegangen,  habe  jedoch  dann  auch  noch  gezeigt,  wie  sich  aus 
diesen  ganz  genauen  Formeln  auch  mit  Leichtigkeit  bequemere 
Näherungsfornieln  für  den  praktischen  Gebrauch  herleiten  lassen, 
bemerke  aber  nochmals,  dass  man  diese  ganze  Abhandlung  durch- 
aus mehr  von  der  theoretischen  als  von  der  praktischen  Seite  auf- 
zufassen hat,  weshalb  ich  mich  für  jetzt  auch  bloss  auf  die  Be- 
wegung der  Erde  um  die  Sonne  und  auf  die  Fixsterne  beschränkt, 
die  Bewegung  der  Erde  um  ihre  Axe  und  die  Planeten  und  Come- 
ten  dagegen  einstweilen  unberücksichtigt  gelassen  habe,  späterhin 
aber  vielleicht  noch  einmal  auf  diesen  interessanten  Gegenstand 
zurückkommen  werde.  Uebrigens  hoffe  ich,  dass  die  von  mir  in 
dieser  Abhandlung  entwickelten  neuen  Formeln  wegen  ihrer  Ele- 
ganz, sowie  übefnaupt  auch  die  ganze  in  ähnlicher  Weise  früher 
noch  nicht  gegebene  Darstellung,  wohl  die  Aufmerksamkeit  des 
Lesers  einigermassen  in  Anspruch  zu  nehmen  geeignet  sein  w^den. 


§.  L 

In  Taf.  VL  Fig.  2.  sei  jS  ein  Fixstern,  der  also  seinen  Ort 
selbst  nicht  veränaert,  und  Eq  sei  ein  Ort  der  sich  in  ihrer  ellip- 
tischen Bahn  um  die  Sonne  bewegenden,  hier  als  ein  Punkt  be- 
trachteten Erde.  Wenn  nun  die  Geschwindigkeit  des  Lichts  gegen 
die  Geschwindigkeit  der  Erde  nicht  unendlich  gross  ist,  soni^rn 
zu  derselben  ein  bestimmtes,  endliches,  messbares  Verhältniss 
hat,  wie  wir  bekanntlich  nach  Rom  er 's  höchst  merkwürdii^er 
Entdeckung  in  der  That  anzunehmen  berechtigt  sind,  so  wird  der 
Beobachter  sein  Femrohr,  wenn  er  dasselbe  nach  dem  Sterne  S 
richten  und  diesen  Stern  wirklich  in  dem  Fernrohre  zu  Gesicht 
bekommen  will,  offenbar,  indem  er  sich  in  Eq  befindet,  nicht 
direct  nach  dem  Sterne  iS  richten  oder  in  die  Lage  der  von  Eq 
nach  dem  Sterne  5  gerichteten  geraden  Linie  £o^  bringen  dür- 
fen, weil  ja,  wenn  er  dies  thun  wollte,  wegen  der  schnell  in 
ihrer  Bahn  forteilenden  Erde,  da  das  Licht  das  Rohr  des  Fem- 
rohrs nicht  in  einer  völlig  als  verschwindend  zu  betrachtenden 
Zeit  durchläuft,  dasselbe  in  der  That  gar  nicht  bis  zum  Auge  des 
Beobachters  gelangen  konnte,  sondern  durch  die  Wände  des  mit 
dem  Beobachter  zugleich  schnell  forteilenden  Rohrs  aufgebalten 
und  in  seinem  geradlinigen  Laufe  unterbrochen  werden  würde, 
was  nothwendig  in  jedem  Punkte  der  Bahn  der  Erde  der  Fall 
sein  muss,  so  dass  also  der  Beobachter  den  Stern  überhaupt  gar 
nicht  zu  Gesicht  bekommen  kunnte,  wenn  er  das  Fernrohr  direct 
nach  dem  Sterne  richten  oder  genau  in  die  Lage  der  Von  seinem 
Auge  nach  dem  Sterne  gerichteten  geraden  Lmie  bringen  wollte, 
was  aber,  wie  gesagt.  Alles  nur  unter  der  Annahme  oder  Voraus- 
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t 

setzuog  seine  Richtigkeit  hat*,  dass  die  Gescbwindigkeit  des  Liebte 
gegen  die  Geschwindiglceit  der  Erde  niclit  uneDdlich  gross  ist, 
sondern  so  derselben  ein  bestimmtes»  endliches,  genau  messbares 
Verhhitniss  hat.  Vielmehr  mu8s  der  Beobachter,  wenn  er  den 
Stern  wiriclich  zu  Gesicht  belcommen  will,  sein  Femrohr ,  indem 
er  sich  in  Eq  befindet,  in  eine  solche  Lage  £0^0  brineen«  dass 
ein  von  dem  8teme  5  ausgegangenes  und  bei  Fq  durch  das  Ob« 
jectivglas  in  das  Fernrohr  tretendes  Lichttheilchen ,  indem  das 
in  Eq  in  die  Lage  £0^0  gebrachte  Femrohr  von  dem  mit  der 
Erde  in  ihrer  Bahn  forteilenden  Beobachter  parallel  mit  sich  selbst 
for^efiShrt  wird,  seinen  geradlinigen  Weg  in  dem  Rohre,  ohne 
irgend  eine  Hinderung  von  den  Wfinden  desselben  zu  erfahren, 
völlig  ungestört  verfolgen,  und  mit  dem  Beobachter  zugleich  in 
einem  gewissen  Punicte  E  der  Erdbahn  anlangen  kann.  Es  muss 
also  in  Eq  das  Fernrohr  in  eine  solche  Lage  £0^0  gebracht  wer- 
den, dass  das  Licht  die  Linie  FqE  als  einen  Theil  seiner  gerad« 
linigen  Bahn  genau  in  derselben  Zeit  durchläuft,  in  welcher  die 
Erde  den  THeil  EqE  ihrer  Bahn,  den  wir  hier  seiner  Kleinheit 
wegen  ohne  allen  merklichen  Fehler  gleichfalls  als  eine  gerade 
Linie  betrachten  können,  zurücklegt,  oder  es  muss  die  Lage- 
EqFq,  in  welche  der  Beobachter,  um  den  Stern  iS  wirklich  zu 
€resicht  zu  bekommen,  in  Eq  sein  Fernrohr  zu  bringen  genothifft 
ist,  60  beschaffen  sein,  dass  die  hier  beide  als  geraolinie  betrach- 
teten Theile  EqE  und  EFq  der  Baimen  der  Erde  und  des  Lichts 
sich  eben  so  zu  einander  verhalten ,  wie  sich  die  Geschwindigkeit 
der  Erde  in  dem  Punkte  £0  oder  £  ihrer  Bahn,  —  wobei  man 
nur,  was  überhaupt  nothig  ist,  wenn  diese  ganze  Theorie  in  allen 
ihren  Theilen  mit  v5lliger  Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  anfgefasst 
und  verstanden  werden  soll,  nicht  unbeachtet  lassen  darf,  dass 
hier  alle  in  Betracht  kommenden  GrHssen ,  absolut  renommen  oder 
an  sieh,  ausserordentlich  klein  sind,  und  dass  es  hier  überall  nur 
auf  endliche,  völlig  bestimmte,  und  eben  deshalb  mit  vollkomme- 
ner Genauigkeit  m^^ssbare  und  angebbare  Verhältnisse  ankommt,  — 
zu  der  Geschfrindigkeit  des  Lichts  verhält.  Dann  wird  das 
Liehtthellchon  mit  dem  sein  Fernrohr  nun  ohne  alle  weitere  Ver- 
ruckung  der  Lage  desselben  parallel  mit  sich  selbst  fortführenden 
Beobachter  zugleich  in  dem  Punkte  £  anlangen,  der  Beobachter 
wird  in  diesem  Punkte  der  Erdbahn  den  Stern  in  dem  Fernrohre 
wirklichvzu  Gesicht  bekommen,  wird  ihn  aber,  da  wir  annehmen, 
dass  das  Fernrohr  parallel  mit  sich  selbst  fortgeführt  worden  sei, 
nicht  an  seiner  wahren  Stelle  oder  nach  der  geraden  Linie  £jS 
erblicken,  sondern  nach  der  Richtung  des  Femrohrs  £F,  welche 
der  Linie  £0^0  parallel  ist,  zu  sehen  glauben,  und  seinen  Ort  am 
Himmel  natürlich  auch  nach  dieser  Lage  des  Femrohrs  beurthel- 
len  and  bestimmen,  wodurch,  da  das  Femrohr  des  sich  in  £ 
befindenden  und  den  Stern  im  Fernrohre  wirklich  zu  Gesicht  be- 
kommenden Beobachters  keineswegs  wirklich  nach  dem  Sterne 
S  gerichtet  ist,  nothwendig  Fehler  in  der  Lagenbestimmung  der 
Gestirne  am  Himmel  entstehen  müssen ,  anf  welche  der  Astronom 
unabweislich  gehörig  Rücksicht  zu  nehmen  hat,  so  dass  er  die- 
selben bei  allen  seinen  Rechnungen  als  ein  besonderes  Rechnungs- 
eleroent  in  Ansatz  bringt,  wenn  die  aus  seinen  am  Himmel  ange- 
stellten Beobachtungen  und  Messungen  auf  dem  Wese  der  Rech- 
nung gezogenen  Resultate  auf  diejenige  Sicherheit  und  Genauigkeit 


^42 

AoUen  Anaprooh  machen  dfirfen»  welche  die  Aatronofinie  nameot- 
lieh  bei  ihrem  gegeow&rtiffen  Zustande  der  höchsten  theoretischen 
und  praktischen  Ausbildung  jedenfalls  zu  fordern  vollkommen 
berechtigt  ist. 

Die  so  eben  ausführlich  besprochene  Abweichung  des  Fern- 
rohrs von  seiner  richtigen  Lage  bei  den  astronomischen  Beobach- 
tungen nennt  man  in  der  Astronomie  im  Allgemeinen  die  Aber- 
ration oder  Abirrung,  und  zwar»  wie  es  mir  scheint,  mit  sehr 
gutem  Grunde  und  völlig  richtig ,  namentlich  in  neuerer  Zeit  mei- 
stens ohne  allen  weiteren  Beisatz;  denn  von  einer  Aberration 
oder  Abirrung  des  Lichts  zu  sprechen»  wie  namentlich  von  den 
Physikern  und  in  den  physikalischen  Lehrbüchern  fist  durchgän- 
gig geschieht,  scheint,  wenigstens  bei  der  obigen,  sich  aber  jeden- 
faUs  in  sehr  vielen  Beziehungen,  insbesondere  durch  Ihre  grosse 
Einfachheit,  gewiss  sanz  besonders  empfehlenden  AufTassungs- 
weise  der  Sache,  der  Natur  derselben  nicht  recht  gemäss  zu  sein» 
indem  man  offenbar  in  der  That  weit  eher  von  einer  Aberration 
oder  Abirrung  .des  Fernrohrs  als  von  einer  Aberration  oder  Ab- 
irrung des  Lichts  sprechen  konnte,  wenn  man  absichtlich  die 
Weidänfigkeit  der  Ausdrucksweise  durch  Beifügung  eines  beson- 
deren Zusatzes  zu  dem  schlichten  Worte  Aberration  oder  Ab- 
irrung zu  erhöhen  beabsichtigte.  Freilich  werden  mir  hierin  die 
Anhänger  anderer  Ansichten  über  diesen  Gegenstand  nicht  bei- 
stimmen« Andere  Auffassungsweisen  desselben  zu  besprechen» 
gebort  aber  jetzt  um  so  weniger  zu  meinem  Zwecke  und  entspricht 
meinet  Absicht,  weil  ich  schon  in  der  Einleitung  erklärt  nahe« 
dass  mich  bei  der  vorliegenden  Behandlung  und  Darstellung  die- 
ser Lehre  vorzugsweise  das  In  derselben  enthaltene  geometrische 
Element  interessirt,  und  ich  will  daher  hier  nur  noch  ganz  in  der 
Kürze  4»emerken ,  dass  der  obigen  Auflassungs weise  ausser  ihrer 
grossen  Einfachheit  jedenfalls  auch  noch  der,  —  nach  meinen  An- 
sichten über  diese  Dinge  sehr  grosse,  -—  Vorzug  vor  allen  übrigen 
Auflassungsweisen  gebührt,  dass  sie  von  einer  hypothetisciieD 
Voraussetzung  über  die  physische  Beschaffenheit  des  Lichts  ganz 
nnabhängig  ist,  und  eben  deshalb  dne  vuUig  strenge,  rein  geo- 
metrische Behandlung  gestattet. 

Den  durch  die  Lage  EF  des  Fernrohrs  bestimmten,  also  von 
der  Aberration  oder  Abirrung  afBcirten  Ort  des  Sterns  iS^  nennt 
man  in  der  Astronomie  den  scheinbaren  Ort  desselbeil,  zum 
Unterschiede  von  seinem  durch  die  wirklich  nach  ihm  gerichtete 
Gesichtslinie  ES  bestimmten,  von  der  Aberration  öder  Abirrung 
nicht  afQcirten,  wahren  Orte,  Alles  natürlich  bezogen  anf  den 
Zeitpunkt,  wo  die  Erde  sich  in  dem  Punkte  E  ihrer  Bahn  betin- 
det,  und  wo  in  diesem  Punkte  der  Erdbahn  der  Stern  dem  Beob- 
achter in  seinem  Fernrohre  wirklich  zu  Gesicht  kommt,  d,  h.  wo 
die  Beobachtung  des  Sterns  angestellt  worden  ist,  oder  kurz  auf 
die  Zeit  der  Beobaditung,  in  was  für  Zeiteinheiten  man  dieselbe 
anch  angeben  mag,  was  uns  fiir  jetzt  nicht  weiter  angeht.  Die 
dem  wahren  und^  sc^' einbaren  Orte  des  Sterns  entsprechenden 
astronomischen  Coordinaten  des  Sterns,  auf  welche  Ebenen  im 
Räume  dieselben  nun  auch  bezogen  werden  mögen,  heissen  be- 
ziehungsweise seine  wahren  Coordinaten  und  seine  schein* 
baren  Coordinaten,  und  die  Ableitung  jener  ans  diesen,  oder 
dieser  aus  jenen,    macht  überhaupt  den  Hauptinhalt  der  ganzen 
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AberrsttonAeorie  aas»   und  gehdrt«  zu  den  Hanptp^escbfiften  im 
rechnenden  Astronomen  bei  der  Anwc^daiig  dieser  Theorie. 

Da  der  Einfluss  dev  AJberratioD,  wie  ihr  Entdecker,  der  grosse 
englische  Astronom  Brad|ey>  zuerst  dargethan  hat,  auT  alle 
astronomischen  Beobachtungen  sehr  merklich  ist,  und  deshalb  als 
eine  besondere  Fehlerquelle  bei  allen  astronomischen  Rechnungen 
in  Ansatx  gebracht  werden  muss,  alles  Obige  aber  nur  auf  der 
Voraussetzung  beruhet,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Lichts  gegen 
die  Geschwindigkeit  der  Erde  in  den  verschiedenen  Punkten  ihrer 
Bahn  nicht  unendlich  gross  ist,  sondern  vielmehr  zu  derselben 
ein  bestimmtes,  endliches,  messbares  Verhhitniss  hat,  so  sind 
wir  nun  auch  aus  der,  aus  allen  astronomischen  Beobachtungen 
sich  unzweideutig  ergebenden  Aberration,  indem  dieselben  nur 
dadurch,  dass  man  ^ie  Aberration  auf  eine  strenge  Weise  In 
Rechnung  bringt,  gehurig  zur  Uebereinstimniung  mit  einander  ge- 
bracht werden  können,  a  posteriori  zu  schliessen  berechtigt,  dass 
die  in  Rede  stehende  Annuhme  rücksichtlich  der  Geschwindigkeit 
des  Lichts  richtig  ist,  d.  h.  dass  dieselbe  zur  Geschwindigkeit 
der  Erde  in  den  verschiedenen  Punkten  ihrer  Bahn  wirklich  In 
einem  endlichen ,  genau  messbaren  und  bestimmt  angebbaren  Ver- 
hältnisse steht,  was  bekanntlich  auch  schon  Rum  er  noch  vor 
Bradley  aus  den  Verfinsterungen  der  Jupiterstrabanten  geschlos- 
sen hatte,  und  auf  diesem  Wege  selbst  schon  zu  einer  genauen 
Bestimmung  der  Geschwindigkeit  des  Lichts  gelangt  war,  deren 
Richtigkeit  späterhin  durch  die  Aberrationstheorie  auf  die  Qber- 
rascbendste  und  schönste  Weise  bestätigt  worden  ist.  Auf  der 
anderen  Seite  liefert  aber  auch  die  Aberrationstheörie,  welche  in 
der  Voraussetzung  einer  wirklichen  progressiven  Bewegung  der 
Erde  um  die  So?ine  ihre  hauptsächlichste'Grundlage  hat,  den  deut- 
Dchsten  und  einleuchtendsten  Beweis,  dass  die  Erde  wirklich 
eine  progressiv  "fortschreitende  Bewegung  um  die  Sonne  besitzt, 
nnd  dass  nicht  die  Sonne»  wie  es  scheinbar  der  Fall  ist,  sich  um 
die  Erde  bewegt.  Denn  aus  der  vorhergehenden  Theorie  ist  mit 
völliger  Deutlichkeit  ersichtlich  ^  dass  die  Erscheinungen  der  in 
den  astronomischen  Beobachtungen  auf  völlig  unzweideutige  Weise 
sich  kund  gebenden  Aberration  nur  dann  sich  genügend  erklären 
lassen,  wenn  wir  dem  Beobachter  auf  der  Erde  niit  derselben  zu- 
gleich eine  progressiv  fortschreitende  Bewegung  beilegen,  und 
dass  im  Gegentneil  diese  Erscbeinuujgen  nothwendi^  ganz  wegfal- 
len würden,  wenn  wir  den  Beobacnter  uns  in  aosoluter  Kühe 
denken  wollten;  ja  es  würden  sich  selbst  die  Verhältnisse  der 
verschiedenen  Dimensionen  der  Erdbahn  unter  einander  aus  den 
durch  Beobachtung  bestimmten  und  auf  besam mte  Maasse  zurück- 
geführten  Erscheinungen  der  Aberration  ableiten  lassen.  Und  da 
es  jedenfalls  keinen  mehr  einleuchtenden  und  iberzeugeoden  Be- 
weis fSr  das  wirkliche  Stattfinden  einer  j^rogressiven  Bewegung 
der  Erde  um  die  Sonne  als  diesen  giebt,  so  kann  man  in  der 
That  sagen,  dass  wir,  eben  so  wie  Ibekanntlich  die  rotatorische 
Bewegung  der  Erde  um  Ihre  Axe ,  auch  ihre  progressiv  fortschrei- 
tende Bewegung  um  die  Sonne  erst  haben  am  Hinnnel  aufduehen 
müssen,  um  uns  von  ihrer  wirklichen  Existenz  voHständig  zu  übet- 
7.eugen,  welches  nicht  das  kleinste  der  vielen  grossen  Verdienste 
ist^  durch  welche  sich  Bradley  ein  unvergttnf^ichee  Denkmal  in 
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den  Annalen  der  Geschichte  der  Astrimomie  und  der  :Nailiirfriaaen- 
schalten  überhaupt  gesetzt  hat. 

-  Was  wir  hier  bis  jetzt  bloss  Id  allgemeinen  Grundzügen  dem 
Leser  vor  die  Augen  geführt  haben,  wollen  wir  nun  in  den  fol- 
genden Paragraphen  mit  der  Kraft  der  mathematischen  Analyse 
verfolgen,  und  unserer  Darstellung  dieses  Gegenstandes,  was  ein 
Hauptzweck  der  vorliegenden  Abhandlung  ist,  wenigstens  zuerst, 
ohne  uns  eine  Vernachlässigung  irgend  einer  Art  zu  gestatten, 
den  Charakter  vollkommener  geometrischer  Strenge  zu  verleihen 
,  suchen, .  was  gewiss  besonders  geeignet  ist,  eine  völlig  deutliche 
Einsicht  in  die  eigentliche  Natur  desselben  zu  bewirken  und  zu 
vermitteln. 


§.  2. 

Zu  dem  Ende  legen  wir  zuvOrderst  ganz  im  Allgemeinen  ein 
völlig  beliebiges  festes  rechtwinkliges  Goordinatensystem  der  xyz 
zum  Grunde,  auf  welches  wir  die  Lage  aller  Punkte  im  Räume 
beziehen.  Die  Coordinaten  der  Punkte  JEJq  und  E  in  Bezug  auf 
dieses  System  seien  respective  JKq,  Fq,  Zq  und  JT,  F,  Z.  Die 
von  der  von  dem  Punkte  £,  als  ihrem  Anfangspunkte,  ausgehend 

Sedachten  Linie  EE^y  welche  wir  der  Kurze  wegen  im  Folgenden 
urch  R  bezeichnen  wollen,  mit  den  positiven  Theilen  dreier, 
durch  den  Punkt  E  gelegter,  den  primitiven  Axen  der  ^9  jSj  z 
paralleler  Axen  eingeschlossenen,  loO^  nicht  übersteigenden  Win- 
kel seien  «..  ^,  y.  Femer  seien  g>,  tf;,  %  die  180®  nicht  überstei- 
genden Winkel,  welche  die  als  von  dem  Punkte  E  ausgehend 
gedachte  wahre',  nach  dem  Sterne  5  j^czogene  Gesichtslinie  ES 
mit  den  positiven  Theilen  dreier  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher 
durch  den  Punkt  E  gelegter,  den  primitiven  Axen  der  :r,  y^  z  pasalleler 
Axen  einschliesst  Die  Länge  i^o^o  ^^^^  ^^  ^^^  Femrohrs  sei  L, 
undg?!,  1/^1,  Xi  seien  die,18u^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
von  den  einander  parallelen,  als  von  den  Punkten  JS^,  £  ausgehend 
gedachten  Linien  £0^0»  ^^^  ^^^  ^o  positiven  Theilen  dreier, 
respective  durch  die  Punkte  E^^^  E  gelegter,  den  primitiven  Axen 
der  X,  Vy  %  paralleler  Axen  eingeschlossen  werden.  Im  Allgemei- 
nen sind  also  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  9>»  if^,  2  ^'^ 
sogenannten  wahren,  dagegen  q>iy  if;^,  ^  die  sogenannten  schein- 
baren Coordinaten  des  Sterns  <S. 

'  Nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie  wird  die 
Linie  ES,  oder  vielmehr  die -ganze  gerade  Linie,  von  welcher  die 
von  dem  Punkte  E  als  ihrem  Anfangspunkte  ausgehend  gedachte 
Linie  ES  ein  Theil  ist,  in  Bezug  auf  das  zum  Grunde  gelegte 
Coordinatensystem  der  scyz  durch  die  Gleichung^i 

'     COS  9        co8'4'       <^es% 

charakterisirt.    Die  Coordinaten  des  Punktes  Fq  sind  offenbar  in 
völliger  Allgemeinheit 
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nod  weil  Diin  dieser  Punkt  in  der  Linie  ES  liegte  so  haben  wir 
oac^  1)  die  folgenden  Gieichangen: 

JITp— JC+Xcosyi Fq— F+Xcosoj/t Zq—Z-j-X  cos  Xi 

^  COS9  cosifi  .       co«x 

Weil  aber  nach  den^  Principien  der  analytischen  Geometrie  offenbar 

.'  JTq — -X'=Äcoscr, 

3)    j  ro-r=Äco«/?, 

(  Zo— Z=ficosy 

ist^   80  erhalten  die  Gieichangen  2)  die  folgende  Form: 

-     i^cos a +Lco8 q>i RcoBß+  Lcos'^i jRcosy-f  l/cos^i 

'         \    cos9>  cosif;  ^08% 

Verhält  sich  nun  die  Greschwindigkeit  des  Lichts  zu  der  Ge- 
schwindigkeit der  Erde  in  dem  Punkte  E  wie  l:t^  so  muss  nach 
dem  vorhergehenden  Paragraphen 

EFo'.EEo—lii, 

und  folglich^  da  EEq=R,  und  nach  dem  Obigen  und  den  Princi- 
pien der  analytischen  Geometrie 

JBFo=V  (Jlo-^+^o«g^i)H(lo-  F+Lcosti)*+(Zo-Z+icosxi)« 
oier 

i;Fo==V(Äcos«+I*cos9)i)H(Äco8/5+ico8iffi)H-(Äcosy+IiC08Xi)* 
Ut, 

6)    (cos  a + ]^ cos 9i)*+(co8jS+ ij  CO« tK)*+(cosy+2^  co» Xi)*= Ja 

sein. 

Wenn  man  zu  den  drei  Gieichangen 

cos  «+  p  cos  9i      CO«  p+  -g  cos  ^,      cos  y + u  cos  xi 
cos^r  cosi/;  "~  cos% 

r  T  V  %  > 

(cos«  +;gcos9i)«+(cos/J  +  5^cosif;i)*+(cosy  +  ^  cosxi)*=^ 

noch  die  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannte  Gleichung 

cos  9*  +  cos  i(;^  +  cos  X*  =  1 

nimmt,  so  kann  man,  wie  wir  jetzt  zuerst  zi^en  wollen,  aus  den 
als  bekannt  angenommenen  Grössen 


2i6 

«f»  ßf  y;  ^»^1.  ti 

die  vier  Grössen 

L 

finden. 

Aus  der  dritten  Gleichung  erliält  man,   weil  nach  den  Princi- 
pien  der  analytischen  Geometrie  bekanntlieh  auch 

cos  a*  +  cos  /J*  +  cos  y*=  1, 

cos  <Pi*+ cos  ^1* +COS  3ri*=  1 

ist  9  nach  geborigev  Entwickeluog  derseften  leicht 

l-|-2(co8acos9|-|-cos/?costf;i  +cosyco82i)  ß  +  (^}  =■;$• 

Beseichnen  vrir  aber  den,  von  den  als  von  dem  Pnnkte^f  ao«- 
gehend  gedachten  Linien  ££^*UDd  EF  eingeschlossenen,  180^ 
nicht  übersteigenden  Winkel  durch  6| ,  so  ist  nach  einem  bekann- 
ten Satze  der  analytischen  Geometrie 

6)    cos  ^1  =  cos  a  cos  q>i  -{■  cos  ß  cos  ^^  -|~ ^osycos  ^i » 

wo  also,  weil  « 

«»  ßy  y;    9iy  *i>  Tx 

als  bekannt  angenommen  worden  sind,  natürlich  auch  (9|  eine  be- 
kannte Grosse  ist,  und  folglich  nach  dem  Obigen 


i+2cMe,.^+(5)'=^. 


Bestimmt  man  aus  dieser  Gleichung  des  zweiten  Grades  die  Grdsse 
-g  auf  bdcannte  Weise,  so  erhält  man 

7)    ^= -  cos  «li  \  V^l  — t^sin  e^« 
oder 

8)   ^=,-cos«i±V^(J)'-«n©^», 

wo  nun  noch  vorzüglich  eine  Bestimmung  nuthig  ist,  welches 
Zeichen  man  in  dieser  Formel  zu  nehmen  liat,  w  auf  folgende 
Art  gegeben  werden  kann. 

Das  Product  der  beiden  Werthe  von  ^,   welche  die  voprker- 

gehende  Formel  liefert,  ist 


cos 


®*'-"G)'~""®»''=*~(D'=~^' 
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» 

und  foigHcfa,  wenn  wir  n«r  aiuiefcmeii»  dass  t  kleiner  als  die  Ein- 
heit ist,   stets   eioe   negative  GrOsse.     Also   haben  die   beiden 

Werthe  von  -j^ '  unter  der  rücksichtlich  des  t  so  eben  gemachten 

Voraussetzung»  immer  entgegengesetzte  Vorzeichen.  ^  Ist  nun 
cos 6]   positiv,   so  giebt  das  untere  Zeichen  in  der  Gleichung  8) 

för  -n  einen  negativen  Werth,  und  man  muss  also  in  diesem  Falle, 

da  -n  seiner  Natur  nach  positiv  ist>  in  dieser  Gleichung  das  obere 
Zeichen  nehmen;   ist  dagegen  cos6|  negativ,  so  giebt  das  obere 

T 

Zeichen  in  der  Gleichung  8)  fiir  •»  einen    positiven  Werth«    und 

man  rauss  also ,  da  nach  dem  Vorhergehenden  das  untere  Zeichen 
einen  negativen  Werth  Tür  diese  Grosse  liefert^  indem  immer  beide 
Werthe  dieser  Grosse  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  ^  auch 
in  diesem  Falle  das  obere  Zeichen  nehmen.  Man  muss  also  immer 
das  obere  Zeichen  nehmen,  d.  h.  man  muss  immer 

9)    ^  =  -cos0i+i  Vl^-i^sinÖi« 

setzen.  Wir  sind  hierbei  von  dem  allein  in  der  Natur  vorkommen- 
den Falle,  wenn  t  kleiner  als  die  Einheit  ist,  ausgegangen,  und 
wollen  uns  hier  für  jetzt  der  Kürze  wegen  einer  weiteren  Betrach- 
tung des  in  der  Natur  nicht  vorkommenden  Falls ,  wenn  i  der  Ein- 
heit gleich  oder  grösser  als  die  Einheit  ist,  enthalten. 
Mittelst  der  Gleichungen 

L  ^       L  .   Ir 

cosa-f 'goos^i      cosp  +  j^cosi^i      cosy  +  -pCosxi 
COS  9  cos^  <^<>8  2 

und 

CO«9*+COSlp*  +  C08%*  SS  1 

erhfiit  man  nun  femer  leicht,  mit  Beziehung  der  obern  und  untern 
auf  einander: 

10). 

cos  a  +  Tö  cos  qpi 

cosy=db    I  j^  j^  i^  ' 

Y  (cos a+^cos  g?i)*+(cos  /S+^cestji)H(cosy+  -gcos  Xi)* 

cos  p  4*75  eos^ 

Y  (cos  a+^os  g^)*+(cos jS+.-gcos'^i)*+(cosy+  -gcosj^i)* 

cosy+^ooaxi 
cosx=± 


r y  ■  jr j ' 

Y  (cosa+jcosg)i)*+(cos/J+gcos'^)*+(cosy+  g^<>® Xi)*, 
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alBO  nach  dem  Obigen  mit  Beziehung  der  obern  and  untern  Zeichen 
auf  einander: 

L 

cos  9 = 4:  j  (cos  a  4- "p  cos  9>i )  9 

11)     \  cosi{i=Jbi(co8/5+-scos^i), 

cos;^=:  J:t(cosy4- p^os;[i); 

wo  sich  nun  wieder  fragt,  weiche  Zeichen  in  diesen  Formeln  zo 
nehmen  sind ,  worüber  man  auf  folgende  Art  zu  einer  völlig  be- 
stimmten Entscheidung  gelangen  kann. 

Die  Coordinateo  des  Punktes  F»  in  dem  zum  Gmode  gell- 
ten Coordinatensysteme  der  jpyz  sind  nach  dem  Obigen 

Xi^-\-LciiBq>i9  YQ-^-Lco&fpiy  Zo-f^co^Xtf 

und  die  Coordinaten  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  ein  durch  den 
Punkt  E   ffelegtes,    dem   primitiven  Coordinatensysteme  der  xyz 

Saralleles  jSystem  sind  also  nach  der  Li^hre  von  der  Verwandlung 
er  Coordinaten: 

-Xi)  — JC+icos9|,   Fo— F-f-Z» cos if^i,   Zo—^Z  +  Xcos^i; 

oder  nach  dem  Obigen: 

ßcoscr4-'Z'COS9i,  Aco8/}-|-^costf^i,  ücosy-^^cosxi; 

oder 

R{coBa-\-  -jnCQStp^),  72(cos/5+-gcost(;i),  Ä(co8y+-gco«Xi)- 

Die  Coordinaten  des  Punktes  jS  in  Bezug  auf  dasselbe  System 
sind^  wenn  wir  der  Kürze  wegen  jES=2C  setzen: 

SCcos^y  2(cos^,  2Ccosx; 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden ,  wenn  man  fllr 

cos9>,  cos  ^9  con% 

ihre  Werthe  aus  11)  setzt: 

±Ät(cos«+-gcosg>i), 

:tXt(cos/S+;^cos^)» 

J:3tt(cosy-|--gcosxi); 
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und  weil  nun  die  Coordinaten  tod  Fq  und  S  in  Bezog  auf  ein  dorcb 
den  Puokt  E  {gelegtes,  dem  primitiven  Systeme  der  ayz  paralle- 
les Coordioatensystem  offenbar  immer  gleiche  Vorzeichen  haben 
müssen j  so  ist  ersichtlich ,  dass  man  im  Vorhergebeoden  überall 
die  obem  Zeichen  oefamen,  nach  11)  also 

cos  9 = t  (cos  <x  -f-  ^  <^os  ^l)  9 
12)    i  co^if;  =  t(cos/3-f  ^cost^i), 

Zj 

COS);  =t(cosy  +  ^cosxi) 

setzen  muss.  Führt  man  aber  in  diese  Formeln  fSr  -^  seinen 
Werth  aus  9)  ein^  so  erhält  man 


cos  q>  =  1  (cos  «  —  cos  Bi  cos  q>i  +  rcos  (pi  V^l— t*sinöx*) » 

}  -  1 

13)    <  cos^  =  i(cos/5.--  cos6i  cos'^  -f  7  cos^  V  1— i*sin  ö^*), 

cosx  =t(cosy—  cos6i cosji  +  -  cosj^  VI — t^siaßi*); 
oder  auch 

cos g>=:coBfi  VI  — i*sinöi*  +  t(cosa^ cos ßi cos g>i), 

14)    ^  cos^=cos^,  V 1— i*sin ö^*  +  »(cos ß  —  cos 6^  cos^i)  ' 

cos  2  =  cos  xi  V"l— t*sinÖx*+ »(cos y — cos  ©i  cos Xi) ; 

wodurch  unsere  Aufgabe  gelHst  ist. 

Um  diese  Aufgabe  umzukehren,  d.  b.  um  aus 

«»  ßf  y;  9>>  *^  z 

die  Grössen 

< 

zu  finden  9  hat  man  nach  12),  'wenn  der  Kfirze  wegen 


t( 


16)    i.*=| 


gesetzt  wird: 


L 

^cos9|:=^  cos^  —  cosa » 

-goos^i=^cos^ — cos/?, 

j^cosxi  ssjtcosx— cosy; 
Theil  XL  17 
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also  9   wenn  man  quadrirt  und  addirt»  weil 

cos  «*  +  C08/3* + CO«  jr*=  1 , 

'  co8qfl-{-cofi^^  +  cos  2^=1 

ist: 

(gj  =l  +  ti*— 2ii(cosacosg)  +  cos/3cosi|>+cosycos%). 

Bezeichnen  wir  aber  den  tod  den  Linien  ££0  ^^^  ^'^»  ^^®  ^^' 
uns  wie  frOher  beide  als  von  E  ausgehend  denken,  eingeschlos- 
senen, 1800  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  S,  so  ist  nadi 
den  Principien  der  analytischen  Geometrie 

16)    cos  9==cosacbs^-|-cos^cos^-^cos7cos;(, 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 


©•= 


i+»i«-"2ii;cose, 


oder 


oder 


17)    |=Vi+i,*-Xco8Ö 


18)  ^=?Vl+»*-^'co«Ä 


R~i 

*  • 

Also  i^t  nach  dem  Vorhergehenden 


/  cosg>~tcos« 

costff — icosß 

19)   {  <^o«yi=T7=i=f!a     o'       a' 
'    \  Vl  +  i*  —  2tcosö 


cosv— icosy 
cosxi  =^ 


Vl  +  ,-»-.2icosö 
wodurch  unsere  Aufgabe  wieder  gel9st  ist. 

§.3. 

Wir  wollen  nun  den  Mittelpunkt  der  elliptischen  Erdbahn  als 
Anfang  der  xyi^  die  Ebene  der  Erdbahn  als  Ebene  der  x^^  und 
die  Hauptaxe'der  Erdbahn  als  Axe  d^  x  annehmen.  Üann  ist 
im  Vorhergehenden  offenbar  ^=90^,  cosy==0  zu  setzen;  und 
wenn  wir  die  beiden  Halbaxen  der  Erdbahn  durch  o,  b  bezeich- 
nen, so  ist 


2S1 


»>  (f)"+ß)'= 


die  GleichuDff  derselben.  Die  Gleichung  der  durch  den  durch  die 
Coordioaten  A,    Y  bestimmten  Ort  £  der  Erde  an  die  Erdbahn 

fesogenen  Berührenden  derselben^    welche   die  Stelle  der  Linie 
7£o  vertreten  kann^  ist  nach  der  Lehre  von  der  Ellipse  bekanntlich 

X        Y 

Bezeichnen  wir  aber  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  die 
der  eine  der  beiden  Theile  dieser  Berührenden  ^  in  welche  dieselbe 
durch  den  Berührungspunkt  E  getheilt  wird,  mit  den  positiven 
Theilen  dreier  durch  aen  Berührungspunkt  E  gelegter >  den  pri- 
mitiven Azen  der  x^  y^  i  paralleler  Axen  einschüesst,  durch  o', 
fi'y  90^;  so  ist  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 
oekanntlich  auch 

^     cosa'       cos/3' 
oder 

^^    JICcos/3'—Fcosa'^"jC  cos/3'—  Fcos«'*-* 

die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Berührenden,  und  durch 
Vergleichung  dieser  Gleichung  mit  der  Gleichung  21)  erhält  man 
daher  die  beiden  Gleichungen: 

C08/5'  X  ^ 


A:cos/3'— ycos«'~a*' 

^^   ^  costt^ F 

jrcos/5'—Fcos  «'""""  6«'. 

oder»,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 


26)     1^^ 


(,^—a^cosß'=X  r  cos  «' , 
6a)eo»«'=JfFcos/S'; 


ond  ans   diesen  beiden   Gleicbungeo   erhält  man  durch  Division 
die  Gleichung 


.  „.    .^«-a«_Aos«»'Y 


Verbindet  man  mit  dieser  Gleichung^  die  bekannte  Gleichung 

> 

27)    co8«'«  +  cos/J'2=l, 
•0  ergiebt  sich 


17* 


co«a'?=- 


2S2 


28)   ^  j-2 ^« 

cos  /3'a=  ^^a  -  a^)  +(  F»  -'6»)' 

Weil  A'^— (i*,  F*— 62^  wenigstens  wenn  sie  nicht  verschwin- 
den,  stets  negative  Grössen  sind,  so  haben  wegen  der  Gleichun- 
gen 26)  offenbar  cos«',  cosjS'  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen, 
jenachdeni  das  Prodoct  XY  negativ  odec  nositiv  ist,  d.  h.  jenach- 
dem  die  Coordinaten  Ä",  F  ungleiche  oder  gleiche  Vorzeichen 
haben.  Wenn  daher  X,  Y  gleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist  mit 
Beziehung  der  obern  und  untern  Vorzeichen  auf  einander 


cos 


o,     -4/"  ya-6« 


Wenn  da«;egen  X,  Y  ungleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist  mit  Be- 
ziehung der  obern  und  untern  Vorzeichen  auf  einander 


cos«  =  +  Y  (j|^2_a*)  +  (F«-6»)' 

*^)  ^  .  r F2-6^  ' 

cos^'=+\  (jKa_aa)  +  (Fa-.6*-*)' 

Nehmen  wir  jetzt  die  positiven  Theile  der  Axen  der  x  und  y 
•so  an,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
X  durch  den  rechten  Winkel  {xy)  hindurch  zu  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung  bin 
bewegen  muss,  nach  welcher  sich  in  ihrer  Bahn  die  Erde  ^^^^5*» 
und  lassen  wir  die.  Winkel  a',  /3'  demjenigen  der  beiden  Theile 
der  Berührenden  der  Erdbahn  in  dem  Punkte  Ey  in  welche  die- 
selbe durch  diesen  Punkt  getheilt  wird,  entsprechen,  der  von  dem 
Punkte  E  aus   der   Richtung  der  Bewegung  der  Erde  entjgecen- 

fesetzt  ist;    so  wird  durch  eine  leichte  Beträchtunc,  die  wir  dem 
leser  selbst  anzustellen  überlassen,  auf  der  Stelle  erhellen,  dass  im 

Isten,  2(en,  3ten,  4ten 

Quadranten  der  Erdbahn,  diese  Quadranten  natSrllch  in  Beziehung 
auf  das  zum  Grunde  gelegte  Coordlnatensystem  genommen,  cos  a 
respective 

positiv,  positiv,  negativ,  negativ 

ist,  weil  nSmlich  im  Isten  und  2ten  Quadranten  offenbar 

0<a'<90<», 
im  Steil  und  4teD  Quadranten  dagegen 

900<«'<180o 


2$Z 

Uft.    Alao  ist  nach  dem  Vorliergehenden  im  Lstei»  QiuidrMten: 


cos 


cos 
im  2teD  Quadranten} 


P—~y  (JC»-a«)+(F»— 6»)' 


1    .  ■  4 


COS« 


COSi 


*  -  f  (i:«-a«)  +  (I'»— 6")' 

■ 

im  3tea  Quadranten: 

Vi^ J       ■  ■    .1  ■  . 


cos 
im  4teo  Quadranten: 


cos 


cos 


Weil  aber 


ist«  so  ist 


also 


^ y  (A«— a«)  +  (F«— 6»)' 

ß/_   4/         if-ifl 


i«-a«=-pF*,  F»-6«=^5x«; 


und  fo^ch 

F«— &« 6<j:« 
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Weil  nun  im  .  ^ 

Istea,   2teii,   3ten^    4ten 

QnadraDten  die  Coordinaten 

Jf  und  F 
respective 

positiv,  negativ 9  negativ,  positiv 
und 

positiv»   positiv,   negativ,   negativ 

sind;   so  ist  nach  4Bm  Vorhergehenden 
im  Isten  Quadranten: 


coso' 


— n  ■'  \>  ■•%   cos y  =s: ^  —TT  '9 


im  2teii  Quadranten; 

/  g'F  „,  •  b*X 


im  Sten  Quadrantea: 

,  o'F-  •  -,  b^X 

ni^t^  iv"  =  ■     ■     cosp  =— —  ■ ; 

I 

im  4ten  Quadranten: 
d.  h.  es  ist  immer  und  in  TÖlliger  Allgemeinheit: 

31)     COSCrss     ^ — ■=rzr^^.   OOS/r£= 1  ,^        .   i 

Nun  sind  aber  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die  Winkel 
cf  9  ß'  oiFenbar  mit  den  aus  dem  Obigen  bekannten  Winkein  a,  ß 
identisch ,  weil  sich  beide  auf  dje  als.  vo\k  E  ausg^end  gedachte 
Linie  EE^  beziehen;   daher  ist  in  völliger  Allgemeinheit  auch 

32)    cos  «SS    ■  «   cosp= > , 

Well  aber  •         ■        -    ;  -« 


»5 

ist,  M  ist 

w«Mi  wir  die  Exceotricität  derErdbaliD  diiicli.4  bMeicbneo.  Also 
ist  nach  32)  in  völliger  Allgemeinheit 


oder 


34)    coscs:-;.'  „.,  co8p=— — ====ss'» 


oder  auch 


35)    co8as=-*7=====s.  cogp=-- ■/■  ^       .,=  ? 
odet  auch 

Den  positiven  Theil  der  Ate  der  j:  wollen  trir  jetzt ,  was  offen- 
bar Terstattet  ist^  durch  die  Sonne  l^^n,  so  sind  nach  den  be- 
kannten Gesetzen  der  Bewegung  der  Planeten  nm  die  Sonne  e ,  0 
die  beiden  Coordinaten  der  Sonne«  und  nach  den  Principien  der 
analytischen  Geometrie  ist  folglich ,  wenn  P  das  von  der  Sonne 
auf  die  äurch  den  Ort  E  der  Erde  an  die  Erdbahn  gelegte  Be- 
röhrendoj  deren  Gleichung  nach  21) 

istj  gefiUlte  Perpendikel  bezeichnet»  wie;  man  leicht  findet: 

'^— a*r*+b*X*' 
oder  nach  dem  Obigen 


also 


(a«-  eX)* 


ond  folglich 


2S5 

Bezeicbneo  wir  mm  die  Geschwindigkeit  des  *Li<^htii  flarch  (5, 
die  Geschwindigkeit  der  Erde  in  dem  Punkte  E  ihrer  Bahn,  des- 
sen Coordinaten  X,    Y  sind,  durch  F;   so  ist  naeh  ^si  Olüigen 

(B:F=1:.-, 
also 

38)    i=|. 

Ist  aber  Fi  die  Geschwindigkeit  der  Erde  \m  einem  beliebi^n 
anderen  Punkte  Ei  ihrer  Bann,  dessen  Coordinaten  JT,,  Y^  siod, 
und  Px  das  von  der  Sonne  auf  die  Berührende  der  Erdbahn  in 
diesem  Punkte  gefällte  Perpendikel,  so  dass  also  nach  37) 

ist;  so  ist  nach  einem  aus  der  Theorie  der  Bewegung  dcvr  Plane- 
ten um  die  Sonne  bekannten  wichtigen  Satze  >  nach  welchem  sich 
bei  derselben  die  Geschwindigkeiten  des  sich  bewegenden  Kör- 
pers In  den  einzelnen  Punicten  seiner  Bahn  umgekenrt  wie  die 
▼on  der  Sonne  auf  die  durch  die  in  Rede  stehenden  Punkte  an 
dif  Bahn  gezogenen  BerQhrenden  gefällten  Perpend^el  Terhälten  % 

'  F:Fi=/\:P, 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

*^*^i-M  a«+  e^i  V  a»+  eX' 
folglich 

woraw  man  sieht,  dass  das  Prodact 


yXf^ElÄ  oder  F,  XT^^SS. 


,1 


eine  constante   Grosse  ist,   welche  wir  *im  Feienden  durch  Ki 
bezeichnen,  und  daher,  indem  Xi,  F^  die  Coordmaten  eines  ganx 


*)  Dieser  Sats  gilt  bekanntlich  für  jede  Centralbewegong,  und  ibdet 
•ich  X.  B.  elementar  bewiesen  ii  nleinem  Lehrbache  der  Physik} 
mit  Tprsaglicher  Racksicht  auf  mathematische  BegrändaB^« 
Erster  Theil.     Leipsig.  1845.    $•   1^-    S.  81& 


beüebigen  Punktes  der.  Erdbahn,  und  Fi  ..die  Geschwindigkeit  der 
Erde  in  diesem  Punkte  bezeichnen,    *   •  ' 


«» *.=''.■  VIt^ 


setzen  wollen.  Dass  diese  Constante  bloss  Ton  den  Elementen 
der  Bewegung  der  Erde  um.^ie  Son^^e^  abhängt,  und  ihr  numeri- 
scher Werth  also  aus  den  astronomisclien  Tafeln  berechnet  wer- 
den kann,  braucht  hier  wohl  kaum  noch  besonders  erinnert  zu  werden. 


Setzen  wir  aber  femer 


»    • 


I 

wo  natflriich  auch  Jt  einer 'Üodstante  bezeichnet,  so  ist  nach  dem 
Vorhergehenden,  da  auch 

iflt 


also 


AUS   jg— FtTg-^ 

'  ■     I* 


(B 

t 

_  ^  m 

und  folglich  nach  38):  .  '  ,' 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Entfemuneen  des  Punktes  E  der  Erd- 
bahn von  den  beiden  Brennpunkten  derselben,  in  welchen  die 
Sonne  steht  und  nicht  steht^  di.  h.  die  Vectoren  des  Punktes  E 
der  Erdbahn  in  Bezug  auf  die  beiden  Brennpunkte  derselben, 
respectite  durch  r  und  r',  so  ist  nach  den  Principien' der  analy- 
tiscnen  Geometrie,  wie  leichterhellen  wird,  wienn  man  nur  berfick- 
sichtigt,  dass  wir  oben  den-  positiven  Theil  der  Axe  iär  x  durch 
die  Sonne  gelegt  haben: 


Nun  ist  aber       .  '  .^ 


9A  a9 ^9 

F»=^(a«-i«)=2-^(a«-J:«). 


also,  wie  man  leicht  findet:. 


7SS 


d.  i. 


(e  +  Z)«+F«=(«+^»    ' 

Weil  aber   6<a  und  auch  der  absolute  Werth  von  X  nie 
grosser  ab  a  ist,   so  ist  der  absolute  Werth  von  eX  immer  klei- 

eX 

ner  aU  cfl,   also  der  absolute  Werth  von  —  immer  kleiner  als  a, 

und  es  sind  daher  offenbar  ^ 

eX      -      .  CwJT 
a —  und  A^ — - 

jederzeit  positive  Grossen«    Also  ist 

V(e+ik)Hl'"=o+ — ; 

CK 

folglich  Dach  dem  Obigen 

eX     a^'-eX 

r  =:a— • — = » 

a  a 

also 

r ifl  —  eX    V g^  +  eJT 


45} 


r*  — i^+eJ:"     r  — a^-ejr 


Beieichnen  wir  eben  so  die  Entfernungen  des  Punktes  Ei  der 
ßrdbahn  von  den  beiden  Brennpunkten  derselben,  in  denen  die 
Sinne  steht  und  nicht  steht,   respective  durch  r|  und  ri';    so  ist 

eXt     fl* — eXi 
rt  =a —=: ;;~^^ 


also 
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Folglich  ist  nach  dem  Obigen 

■.     48)    Jf,=  F,^,^ir=§,.=Ä^^. 

Weil  nun  mch  defi- Obigen    V 

a^Y  ^  bX 

cos a=  7-7======,  cosp=^ — 


und  foigUeh 


cos  p"~~— — ■  '      ■  -■■   ■  ■■,,■■■ 

•^        y/(a*—eX){a*-i-eX) 

ist:   so  ist  auch 

f         •  •1 

und  folgiieh  '    ^ 

50)    »C08«=Ji-T--*   «cos/S=i— Ä— . 

Weil  co97=0  ist,  ao  {st  qach  6)  und  15) 

-      i  eosöiC2:öo»acos^-hcos|9eoeif>^/ 


also 


83) 


und 


53) 


cosd  =;cQSffcostp  4*  cos /7 cos ^v 


^         «F  bX 

co$  ®| = rrp=  cos  g>i  —  ^T7==  cos  ipii 

oV»t'  (lYrr*^ 

^     oF  fijf     ;. 

cosö  =  ,^^^cosy -7==cos^; 

b\  rr'  ay  rr 


tcoÄ©  =;Jf(^^cos?p-— cos.ij;^. 


1 


Auch  ist 


o 


coso— cos  6|Cosg>i=    rr7==ßTO^'+  — 7:=cosg>iCos^i, 
cosp— cosÖi  cos^i  = -7=rsini(;i»— — 7=coög>i  cos^i; 


SM 

und 


t(cos«  —  cosO| G0S9|)=    KI  -T-;-fiin9i* H cos^ cosV'i  L 

t(co8 /}^ca9  9i  cos  ^i)=—Jfr—Äin^fi34- -T—cos  9|eo6^iJ; 


80  wie 


cosa»— coi«  9cos9>=:      777=7810  9>*  +  — 7==cos9Cos^, 


ond 


55*) 


cos/J  — co8  6cosif^:=: 27=r—  sId  <1;^^      ~~  cosycos^ ; 

aV  rr  byrr 

t(c08tt  —  CO89c089)=:     Jf  f  nr^SIlig)*  H cos^cos^J» 

i(co8ß — co8  6eos^)=— ifr— sin^  +  -g-cos^cos^J- 


Wenn  nun  a,  b,  also  auch 

a= V  a«-6»=  V  (a— 6)(a+6), 

und  die  Coordinaten  JE»  F  des  Orts  der  Erde  in  iBrerBahn  als 
bekannt  angenoromen  werden,  so.  kann  man  die  beiden  Hanntauf- 
gaben  der  Aberrationstheorie,  von  denen  schon  oben  die  Reae  ge- 
wesen ist»  auf  eine  sicK  keine  Vernachlissigung  irgend  einer  Art 
gestattende  Weise  durch  die  folgenden  aus  dem  Vorhergehenden 
sich  unmittelbar  ergebenden  Formeln  auflösen. 

Sollen  aus  den  scheinbaren  astronomischen  Coordinaten  <pi, 
^i9  tt  ^^  wahren  astronomischen  Coordinaten  9>»  ^»  2  abgeleitet 
weroen»  so  kann  man  nach  den  folgenden  Formeb  recnnen: 

eX      ,        . eX 


.•=jfy',^; 


aY  ■  bX    . 

cos  %x  =  ^^^  ^^^f^  9i  +COS  /3co8^ ; 

*    . , 

co89=:  COS91  Vi— t*sin  ^1?+ t(cos  a — cos  O^  cosg^i); 
cos^=cos^]  V 1— »*sin©|*4- »(c*^«/'""  cosOi  cos^^)» 
Gosx^cosxi  Vi— i*sin©i*— fcosöicosxi. 


^«1 

Sollen  dagegen  aus  den  wahren  astronomischen  Coordbiaten 
9  t  i'y  %  die  scheinbaren  astronomischen  Coordinaten  tpi,  ^i,  p 
abgeleitet  werden,  so  kann  man  nach  den  folgenden  Formelii 
rechnen : 

eX       ,         ^  eX  ^ 


aY  .  bX 


tt' 


eosa=:— p^,   cos/?=:— — ^ 
cos  ^  ==  cos  a  cos  9> -|- cos /?cos  t^ ; 

cos  9  —  tCOStt 
COStI;  —  tC08ß 

Vl  +  t«— 2icosö 
co»% 

Man  kann  diesen  Formeln  leicht  noch  andere  Gestalten  gehen, 
und  sie  zur  numerischen  Rechnung  bequemer  einrichten,  womit 
ich  mich  jetzt  aber  der  Kürze  wegen  nicht  weiter  beschämgen 
will,  da  es  mir  in  dieser  AbhaDdlung  überhaupt  mehr  auf  die 
Entwirkeluog  der  Aberrationstheorie  im  Allgemeinen,  als  auf  die 
fär  den  praktischep  Gebrauch  zweckmässigste  Gestaltung  der  be- 
treffenden Formeln  ankommt,  worüber  jedoch  späterhin  noch  Eini-« 
ges  vorkommen  wird. 

Wir  wollen  nun  aber  noch  den  von  den  beiden,  den  wahren 
und  scheinbaren  Ort  des  Sterns  S  in  dem  Punkte  E  derErdbahn 
bestimmenden  Linien  ES  und  EF  eingeschlossenen,  18(r  nicht 
übersteigenden  Wiikkel,  welcher  durch  Ä  bezeichnet  werden  mag, 
bestimmen.  Zu  dem  Ende  haben  wir  nach  den  Principien  der 
analytischen  Geometrie  die  Formel 

obs  4$2 = cos  (p  cos  9i  +  C()$ !(;  cos  'tfii  +  cosxcos  %i. 

V 

Also  ist  nach  14),  weil 

cos^*-^ cost(;i* -f- cos Xi*=  1 
und 

cos9i==cosacos9i  -f  cosjScos^i  +cosycos%i 

ist,  wie  man  leicht  findet: 

66)    cosÄ=Vri— i^sinOi», 
folglich 


<.    .' 


57)    8iii5l==:f8ine,. 

Femer  ist  nacb  10) ,  well 

cos  9* + cos -^2 + cos  %*  =  1 
und 

cos  B = cos  a  cos  <p  -f-  ^^^  ß  <^8  ^  -i- cos  /cos  % 
ist,  wie  man  leicht  findet: 


folglich 


Kki\  n  l  —  itosS  ' 

5«)    cosÄ=-==x=====^, 


59)    sini2=: 


Vi+**-2/co8e 


Weil 


,=w^ 


und 


tco8Öi=Äl  ■T^co89>|— -  —  coaifßijf 

.       ^       E./«'^               *^  ^ 

icosö  =ä( -T-cos^ cosif;! 

ist/i^o  findet  man  leicht 

isine  =A:y  ^— (^co89>-  — co8^)'; 
also 

61)    sinÄ=ÄY  ^— (^öosg^i-— cosi^iy. 
Auch  ist  nach  dem  Obigen 


62)    tang  ß  =  = — : ^ , 

-^         ®  1  — t  cos  6 


und  folglich. 


63)  tangÄ=  ^„y  iX f- 


Für  x=W^  ist  nach  der  cLitten  der  Gleichungen  19),   weil 
bekaontlicn   coByz=0  Ist,   co8;iqi=:0,  also  ;q=90^9   und  folglich 

Für  %=0  ist  offenbar  9  =  90®  und  i/^  —  ÖO®,    also  cos©=0, 
folglich  nach  der  dritten  der  Gleichungen  19) 


64)     COBXl=r?T==^* 


also 


65)    sinrt  =     . > 


und  folglich 


66)     C06)fi=: 


r 


80  Wie 


gr.  «^ 


V. 


1  +  JC« 
Auch  ist  in  diesem  Falle 


68)    tai.gxi=<=ff^  ^• 


Endlich  ist  auch  nach  dem  Obigen  in  diesem  Falle 

1  1 


co8iS2= 


vi+^  ^tt;^ 


r 


69) 


Sm  W  :=  77===-— — Ä3=3s— =» 


\tanga=i=Äy^. 


:» 


•   t 


WSre  die  Erdbahn  ein  Kreis,  was  wenigstens  nShemngsweise 
der  Fall  ist,  so  wäre  in  allen  obigen  Formeln  r=r'  zu  setzen, 
wodurch  sie  einfacher  werden.  Die  Ableitung  der  diesem  Falle 
entsprechenden  Formeln  aus  den  obigen  ist  aber  so  einfach  und 
leicht,  dass  wir  sie  fäglich  ganz  dem  Leser  überlassen  können.' 
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§.4. 

Qurcb  einen  beliebigen  Punkt  im  Räume,  wofSr  wir  jedoch, 
was  offenbar  verdtattet  ist,  der  Einfachheit  wegen  den  Mittelpunkt 
der  Erdbahn,  d.  h.  den  Anfang  des  zum  Grunde  gelegten  iCoordi- 
natensystems  sebeen* wollen,  denken  wir  uns  jetzt  mit  allen  bei 
der  stetigen  Bewegung  der  Erde  um  die  Sonne  in  den  yerschie- 
denen  Punkten  ihrer  Bahn  nach  den  scheinbaren  Oertem  des 
Sterns  gezogenen  Gesichtslinien  Parallelen  gezogen,  so  bestimmen 
diese  Parallelen  eine  ihre  Spitze  in  d^m  Mittelpunkte  der  Erdbahn 
habende  Kegelfläche,  welche  wir  jetzt  einer  näneren  Untersuchung 
unterwerfen  wollen. 

Sind  X9  y,  2  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  dieser 
Kegelfläche ,  welcher  in  der  durch  deren  Spitze  gehenden  geraden 
Linie  liegt,  die  der  in  dem  Punkte  E  der  Erdbahn  nach  dem 
scheinbaren  Orte  des  *Sterns  gezogenen  Gesichtslinie  parallel  ist, 
so  ist  offenbar 

cos  (pi      cos  ^i      cos  %i 
und  folglich,  wenn  wir  für 

COS^l,   COSlf^i,    GOS%i 

ihre  Werthe  aus  19)  setzen: 

.^ y 


-~«      j  , 


cos  9> —  i  cos  a     cos  1/;  —  icos/J"*'coÖ  %^ 

wobei  cosy=0  gesetzt  forden  ist,  wie  es  in  Folge  der  im  vor- 
hergehenden Paragraphen  eingeführten  Specialisirung  des  Coordi- 
natensystems  bekanntlich,  geschehen  muss.  Nun  ist  aber  nach 
dem  vorhergehenden  Paragraphen 

?cosa=     1l-t-  = 


.•v   » 


also  nach  dem  Vorhergehenden 

6(a*  — cJr)a? 


b  (a«  -^eX)  cos  ip  -  Jto»  F 

(o* — ^X)y 

(a«-eA')cos^  +  Ä6-X 


cosx 


Bestimmt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  di^  Grössen  X,  F, 
80  erhält  man  nach  leichtefr  Rechnung 
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y A^  (x  CO«  X — ZC08  y) 


Folglich  ist 


g^  (y  cos  X — ^  cos  ^)^ 
J  c  (y  cos  % —  z  cos  if/)  +  ifftzp  * 


/F\*  fe^  (arcos  ;g  —  gcos  y)^       , 

V^/        {^(ycos% — zcosi/;)+Jf6z|^' 

uod  weil  Dun  bekanntlich 

ist,  so  erhalten  wir  auf  der  Stelle  die  folgende  Gleichung  unserer 
Kegelfläche : 


oder 


70)    a^iycoBx — a;costf;)*  +  6*(a?cosx — zcosy)* 
={e(yco8% — zcosif;)  +  JK62l* 

ie(ycos}^--zcos^)  +  jKft2)  " 
^  i    • 

Entwickelt  man  aber  in  der  Gleichung  70)  das  Quadrat  anf  der 
rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens«  so  bringt  man  diese  Glei- 
chung, weil 

ist,  auch  sehr  leicht  auf  die  folgende  Form: 

72)    6{(a?cos%  — 2cos9)*+(ycos3f — zcosi(;)*| 
= 2Ke  {y  cos  ^  —  2:  cos  i^)z + Ii%z^, 

Durch  einen  Punkt,  dessen  dritte  Coordinate  h  ist,  wollen 
wir  uns  jetzt  eine  der  Ebene  der  xy,  d.  h.  der  Ebene  der  Erd- 
bahn, parallele  Ebene  gelegt  denken.  Sind  dann  fyg,h  die  Coor- 
dinaten  des  Punktes,  in  welchem  diese  Ebene  von  der  aus  dem 
Mittelpunkte  der  Erdbahn  nach  dem  wahren  Orte  des  Sterns  ge- 
sogenen geraden  Linie,  deren  Gleichungen 


X 


cosy     cos*^     cos% 
sind,   geschnitten  wird,   so  ist 

Theil  \l.  18 
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f   _    9    ^    h 
cosip     co8^     eoux' 

also 

^      C09g> ,  cofiij;- 

Legen  wir  nun,  um  die  Natur  der  Curve  zu  bestimmen,  in  wel- 
cher die  Keeelfläche  Ton  der  vorher  mit  der  Bbene  der  xy  paral- 
lel eelegten  Ebene  geschnitten  wird.,  in  dieser  Ebene  »durch  den 
Punkt  (fgh)  ein  dem  Systeme  der  xy  paralleles  Coordinatensystem 
der  x'y*  y  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coor* 
dinaten 

af=:f^x',^y=g^y'\ 
also  nach  dem  Vorhergehenden 

cosy  cosif;-  ,    , 

x=Z'-—-^h-\-x*,  y  =  - — ^Ä+y; 
cos  %     *         ^      cos  %     *  ^ 

folglich 

arcosjj— Äco«9=a:' cos^, 
y  cos  % — h  cos  i^=y'  Cos  % ; 

und  nach  72)  ist  also  die  Gleichung  des  in  Rede  stehenden 
Schnitts  im  Systeme  der  orV ,  wobei  man  flicht  zu  übersehen  bat, 
dass  z=:A  KU  setzen  ist,  offenbar 

73)  6(a:'*+y'«)cosx«=2Ä:eAy'cosx+/WA*. 

Multiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  6,  bringt  das  Glied 
%Kbeky^  cos  %  auf  die  linke  Seite  und  addirt  dann  auf  beiden  Sei- 
ten die  Grösse  K^e^h^,  so  wird  die  vorstehende  Gleichung,  wie 
man  leicht  findet, 

6«a?'»cos  X*  +  (6y  cosx— ÄM)«=  Jf  «(6«  +  e«)  A«, 

d.  i. 

74)  Ä^x'^cos f  +  (fiy^  cosx  —  if«*)*=  ÄMA* 

Nun  lege  man  durch  einen  Punkt,   welcher  im  Systeme  der 
x'^  durch  die  fJoordinaten 

0,    ^** 


6cosx 

bestimmt  wird,  ein  neues,  den  Systemen  der  xy  und  x^y'  parai* 
leles  Coordinatensystem  der  x"y^'\  so  ist  nach  der  Lehre  von 
der  Verwandlung  der  Coordinaten 


-'=-"•  ^=6^x+*^' 
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also 

by'  coö  %  —  Keh^=^  by''coB%, 

ttnd  die  Gleichutig  des  Scbnitts  Im  Systeme  der  a/'^  ist  folgOch 
nach  dem  Vorhergehenden 

oder 


")  --+»".=(s^J 


Ea  ergiebt  sich  hieraus,  dass  der  Schnitt  ein  Kreis  ist,  des^ 
sen  Halbmesser  der  absolute  Werth  der  Grusse 

Kah 


6cos% 


ist.    Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  dieses  Kreiscüs  im  Systeme 
der  yy  sind  nach  dem  Vorhergehenden 

0.    ^''^ 


b  cos  % 


Beseichnen  wir  also  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  im  Systeme 
der  xy»  durch  Fy  G,  H;   so  ist  nach  dem  Obigen 


also 


oder 


cos%  cos%        6cos% 

76)    F=^^h,   (?=*£^^A.   Ä=A. 
^  cosx  6cosx         ' 


Nennen  wir  die  hier  betrachtete  Kegeifläche  die  Aberrations- 
Kegel  fläche,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  unmit- 
telbar, dass  die  Directrix  der  Aberrations  -  Kegelfläche  ein  Kreis 
ist,  oder  dass  die  Aberrations  •  Kegelfläche  eine  gewöhnliche  Ke- 
gelflilcfae  ist,    wie  «Ae  in  der  Elementargeometrie  netracbtet  wird. 

Die  Gleichungen  der  Ale  der  Aberrations -Kegelfläche  im 
Systeme  der  xyz  seien 

60  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

F=Aa,  G=ßH; 

also 

18* 
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A--g,    B-jj, 


und  die  (rleichangen  der  Axe  der  Aberrations  •Kegelfläche  «od 
folglich 


d.  i.  nach  76) 


78) 


77)    F—c-H' 


x;osg)~'6co8i/»-f-/fe     cosj; 


oder 


79) 


X 


_if 


cosop  .  „e     cos  7 

•      cosi/;+i?7  ^ 


*     Sind  3,  25,  C  die  auf  gewöhnliche  Weise  genommeneii  Be- 
stimmungswinkel  der  Axe  der  Aberrations  -  Kegelfläche ,  so  sind 


X 


^   y 


cos  21      cosJ&      cosC    ' 

die  Gleichungen  derselben,  und  wenn  man  diese  Gleichungen  mit 
den  Gleichungen  78)  oder  79)  der  Axe  der  Aberrations-KegelAäche 
vergleicht,  so  erhialt  man  mit  Hülfe  der  Gleichung 

cos  a^  +  cos  Ä^  +  cos  £*:=  1 

für  cos  21,  cos]&9  cosC  die  folgenden  Ausdrucke,  m  denen  die 
obern  und  untern  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen: 

6  coö  g) 
cosa=  + 


80)    }  cosJö=+ 


cosC  =4- 


\^6«  +  'iKbe  cosi/;  +  K^e^ ' 
.  b  cos  1^  -\-  Ke 

bcos% 
V  6*  +  2KbeVos  ^  +  KH^' 


Durch  diese  Formeln  ist  die  Läse  der  Axe  der  Aberratioos- 
Kegelfläche  vollkommen  bestimmt.  Die  doppelten  Zeichen  haben 
hier  nur  den  Sinn,  dass  die  Winkel  2(,  J&,  C  entweder  dem  einen 
oder  dem  andern  der  beiden  Theile  entsprechen  können,  in  welche 
die  Axe  der  Aberrations- Kegelfläche  durch  deren  Spitze  getheilt 
wird ;  die  Lage  der  Axe  ist  aber  durch  diese  Formeln  immer  voll- 
kommen bestimmt,  wie  schön  erwähnt  worden  ist. 

Bezeichnet  0  jeden  der  beiden  180^  nicht  übersteigenden  Win- 
kel ,  welche  die  Axe  der  Aberrations-Kegelfläche  mit  deren  Seiten 
einschliesst,  so  ist 
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COS  d=:co89  co83l-|-co8f  cosS  +  cos  ^cosC» 
also 4  wie  man  mittelst  des  Obigen  leicht  findet: 

81)    cos  6 = ±  \  ^         ■  , 

also 

82)    sin  6=-^         ■  r, 

und  fotglich 

83)    taitffö=4-r-rT? — ^• 
/    ••  öv     —  ^-i-itecos^ 

Man  siebt  bieraas,  dass  6  bloss  von  ^  abbängt.  Dämlich  von 
q>,  X  unabhängig  ist. 

§.  5. 

Die  aus  dem  Mittelpunkte  der  Erdbahn  nach  dem  wahren 
Orte  des  Sterns  gezogene  gerade  Linie  >  deren  Gleichungen  im 
primitiven  Systeme  der  a^yz  bekaDotlich 


84) 


£ IL 


cos  9      cos'^      cos;^ 


sind,  wollen  wir  jetzt  als  die  Axe  der  z^  eines  durch  den  Mittel- 
punkt der  Erde  als  Anfang  gelegten  neuen  rechtwinkligen  Coordi- 
natensystems  der  a^iyiZt  annehmen.  Legen  wir  nun  oie  Axe  der 
Xi  dieses  Systems  in  die  Ebene  der  xy ,  d.  b.  in  die  Ebene  der 
Erdbahn,  so  sind  die  Gleichungen  derselben  von  der  Form 

y=zAxf  2=0. 

Da  aber  die  Axe  der  Xi  auf  der  Axe  der  Z| ,  deren  Gleichun- 
gen sich  unter  der  Form 

costi;  cosy 

«:= X,  z= 'X 

^      C08q>  cos  9 

darstellen  lassen,  senkrecht  steht,  so  haben  wir  nach  den  Princi- 
pien  der  analytischen  Geometrie  die  Gleichung 

'      COS  9  cos  9 


d.  i>  die  Gleichung 


'^       COS  9 


woraus 


1 
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A-^ 

folgt  9  so  dass  also  die  Gleichungen  der  Axe  der  Xi  im  prUnitiven 
Systeme  der  xyz  nach  dem  Yorhergebendeo 

85)    «= -Xy  t=0 

sind.  Bezeichnen  ivir  aber  die  auf  gewc'ibnliohe  Weise  genomme- 
nen Bestimmungswinkel  dieser  Axe  nach  einer  in  der  analytischen 
Geometrie  häufig  in  Anwendune;  gebrachten  Bezeichnnngsart  durch 
(xxi),  (yxi),  (zxi),  80  ist,  we^ü  die  Axe  der  Xi  in  der  Ebene  der 
xy  liegt«  offenbar  (2Xi)z:z\XiO,  co8(zxi)=0,  und  die  Gleichungen 
unserer  Axe  sind  bekanntlich 

cos  (yxt)  ^ 

y=     '  y  \x,  1  =  0; 

welches,  mit  den  Gleichungen  86)  verglichen»  auf  der  Stelle  zu 
der  Gleichung 

cos(^:r|)         coscp 
cos(a;;r|)         cosi^  . 

fährt,  woraus  sich  mit  Hülfe  der  Gleichungen 

cos  g)^+cos  iji^  +  cos  %*  ts  1 
und 

cos  (xxi)^  -{-  cos  (yd?|  )•  ?=  1 

sehr  letcht  die  Formeln' 

86)    co&(xxi)=±'^—9     coa(yxi)=+-^—,  co8(zxi)=0 

ergeben.  In  denen  die  obern  und  pntem  Zeichen  sich  auf  einan- 
der beziehen. 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Gleichungen  der  Axe  der  y^  im  pri 
mitiven  Systeme  der  xy:c  durch 

y=A'x,   z^^B'x; 

80  haben  wir  nach  den  Principien  der  analytischen  Qeometrie,  da 
diese  Axe  auf  den  beiden  Axen  der  Xi  und  z^,  deren  Gleicfaun* 
gen  aus  dem  Vorhergehenden  bekannt  sind,  senkrecht  steht,  zur 
Bestimmung  der  Constanten  ^  und  B'  die  beiden  folgenden  Glei- 
chungen: 

COS9)  COS^ 


oder 
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C0S9  '       cosq>       ' 


ao8  denen  man  sehr  leicht 


^,_cos^    ^/__     s»nZ* 


cos 9    .  cos^cos^ 

erhält,  so  dass  also 

cos^  B\n%^ 

'^    ^      cos  9    '  cos  9  cos ;( 

die  Gleichungen  der  Axe  der  yi  im  Systeme  der  xyz  sind.  Be- 
zeichnen wir  nun  die  auf  gewöhnliche  Welse  genommenen  Be- 
stiramnngswinkel  dieser  Axe  durch  (0:^1)^  (yVi)*  i^Viit  ^^  ^'^nd 
die  Gleichungen  derselben  auch 

cos(yyt)^     ^_cos(zyi)  ^, 
^      cos(j:yi)    *  cos(Äyi)     ' 

und  die  Verdeichung  dieser  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  87) 
giebt  sogleich 

cos(yyi)_co8t^      cos(gyO_         sinx"     , 
cos(aryi)      cos  9'     cos(aryi)  cosfpcoB%^ 

woraus  ferner  mit  Hülfe  der  bekannten  Gleichung 

cos  {xy{]l^  +  cos  (yyi)« + cos  (lyO*  =  1 

leicht' die  folgenden  Formeln  erhalten  werden: 

.   COSQPCOSY 
C0S(xVi)  =  4- ^ -y 

8g)  ^         .      \-s  •  S?l$£2?if 

\^%faf  -*-  SID  y 

cos(zyi)  =Twnx; 

in  denen  die  obem  und  untern  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen. 
Wir  wollen  nun  im  Folgenden,   was  oifenbar  genfigt,  in  den 
Formeln  86)  und  88)  bloss  die  obem  Zeichen  beibehalten,    und 
demzufolge  setzen: 

cos(arari)  =  ^^,  cos(yÄ?i)=— ^T^,  cos(m:i)=0; 

COSOOCOSIf  ,         .  COStffCOS«  ,        ' 

cos  (ayi)  =  ^|p^  *  cos  (yyi)  =  —^^^y  cos  (zyO = -smx ; 
co8(a»i)  zscosg),  cos(yii)  =cos'4f>  cas(ni)  =:coiy. 
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Dann  ist»  weil  nach  der  Lehre  Ton  der  Verwandlung  der  Coordi- 
naten  hekanntlich  allgemein 

d?=a:|  cos  (xxi)  +  y^  cos  (orjfi)  +  z^  cos  (xzi) , 
y=Xi  cos  (yxi)  +  y^  cos  (yy, )  +  «i  cos  (yzi) , 
j  =  a?!  cos  (lari)  +  yi  cos  (zy^)  +  zi  cos  (zzi ) 
ist: 

« 

costl;  .      cos  m  cos  y  . 
0?=      a:. -^ — +yi — r-f ^4-ZiCosa), 

89)   <                  cos®  .       costf;cosi{  . 
^    Jy  =  --a:i -T-^+yi ? ^+2.cosil;, 

«  =--yi8in%+»iC0Sx. 

Hieraus  ergiebt  sich  aber  mittelst  leichter  Rechnung 

€OSt|;cosy  .       coso) 
:rcosy — zcosa>=     ari r -+yi    .    ^  > 

coSQpcosy  .       cosil; 
1/C0S2 — zcosif;=— ari T- — »-^  +  y.     .     ■ ; 

» 

also 

(«cosx— xcos9))*+(yco8x  — rcosi(;)*=a:i*cosx'+yi*, 
wobei  man  nur  zu  beachten  hat»  dass  ^ 

cos^'  +  cosi(;*+cos  %*= 1, 
folglich 

cos9'+cos^=sinx* 

ist.    Also  ist  nach  72)  die  Gleichung  der  Aberrations-Kegelflfiche 
im  Systeme  der  Xiyiti  * 

90)    6(ari«cosx*  +  yi«) 

---  ,       COB(pCOB%  COSifF  . 

=2Jre(ari      sb^     "^girfi^^^yi  sm^— iicos^) 

+  X«6(yisinx-ZiCosx)*, 

oder»    wie  man  nach   gehSriger  Entwickelung  dieser  Gleichung 
leicht  findet: 
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91)  »:ri«cos^*   . 
— 2£^]yi  cos(pcos% 

■  *  *  SID% 

-  JP6xiacos  X* 

Denken  wir  uns  nun  die  AberratioDs-Keffelfläcbe  von  einer  auf 
der  Axe  der  Z|,  welche  bekanntlich  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erdbahn  nach  dem  wahren  Orte  des  Sterns  gerichtet  ist^  senk- 
recht stehenden  Ebene,  geschnitten ^  und  nennen  den  Schnitt  im 
Allgemeinen  den  Aberrations-Kegelschnitt,  so  ist»  wenn 
wir  uns  dessen  Ebene  durch  einen  Punkt,  dessen  dritte  Coordi- 
nate  im  Systeme  der  Xj^iZi  durch  Af  bezeichnet  werden  mag»  pf- 
legt denken,  die  Gleichung  des  Aberrations  -  Kegelschnitts  un 
Systeme  der  Xj^yi  ^^^l^  ^^™  Vorhergehenden: 

92)  bxi^cosf 

+  (6  +  2JS:ecosif;— Jf^sin  x*)yi* 
— 2Kea:iyi  cos  9  cos  % 


/>«.  .       cos  (p  cos  y* 

* 
-2Khi  cosxie^^-^ Kb sin%)^i 

-K^hi^  cos  x^ 
oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  von  jetzt  an 

A=     bcosj^, 

jB=     b  +  2Ke  cos  ^  -  K^b  sin  %« 

C= — lf«cos9)cos%. 


=0. 


A 


93)  {d=    JS:«A,^2i££f!£3£ 
'^   »  *       sm^ 

lS=-Ä^Äi  (6^^  -  ^6sinx)co8^, 

setzen: 

94)    Aa:^^  +  Bff^^-\^2Cxlyl+2Dx^+2Eff^+F:=^0. 

"     §.  6. 

Um   nun    diese  Gleichung  des  Aberrations -Kegelschnitts  zu 
discntiren,  legen  wir  zuvorderst  durch  einen  ganz  beliebigen  Punkt, 
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dessen  Goordinaten  im  Systeme  der.^Tiyi  intApi,  ^  bezeichnet 
werden  m5gen,  ein  diesem  Systeme  paralleles  Coordmatensystem 
der  Ji^i'yi' 9  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Goor- 
dinaten 

95)    Xi=pi  +  a:i',  jf^iszqi+yi'i 

und  wenn  wir  diese  Ausdröcke  von  Xi,jUi  in  die  Gleichnne  94) 
einl&hren,  so  erhalten  wir  nach  leichter  KecMiung  die  Gleichung 

96)    ^a:i'H%i'*+^Gri'yi'  ) 

Die  Goordinaten  p^y  qi  des  Anfangspunktes  des  Systems  der 
Xijfi  kommen  nur  in  den  drei  letzten  Gliedern  dieser  Gleichung 
vor.  Da  nun  pi,  gi  sich  im  Allgemeinen  bestimmen  lassen,  wenn 
zwischen  diesen  beiden  Grossen  zwei  Gleichungen  gegeben  sind, 
so  liegt  der  Gedanke  sehr  nahe,  diese  beiden  ffir  jetzt  an  sich 
ganz  willkuhr liehen  Grossen  so  zu  bestimmen,  dass  zwei  der  drei 
letzten  Glieder  der  obigen  Gleichung,  in  denen  die  Goordinaten 
Pi  9  9i  ftli^in  vorkommen ,  verschwinden ,  Tvodurch  die  in  Rede 
stehende  Gleichune  bedeutend  vereinfacht  werden  würde.  Hierzu 
bieten  sich  uns  aber  ganz  von  selbst  drei  verschiedene  Wege 
dar,  indem  wir  die  Grossen  pi ,  q^  entweder  so  bestifnmen  kön- 
nen, dass  die  beiden  Gleichungen 

^Pi  +  Cqi+D=Q, 
Cpi  +  Äft '+£=0; 

oder  80,  dass  die  beiden  Gleichungen 

Jpt+Cqi  +  D=0, 
^p,«+2?fta+2Cy>ift  +2/)pt+2£ft +  F=0; 

oder  so,  dass  die  beiden  Gleichungen 

erRIIIt  werden.     Den  ersten  dieser  drei  Wege  wollen  trir  als  den 
einfachsten  im  folgenden  Paragraphen  nun  avch  zuerst  betreten. 


§.7. 
Losen  wir  die  beiden  Gleichungen. 


97)    j 


98)    ) 


in  Bezug  tm(  Pi,  qi  aU  anbekannt»  Gr<»«Mn  auf,  so  erhaltea  wir 


also 
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(C^—AB)pi  +  CE—BD=0, 
(C'-AB)gi  +  CD-AE=Q; 


„,,  BD-CE  AE-CD 

1«1)   Pi  =C*-AB '  *»  =  C^-AB' 


Bezeichnet  man  den  Werth,  welchen  die  Grösse 

^;»i>+Äy,«+2Q>ift  +2Z^,  +2£y,  +  F, 
die  loan  aber  nuqh  unter  der  Form 

d.  L  wegen  der  GleichangeD  100)  unter  der  sehr  einfacheD  Form 

darstellen  kann^    ^^'^^'^li  wenn  man  in  dieselbe  inr  p^^    q^  ihre 

obig 

leid 


obigen  Werthe  aus  101)  einfährt,   durch  J,   so  findet  man  sehr 
iidit 


102)  z/= C^^AB • 

Die  Ausdrücke  101)  und  102)  liefeni  nber  för  Pi»  qi^  ^  nur 
dann  endliche  Yullig  bestimmte  Werthe»  wenn  v^ — AB  nicht 
verschwindet 5  d.  h.  wenn 

ist,  und  wir  gelangen  daher  «u  dem  folgenden  Resultate: 

Wenn  C^-^AB^fi  ist»  so  kann  man  die  Gleichung  des 
Abernitions -Kegelschnitts  imiper  auf  die  Form 

103)    ^ari'«+%/«  +  2Gri'yi'+^=0 

bringen. 

Der  Fall,  wenn  C*  — -^Ä=0  ist,  erfordert  eine  besondere 
Betrachtung,  die  aber  jetzt  f«ir'«  Erste  bei  Seite  gesetzt  werden  soll. 

Wir  sehen  aber  schon,  dass  die  Grosse  C^ — AB  für  unsere 
ganze  Untersuchung  von  grosser  Wichtigkeit  ist,  und  wollen  die- 
selbe daher  jetzt  zuvOrderst  entwickein. 

Nach  93)  ist  nämlich  _ 

C^^AB 

= K^e^  cos  9)*  cos  X® — ft  cos  fffi  +  2if e  cos  ^ — K%  sin  f) , 

also,  weil 

00«  9>*c  OS  5^5=  008  )^  —  cos  «fr*  cos  ^ — cos  j* 
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oder 

cos  9*  C08  i^ = sin  i^  cos  x* — cos  -^^  cos  x* 
ist, 

=  A^{6«+c«)sinx*cos  x*-  (6*+2)r6ecost+  A^«^cos^«)cosx*, 
d.  i. 

104)    C«— 2lÄ=cosx«tÄ'«a«sinx®— (Ä+i'ßcos^)*}, 

mittelst  welches  Ausdrucks  vori   C^—AB  sich  leicht  die  Bedin- 
gungen aufsteilen  lassen  würden «  unter  denen 

C«— JÄ=0,  oder  C»~i<Ä<0,  oder  C»— ilB>0 
ist. 

Unter  der  Voraussetzung  aber,   dass 

ist,  erh&lt  man  mittelst  der  Formeln  101)  leicht: 
__     Kehl  cos  q>  cos  j^  (b  +  Ke  cos  tf;) 

__     jrAiCosy'{ftecosi>;--ir(6^sinx*  +  g*cosy')} , 
^^—  (Ca-^iB)sinx  ' 

d.  1.»  wenn  wir  flir  C — AB  seinen  Werth  aus  104)  einfahren: 

Kehx  cos  fp{Jii-\-Ke  cos  tf;) 
''*""     sinzt/rao'sinx*—  (Ä+iTecosil;)«! ' 

'       A'Ai  cos  X  { ^g  cos  1^  —  A'Cft^sin  %^  -f  c^cos  y^ ), 

*^  "" ""  sin xt  JT^a'sin x*  -  (6 + iTc  cos ^)«)       ' 

oder,   weil 

6*sin  %*  +  «•  cos  9* 
=:6*(sinx*— C0S9*)  +  a*cos9*=:a*co89*  +  Ä*cos^* 
ist: 

—  ^^^1  cos  y  (6  +  A'e  cos  i/;) 

106)     ^^'""     «^»»5^^«*^n*  — (*+^«co^ 

^      ' A^Ai  cos  X  { &g  cos  t/; — K{€?^  cos  y^+6^  cos  i(;^)| 

*^""  sioxt^^a^sinx^—CÄ  +  ^ecos-^)*) 

Hiemach  ist  auch 

irm   ?i  =  _ g  cos  y(fe -hA^g cos <>;) 

^    ^1         cos X  { 6eco8 ij;  —  Ar(6»»in  x*  +  u*cos  g>*) ) 
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oder 

welcl^es  VerhSltniss  von  hi  unabhängig  ist. 

Ferner  erhält  man  nach  102)  mittelst  leichter  Rechnung 

d.  i. 

and  folglich  nach  104) 

iW)  ^  — jfa«ag|n^2_(ft4.^gcostf;)*' 
Immer  unter  der' Voraussetzung,  dass 

C^-^AB^O 

ist»  in  welchem  Falle  sich  die  Gleichung  des  Aberrations- Kegel- 
schnitts nach  dem  Obigen  auf  die  Form 

110)    ^ari'*+Äyi'«+2C:ri'yi'  +  //=:0 

bringen  lässt»  legen  wir  jetzt  durch  den  Anfang  der  ^i'Vi^  dessen 
Coordinaten  im  Systeme  der  a?|^i  nach  dem  Vorhergehenden  pi, 
Ol  sind»  ein  neues  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  ^i"yi  , 
bezeichnen  den  von  dem  positiven  Theil  der  Axe  der  s^i"  mit  aem 
positiven  Theile  der  Axe  der  ar/  eingeschlossenen  Winkel »  indem 
wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  Xj*  an 
durch  den  rechten  Winkel  {a:i'yi)  hindurch  von  0  bis  360^  zänlen» 
durch  I»  und  nehmen  den  positiven  Theil  der  Axe  der  ^^^  so  an» 
dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  Xi" 
durch  den  rechten  Winkel  (oti'^i'O  hindurch  zu  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  yi"  zu  gelangen»  ganz  nach  derselben  Rich- 
tung bewegen  muss»  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss»  um 
von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  Xi'  durch  den  rechten 
Winkel  (ar^'j^j')  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y^* 
zu  gelangen.  Dann  hat  man  nacn  der  Lehre  von  der  Verwand- 
lung der  Goordinaten  zwischen  den  Coordinaten  der  Systeme  der 
^i'yt'  ^^^  ^\V\     <I^®  folgenden  Beziehungen: 

x^  =  Xx  cos  I  —  y^'  sin  S» 
.Vi'  =  Jr/'sing+y/'cos  J. 

Führt  man  diese  Ausdrücke  von  Xx  ,  yi  in  die  Gleichung  JlO) 
ein,  so  erhält  man  nach,  einigen  leichten  goniometrischen  Ver*' 
Wandlungen 
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1 11)      (A  cos  I*  -f  Bain  |>  +  2Csm  |  cos  |)  j;i  '^ 

'  +(^8lo|»+B«o*{»-.2Csin|cosÖyi*«    f 

—\(A—B)  8iti2i'-2Cc082i]xi%'' 

Soll  Mira  das  dritte,  Xi'yi'  enthaltende  Glied  verschwindeo,  so 
mnss  der  Winkel  |  so  bestimmt  werden,  dass  der  Gleichung 

112)    (^-i?)8in2S— 2Ccos2g=0, 

d.  b.  der  Gleichung 

113)    tang2|  =  3?^ 

;enflgt  wird,  welches  jederzeit  muglicb  ist    Bestimmt  man  also 
;  so 5  dass  dieser  Gleicnung  genflgt  wird,  so  erhält  die  Gleichung 
les  Aberrations-Kegelschnitts  in  dem  Systeme  der  Xi'yx    die  fol- 
gende  Form: 

114)      (^cosg»  +  Äsin5*  +  2CVin|cosÖj:i''« 

+  (2lsin5a  +  Äcosja-2C8inJcosJ)y/a  [  =0, 

oder 

115)      (ilcos$«+JBsinP  +  C8io2öV* 

+  (ilsinS^  +  J»co8|«-C8in2Öyi''*  \  =0, 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

I  Jlf=:Jco8p+Äsin5*  +  2CsiDSco8£, 
^    '  2V2=5^sinP+Äco»|«-~2C«in|öo»| 

(»der 

I  Jlf-^cosJ«+ÄsinJ*f  C8m2{, 

^    '  i«^=^sinS2  +  ÄcosP-Csin2| 

* 

setzen»  die  Form 

118)    Jlf:ri*^+2Vyi*^+-^  =  a 

Aus  der  Gleichung  113)  erhält  man 

tangl     _     C 
1— tangS»~i4-B' 

also 

tangS«  -f  — ^— tang5=l. 


279 

woraus  sich 

I 

oder  auch 

120)    tangg: 


(A~B)±  V(^  — Ä)»+4C» 
ergiebt 

Weil  nun 

1 

ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

2C« 


C08  6*=T 


oder 

^^^^      ■  (.<-^J:V(/i~Jg)«  +  4C« 

Es  ist  aber 

sinJ*=C08S®tang^, 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

oder 

Also  ist 

sing'cosS«:^^^^^^^^^-^. 
Wollte  man  nun 

sin§cos£=T 


setzen,  so  wäre  nach  dem  Vorhergehenden 


sm|cos|tangJ=smP=;± 2V(i<-A)^  +  4C»      ' 

da  wir  doch  vorher  schon  gesehen  haben,  dass 
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Sin 


ist    Also  muss 

C 


8iQ|cos|  =  ± 


gesetzt  werden. 

Führt  man  aber 'die  so  eben  gefundenen  Ausdrücke  ?on 

cosj*,  sinj«,  sin^cosg 

in  die  obigen  Ausdrücke  von  M  und  N  ein,    so  erhält  man  oacb 
einigen  leichten  Verwandlungen: 

i  2N=A+ßlF\(A-B)*+iC*. 
Hieraus  ergeben  sich  auch  die  folgenden  Gleichungen : 

,  M+N—    A  +  B, 

122)     j  M—N=z±  V  (A—By^+AC, 

\       MN=-iC*—AB). 
Nach  93)  ist: 

123)     i  A^B=     6a  +  cos;^)  +  2ir«cosif— Jf«6sin2«, 

oder 

j2^      i  ^  +  Ä=26  +  2*^cco8t-6(l  +  J!f')s'nx«. 
M  —  ß=: — 2  Jf c  cos  t  -  6  (1  -  if«)  sin  X« ; 

ferner 

125)  (^-Ä)«  +  4C« 

= (6  sin  X* + 2irtf  cos  if;  —  Jf  *6  sin  x«)*  +  4JSl  «e«  cos  9*  cos  %• 

oder 

126)  (^i-iB)«  +  4Ca 
=l2Äecos^+6(l-^Ä2)sinx*P  +  4J5CVcos9«co8X*, 

und  folglich,  weil,  wie  sich  leicht  zeigen  iSsst, 

cps  if>*  +  cos  qp^cos  x*=sin9*sin  %* 
ist: 
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127)  (J-J?)«  +  4C« 
==8inx*{6«  sinx*  +  4Jf6e  cos  t--2Ä^  (**sin  3^  -  2e«8in  9») 

^4KHe  cos  ^  +  if  «6*siD  x> 
oder 

128)  (A-^Bf+iC^ 

=  8iD%*{6«(l-Jf«)«sinx*+46eJP(l-Ä:«)co8tfi+4e«Ä«ßin9»|. 

Wenn  nan 

ist,  so  haben  wegen  der  Gleichung 

ilfiV=-(C«-ilB) 

die  GrSssen  31  und  JV  offenbar  gleiche  Vorzeichen.  Weil  femer 
AB  >  C^  und  folglich  das  Product  AB  positiv  ist,  so  haben  audi 
A  und  JB  gleiche  Vorzeichen.  Nach  03)  ist  aber  A  positiv,  und 
es  ist  folguch  auch  B,  also  auch  A  +  B  positiv.     Daher  ist 

4  +  J?  +  V(2l-J?)«+4C» 

jedeofalls  positiv,  und  die  Grossen  M  und  N  sind  folslich  nach 
dem  Obigen  beide  positiv.  Nun  ist  aber,  weil  C— AiB<0  ist, 
J  nach  109)  offenbar  negativ.    Also  sind  die  Grossen 


beide  negativ,  folglich  die  Grössen 

beide  positiv.    Daher  können  wir 

129)    m=V^.  «=V^ 
setzen,  woraus  sich 


A  ,   J 


=  — W»*»Tv  =— «• 


ergiebt.    Weil  nun  die  Gleichung  118)  sich  auf  die  Form 


^+2^+1=0 


M        N 

bringen  l(isst,  so  kann  dieselbe  offenbar  auf  die  Form 
Tkeil  XL  19 
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■»'  (0+(^)"= 


1 


^ebra/cbt  werden»  und  entspricht  also  in  diesem  Falle,  wo  C^^AB<fi 
ist,  einer  Ellipse. 

Wenn  daher 

i^t,  so  ist  der  Aberrations-Kegelschnitt  eine  Ellipse« 
Wenn  ferner 

ist,  so  haben  wegen  der  Gleichung 

die  Grössen  M  und  N  offenbar  ungleiche  Vorzeichen.    Also  kuo- 
nen  wir 


131)  m=^±~,  n=^^T^ 


setzen,  wo  die  obern  oder  untern  Vorzeichen  genommen  werden 
müssen,  jenachdem  TU  positiv  oder  negativ  ist,  da  nämlich  nach 
109)  im  vorliegenden  Falle  A  offenbar  positiv  ist.     Also  ist 


-7=dbm«,    i^=T«* 


und  folglich,  weil  die  Gleichung  118)  auf  die  Form. 

S        N 
gebracht  werden  kann,  offenbar 

SO   dass    also    die    Gleichung   118)    im   vorliegenden   Fsrile,    wo 
C* — AB'^O  ist,  einer  Hyperbel  entspricht. 

Wenn  daher 

C^^AB>0 

ist,  so  ist  der  Aberrations-Kegelschnitt  eine  Hyperbel. 

Dass  pi ,  Ol  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Aberrations- 
Ellipse  oder  Anerrations- Hyperbel  sind,  braucht  wohl  kaum  noch 
besonders  in  Erinnerung  gebracht  zu  werden. 

In  der  Kürze  wollen  wir  nun  auch  noch  den  Fall  betrachteD.  weno 
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ist. 

Die  beiden  Gleichungen  98),  nimiich  die  l>eiden  Gleichungen 

sind  jederzeit  erfällt,   wenn  die  beiden  Gleichungen 

Api^+Bqj^+2Cptqi+2Dpi  +  Wqt  +F=0; 
d.  i.  die  beiden  Gleichungen 

A*pi*+(Pqi^+2ACpiqi  +  "iADpi  +  2CDqi +D"=0, 

erfüllt  sind.     Verschwindet  aber  ^  nicht,   so   sind  diese  beiden 
Gleichungen  jederzeit  erfüllt»  wenn  die  beiden  Gleichungen 

JP^  +  C^q^ + 'lA  Cpi  qi  +  2ADp^  +  2Cöyi  +  />«=0 , 

m 

erfüllt  sind.    Da  nun  unter  der  gemachten  Voraussetzung  die  Dif- 
lerenz  dieser  Gleichungen 

2(CJ0  ^  4E)  yi  Ht  D^—AF^^Q 
ist,  so  sind  die  beiden  Gleichungen 

Api^^  i?ft*+2Cpiyi  +  2Z^i  +  2£yi  +  F=0 
jederzeit  erfällt»  wenn  die  beiden  Gleichungen 

J«Px*+  C»^i^  +  2^C/?ift  +2^1/3^91  +2CI>yi  +  Z>«=0 

d.  i.  die  beiden  Gleichungen 

d.  i.  die  beiden  Gleichungen 

erfilHt  siode    Ans  diesen  btideo  Gleichungen  erh&lt  man 

19* 
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welche  aber  für  p| ,  q^  nur  dann  endliche  völlig  bestimmte  Werthe 
liefern,  wenn  die  Grösse  AE^CD  nicht  verschwindet»  wodurch 
wir  mit  Rucksicht  auf  das  Obis^e '  zu  dem  Resultate  geföhrt  wer- 
den, dass  im  vorliegenden  Falle,  wo  C^—AB=^0  Ist,  wenn  die 
Grösse  A,  und  auch  die  Grösse  AE—CD  nicht  verschwindet,  die 
Gleichung  des  Aberrations-Kegelscbnitts  immer  auf  die  Form 

d.  i«,   wenn  man  die  obigen  Werthe  von  pi,  q^  einfuhrt,   auf  die 

Form 

I 

oder  auf  die  Form 

also,  weil  AB=-C^  ist,  auf  die  Form 

134)    ( Jxi'  +  Cyy'y  +  2  ( J£  -  6'D)y, ' = 0 

gebracht  werden  kann. 

Durch  den  Anfang  der  x^yi'  wollen  wir  nun  ein  neues  Coor- 
dinatensystem  der  ^j  3/1 "  legen,  den  positiven  Theil  der  Aze  der 
Xx"  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  Xi  zusammenfallen  las- 
sen, und  die  durch  die  Gleichung 

135)    Jari'  +  Oy/=0  oder  :ri'=zz— f  yi' 

charakterisirte  gerade  Linie  als  die  Axe  der  Vi"  annehmen.  Ent- 
sprechen nun  die  Coordinaten  Si',  rix  und  |i^,  tii"  in  den  Syste- 
men der  Xx'yi  und  Xx'yi"  einem  und  demselben  Punkte;  so  ist 
nach  den  Pnncipien  der  analytischen  Geometrie 

xx'-li'=-§(yi'-i?x') 


Es  fällt  aber  auf  der  Stelle  io  die  Augen,  davs  diese  erste  Coor- 
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dinate  unter  den  gemachton  Voraussetzungen  mitSx''  einerlei,  und 
folglich 

ist  Nehmen  wir  ferDer  den  positiTen  Theil  der  Axe  der  Vx^  auf 
der  positiren  Seite  der  Axe  der  a:|'  an,  und  bezeichnen  den  von 
demselben  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x^  *  eingeschlos- 
senen, 180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  fi,  so  Ist  offenbar 
in  völliger  Allgemeinheit 

iy/ =  iy/ sin  ft. 

Entsprechen  nun  x^' y  yJ  und  Xx'^  yi"  einem  und  demselben 
Punkte  des-  Aberrations- Kegelschnitts,  so  ist  nach  dem  Vorher- 
gehenden 

Axx"  =:^ Axi' +  Cyi' ,  yi'=.Vi"sinf*;  , 

ond  nach  134)  ist  folglich  die  Gleichung  des  Aberrations  -  Kegel- 
schnitts im  Systeme  der  x^'y^^ 

136)    ^«a:/'*+2(-4iB— C/>)y/sinft=0. 

Also  ist  im  vorliegenden  Falle,  wo  C^— *il£=:0  ist,  und  die 
Grossen  Ä  und  AE-^CD  nicht  verschwinden,  der  Aberrations- 
Kegelschnitt  eine  Parabel. 

Wenn  in  diesem  Falle»  wo  A  nicht  verschwindet,  AE-^CD 
verschv^indet,   also 

\Ai,  so  Ist 

und  die  Gleiciiung  91)  des  Aberrations-Kegelschnitts  wird  folglich, 
wie  man  leicht  findet,  in  diesem  Falle 

137)    (Axx  +  Cyt)^+2D(Axx  +  Cy,)  +  AF=0.  . 

LOst  man  diese  (juadratische  Gleichung  in  Beziehung  auf 
Axi  -(-  C^t  ^9  ^^  erhält  man 

138)    Axi  +  Cyi+D^^  £ß—AF-0, 

wodurch  entweder  eine  gerade  Linie  oder  ein  System  zweier  ein- 
ander paralleler  gerader  Linien,  oder  gar  keine  Linie,  überhaupt 
gar  hem  geometrisches  Object  dargestellt  wird. 

Wenn  A,  und  folglich  wegen  der  Gletehung 
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anch  C  verschwindet,  so  hätte,  wenn  auch  B  verschw&ndei   die 

Gleichung  91)  die  Form 

139)    2O;ri+2%i  +  F=i=0^ 

und  stellte  also  eine  gerade  Linie  dar.  Wenn  aber  B  nicht  ver- 
schwindet, so  juässen  wir  versuchen,  die  dritte  dier  drei  oben  an- 
gedeuteten Transformationen  der  Gleichung  94)  in  Anwendung  zu 
bringen.    Die  Gleichungen  99),  nämlich  die  Gleichungen 

^Pi«  +  2?yi«+2CpiVi  +  21>/?i  +  2£?i  +  F=0 
sind  aber  jederzeit  erfüllt,  wenn  die  beiden  Gleichungen 

(qpi+Äyi+£)a=0, 
^Pi«+Byi«+2qpiyi +2I)p, +  2%i+/'=0; 

d.  i.  die  beiden  Gleichungen 

C*/?i*  +  5«yi2  +  2ÄCpi9i  +5ißEp,  +2Ä£yA  + JE^zsO, 
ABpi^  +  B^q^^  +  WCpiqi  +  2BDpj^  +  2BEqi  +  BF=0 

erfüllt  sind,  wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  B  nicht  verschwin- 
det.   Die  Diflterenz  dieser  beiden  Gleichungen  ist  aber 

2(CE-BD)pi  +  E^^BF=0, 

und  unsere  beid^i  ersten  Gleichungen  sind  also  offenbar  jederzeit 
erfüllt,  wenn  die  beiden  Gleichungen 

Cpi+Bqi+E=0, 
2(CE^BD)pi  +  E^—BF=0; 

d.  i.,  weil  C=:0  ist,  die  beiden  Gleichungen 

Bqi+E=zO,  WDpi-^E^  +  BF=0 

erftillt  sind.    Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt 

von  welchen  Ausdrücken  der  erste  für  o^  aber  nur  dann  einen 
endlichen  völlig  bestimmten  Werth  liefert,  wenn  D  nicht  ver- 
schwindet. Dies  also  vorausgesetzt,  kann  nach  dem  Obigen  die 
Gleichung  94)  auf  die  Form 

^^i'J^+»yi'^  +  2CriV  +  2(^;,i  +  Cy,+l>)a?i'=tO, 

•  •  •  • 

oder  vielmehr,  weil  A»  C  beide  verschwinden,  auf  die  Form 

MI)    J5yi'«  +  2Da?i'=0 
gebracht  werden,  und  entspricht  folglich  einer  Parabel. 
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Wenn  i>  voracb windet »  so  hat,  weit  auch  ii  und- C  verschwin 
den»  die  Gleichung  94)  die  Form 

142)    Äyia+2fiyi  +  F=0, 

und  ^ebt  durch  Auflösung  nach  yi  als  unbekannte  Gruate : 

143)    yi  = ^ y 

welche  Gleichung  entweder  eine  der  Axe  der  ^  parallele  gerade 
Linie  oder  ein  System  zweier  der  Axe  der  x  paralleler  gerader 
Linien  darstellt,  oder  gar  keine  geometrische  Bedeutung  hat. 

Die  weitere  Ausführung  dieses  Gegenstandes  w^rde  diese 
Abhandhing  zu  sehr  ausdehnen,  und  kann  auch  fuglich  dem  eig- 
nen Fleisse  des  Lesers  tiberlassen  werden^  Hauptsächlich  würde 
es  zunächst  noch  darauf  ankommen,  in  die  vorher  entwickelten 
allgemeinen  Formeln  för  ^,  B,  C,  />,  E,  F  ihre  Werthe  aus 
d3)  einzuführen^  was  an  sich  keine  Schwierigkeit  hat,  eben  des- 
halb aber  iRSglich  ganz  dem  eignen  Fleisse  des  Lesers  überlassen 
werden  kann. 


§.8. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  K,  und  folglich  auch 

eine  sehr  kleine  Grosse  ist,  wollen  wir  nun  aus  den  im  Vorher- 
gehenden entwickelten  ganz  genauen  Formeln,  indem  wir  uns  bei 
denselben  kleine  Vernachlässigungen  gestatten,  einfachere  Nähe- 
rangsformeln abzuleiten  suchen. 

wir  in  den  Formeln 


cos  9= cos  <pi  V  1 — t^sin  Qi^  + 1  (cosaT-cos  Si  cos  <pi) , 
cos  n^  =^  €00  i^i  Vi— i*«n©i*  -|- 1  (cos  ß  —  cos  ©i  cos  ^i) , 
cosx  =cosxi  V  t  —  i^sin  Ö^*  -f  i(coa  y — cosO^cos^i) 

alle  Glieder,  welche  Iti  Beziehung  auf  die  sehr  kleine  Grösse  t,  und 
also  nach  dem  Obigen  auch  in  Beziehung  auf  die  sehr  kleine  Gröoo^ 
£von  der  zweiten  Ordnung  sind,  vernachlässigen,  so  erhalten  wir 

icos  (p = cos  ipi  4- 1  (coS  a  —  cos  6|  cos  ^i), 
cos^=cosipi-|-«(cos/S— cos  6i  cosif/i), 
cos  %  =  cos  %i+i  (cos  y — coil  8i  cos  %i) 

oder 
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COS  9 —  cos^i  =«  (cos  a — cos  Bi  cos  fpi)  j 
145)     \  cos^ — co8if;i=:i(co8/}— ^cos9|Cos^i), 
cos  %  —  cos  Xi  =  t'  (cos  y — cotfBx  cos  Xi ). 

NoD  ist  aber  überhaupt 

.  costt — coso=— 2sin4(ii+t^)8mi(t«— t?) 
und 

t(ii+t>)=ie-i(i«-r)=«  +  Ktt~»)» 
also 

sin  i  (tt  -f  v) = sin  ti  cos  4  («  —  r)  — -cos  n  sin  i  (w'—  ©) 
=  sinocosi(if-*-o)  -|-cosüsini(tt  — v), 
nnd  folglich 

cosi«— cosü=  — 8ini«sin(tc— f))+2costt8ini(tt— «)• 
= — sintsin(tf — v)— 2cosüslni(tt— ©)•, 

woraus  sich  ergiebt,  dass  man  mit  Vernachlässiffung  vonGliedeniy 
welche  in  Beziehung  auf  die  der  Null  sehr  nahe  kommende  Grosse 
tt— 9  von  der  zweiten  Ordnung  sind, 

cos  u — cos  © = — (tt — v)  sin  u 
= — (tt— r)  sin© 
oder 

cos«  —  cos9= (v  — tt)sintt 
=  (ü — ti)sint7 
zu  setzen  berechtigt  ist. 

Wenden  wir  dies  auf  die  Gleichungen  145)  an,  so  erhalten  wir: 

,  cos  a  —  cos  Bi  cos  tpi 
^     ^^  sm^i 

,  -Ä\      I  ,cos  jS — COS  B%  cos  1h 

146)     {  ^^^=— t — ^ *       ^* 


sin^i 


X 


.  cos  y  —  cos  Bi  cos  Xi 


sinxi 


oder 


9^— 9i=«  (cos  öicot^i—^j^),      # 

-    .^  ,  .  y  A  COS  ft 

147)     ^  ij;— '<;i =»  (cos  ©i  cot^  — g|p^^)> 

cosy 
t-TU  =»(«>«' Öl  cota  —  ^j^). 
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Aus  deD  ans  dem  Obigen  bekanDten  Gleichungen 

costf; — tcosS 
co8t(;i=    ^  —  j 

^*      V^l+t«-2ico8e 
cosr— tcoöy 

erhält  man  ferner 

CO»  tp  — •  icos  «  =s  cos  9i  V^l + 1* — 2t  cos  6, 
cos'4;— <»cos/3=cos^i  V  1+i* — 2icos^, 

cos^— tcos/=co8Xi  V^l+i* — 2»cosÖ; 

und  folglich  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,   welche  in   Be- 
ziehung auf  i  oder  auf  K  von  der  zweiten  Ordnung  sind: 

cos  9 — t  cos  a=  cos  (px  (1  — icos  6) , 

cos  i\9 — t  cos  /}= cos  i(/i  (1 — t  cos  6) , 

cosx — icosy=cosxi  (1— tcos©); 
also 

(cosgp — ico8«)(l+tcos6)r=co8  9)i(l— i*C08©*), 

(cos '4; — tcosj3)(l-f-icos9)=:cosif^i(l — i*cosÖ*), 

(cos^j  —  tco8y)(l  +  icos6)=cosxi  (1  — i*cos6*); 

folglich,    immer  unter  Verstattimg  derselben  Vernachlässigungen: 

Icos  q>  —  cos  9>i  =  i  (cos  a — cos  6  cos  9) , 
COS1/; — cosif;!  ^=ii(coBß — cosOcos^), 
eos^  —  cosxi  =t(co8y  — cosOcosx); 

woraus  man  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher 

.cosg~cos#cosy 

-.-..     )  .cosö — cosOcostif 

149)       <   ^^if=i ^ ;— ; -f 


.cos  y  —  cos  6  cos  )g 


oder 


3M 


<Pi  —  <p=-i(coa8cotq>—^^, 


150)     j  ,^j-,^=_f(co8ecot*-^, 

a  —  X  =-»(co8©cotx  — ^) 

erhält. 

Nach  53) ,  55)  und  146)  ist  also 

9  -  9^1  =  —  A  ^-^  sin  fpi  +  — cos^i  cot  9i  h 
151)     j  -ifi  —  ti  =     ^f-;^  «tn  tf>|  +  ^  cos  g>i  cot  ^1  y 

und  nach  53),  55*)  und  149)  ist 

p/aY  .       ,bX  \ 

q>i'—g>=     Ki-^  sinq>  +  —co8^cotq> J y 

152)     <  ^£  — ^=— Ä( — sin^ +-g-cosg)Cot^J, 

^/aY  bX         \     ^ 

Ä  -Z-  — Ä^-g^cos^-— cosif;^cotx. 

Sollen  aber 
oder 

in  Secunden  ausgedrückt  sein,  so  muss  man  setzen: 

K    faY  .  bX  ^     \ 

9>  -  9^1  =  —  ^ijjp  \j^  8»ö  <Pi+—  cos  1^1  cot  qpi^ , 

153)     <  T(;  —  i;;^  =     gj^  V,  w^«'°  ^i  +  äT^^®  '^^  cotif/i^, 

Jf    /aF  bX  \         ' 


und 


/  K    faY  .         hX  /\ 

164)     ^  i|;i-^=-jjjjp^— 810  9+-^ cosg) cot t|»^, 

5^  -2=-Sn^'V-6;'=*«9'— S:*^»'»*)«^^ 


L 
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W«U  oacb  SO) 

.    ^  <  istnS 

sin  Sl=i 


u 


Vl+i«— 2(cose 


ist,  so  ist,  mit  Vernacblissigifng  von.  Gliedern,  die  io  Beziehung 
auft  od^  K  von  der  zweiten  Ordnung  ^^ind, 

^  '  8iniZ  =  t8ihe^ 

und  nehmen  hh  hiersu  die  ganz  genaue  Gleichung  57),  so  erhal- 
ten wir  ^ 

155)    sini2==t6in9i,  8ini2=tsine; 
oder        ,  ,  ^ 

156)  sinÄ=Ä^~.sin0i,  siojai^cW  ^.sinÖ. 
Auch  i^t 

157)  { 

»niS£:=lLW 1  nr— cosy—*^— cosij;)"; 

van  ivelchen  Gleichungen  die  erste  völlig  genau  ist,  bei  der  zwei- 
ten Glieder,  welche  in  Beziehung  auf  K  von  der  zweiten  Ordnung 
sind»  vernachlässigt  worden  sind. 

Fflr  %=0^  ist  nach   67)  und  69)  mit  TernachlSssigung  von 
Gliedern,  die  in  Beziehung  auf  K  von  der  zweiten  Ordnung  sind: 


158)    «nz,  =  K^p  U  =  K^j 


und 


15») 


9)    sinÄ=Ä^^,   a  =  K\l^ 


§.9. 

Hier  ist  nun  au^fa  der  Ort,  weoig4ten&  in  der  Kürze  zu  zei- 
gen, wie  sich  der  Werth  der  Constante  K  aus  den  astronomi- 
schen Beobachtungen  der  Fixsterne  ableiten  lässt. 

Hat  man  nämlich  ein  und  denselben  Fixstern  zwei  Mal  zu 
verschiedenen  Zeiten ,  wo  di^  Coordinaten  der  Erde  und  ihre  Ent« 
femung  von  der  Sonne  oder  ihr  Vector  X',  Y',  q'  und  X"  ^  Y",  p" 
sind,  oeobachtet,  und  seine  scheinbaren  astronomischen  Coordi- 
naten fl^',  ^',  xi'  ^^^  ^i" >  ih"*  Td"  durch  die  geeigneten  astro- 
nomiscnen  Uülfsmittel  und  Methoden  gemessen,  »o  bat  man  nach 
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dem  VorhergehendeD ,  wenn  wie  früher  die  wahren  astrononuscheo 
Coordinaten  des  Sterns  durch  <p»  'V'«  2  bezeichnet  werden ,  die 
beiden  folgenden  Systeme  von  Gleichungen: 

9>~yi'=— g-ü^^-j^8>n9i'+— /cos^/cotji'^, 

.      ^  ,  K    fhX  .       ,  ^aY'  ,     ^     \ 

*— V=    SrF/^-^«»"V  +  -j^cos9i'cotV^> 

K     /aY'  ,     bX'    '        ,\     .    , 

/ 

und 

V— 91  =-^1^^ Jarsin 9)1*+—«  cos^i  cot9>i  J» 

oder  der  Kürze  wegen 
und 

''-'^•=-,CT'"'  ^-♦•"=e-e^«"-  «-X»''=CT«"' 

wo  die  Bedeutung  der  Symbole 

f,  Q\  S   und   P^,  Q",  S^ 
leicht  yon  selbst  erhellen  wird.    Also  ist 


folglich 


Vi'— Vi" 


inl"—      P-V  ' 


BIO 


JB3 


oder 


1 

f 

a'- 

-Xi 

sin 

1»=- 

-S" 

K=. 

—  91 

sin  1'' , 

.     Ä' —  Ä^  ' 

mittelst  welcher  Fonneln  also  die  Constante 

p/  oder  K 


sin 


ans  den  Beobacl^tungen  abgeleitet  werden  kann.  Dass  sich  aber 
auf  diesem  Wege  nur  durch  möglichste  Vervielfältigung  der  Beob- 
achtungen und  genaue  Berechnung  derselben  nach  den  in  der 
Astronomie  gebräuchlichen  Methoden  eine  hinreichend  grosse  Ge^ 
nauigkeit  in  der  Bestimmung  der  obigen  wichtigen  Constante  er- 
reichen lässty  versteht  sich  von  selbst^  und  gebort  jetzt  weiter 
Dicht  hierher. 

Hat  man  nun  auch  aus  den  bekannten  Elementen  der  Bewe- 
gung der  Erde  un^  die  Sonne  die  Constante  Ki  mittelst  der  Formel 

wo  sich  Fl  9  Xxi  Tx9  Ti  auf  irgend  einen  bestimmten  Ort  der 
Erde  in  ihrer  Bahn  beziehen ^  berechnet,  so  findet  man  die  Ge- 
schwindigkeit (B  des  Lichts  mittelst  der  aas  dem  Obigen  bekann- 
ten Formel 

.(B=§. 

und  die  auf  diesem  Wege  erhaltene  Bestimmung  der  Geschwin- 
digkeit des  Lichts  stimmt  auf  eine  merkwürdige  Weise  mit  der 
auf  ganz  anderem  Wege  aus  den  Beobachtungen  der  Verfinste- 
rungen der  Jupiterstrabänteu  abgeleiteten  Bestimmung  dieser  Ge- 
schwindigkeit überein. 


§.  10. 

Wenn  K  so  klein  ist,  dass  man  Glieder,  welche  in  Beziehung 
auf  diese  Grosse  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  ohne  merklichen 
Fehler  vernachlässigen  kann,  wie  wir  im  Folgenden  wieder  an- 
nehmen wollen,  so  ist  nach  dem  Binomischen  Lehrsatze,  wie  man 
leicht  findet. 


\ 
/ 
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(6« + 2  Jf *e  CO«  tf» + Ä«««)-l  =:  6-1  (1  -  Ä I  cos  ^) 


und  folglich  D«ch  80): 


co62(=dbco89>(l — JCtcosoJ;) 


e 


160)     <  co8l&=-J:COS^(] -|- ATrsin^tangi/;), 

COSC  =J:C08%(1  —  KrCOBIp); 

durch  welche  Formeln  die  Lage  der  Axe  der  Aberrations-Kegei- 
fiäche  bestimmt  wird. 

Femer  ist  nach  82)  mit   demselben    Grade   der   Genauigkeit 
wie  vorher 


161)    6in«=s£^sinar;, 


oder  auch 


X 


162)    ö=Jfgsinif;. 

Nach  104)  ist 

163)    C«-2lÄ^— 6cos2*(*+2A:ucost), 

und  folelich  offenbar  nach  dem  Obigen ,  wenn  nur  cosv  nicht  ver- 
schwindet, d.  h.  nicht  )(=90^  ist,  der  Aberratioos  -  Kegelschnitt 
unter  der  hier  immer  zum  Grunde  liegenden  Voraussetzung^  dass 
K  eine  so  kleine  GrOsse  ist,  dass  Glieder ^  welche  in  Bezug  auf 
dieselbe  von  der  zweiten  Ordnung  sind ,  ohne  merklichen  Fehler 
vemachlässigt  werden  können^  eine  Ellipse. 

Aus  106)  ergiebt  sich  zuvorderst 

Kehl  cosy 

^^  ~"""8inx(6  +  2A:ecosaJ;)' 


also 


—        i^gA|C08'^;cosx    . 
^^~     8ln7(6+2lecos^ ' 


Kehl  QOBip ,,     ^^e         . 

_     -foAiCostcosx        or*^«../A. 
»^-    b^^l (1^2^gcos*), 


und  folglich 


164J 


oder 


165) 
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Pl  =  —  Khi   rCOS^COSCC^j 

fi=:     jK'Ai  rcosi|;cotx; 


p  = —  Kj  cos  <p  co«ec  % 


T-  =     Kt  C08 1(;  cot  5[. 

Weil  nach  109)  die  Gro^sse  J  in  Bezog  auf  K  selbst  von  der 
zweiten  Ordnung  Ist,  so  können  wir,  wenn  J  nicht  wirklich  rer- 
schwinden  soll,  wie  es  erforderlich  ist,  nur  erst  Glieder  vernach- 
lässigen, welche  in  Bezug  auf  K  von  der  dritten  Ordnung  sind, 
und  erhalten,    weil 

^^ Jg^gycos^a 

6(l  +  2A:|cosi(;-*^(^rfnx*-rpCosi/;«)} 

ist^  auf  diese  Weise^  leicht 

,66)    J=-  -gWco^iC'. 

Nach  123)  ist 

A  +  B=b(l+coaf)  +  2KecoB^, 
A — Bs= — beio^ —iKecoa^lfi 

und  nach  12S)  ist 

V  (A  — Ä)« + 4C*  =  6  sin  z" + 2Kecos^l>. 
Also  ist,   wie  man  leieht  findet, 

A+B+  V  (J-Ä>«+4C»=2(Ä  +  2ireco«^), 
A+B—V(A-B)^+AC*=:2bcosx\ 

nnd 

— (J-J5)  +  V(^— Ä)«+4C«=2(68inx*+2Ä«cos^), 
— (i<— fi)— V  (-4-B)a+4C«=a 

Nehmea  wir  nnn,  wie  es  offenbar,  ohne  der  AllgeBMinbeit  zu 
whaden,  verstattet  ist,  in  d^  Gieicbnng  119)  das  untere  Zeichen, 
40  ist 

161)    tangIsO; 
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und  wir  müssen  nun  nach  121) 

1M=A  +  Ä-  V(2l  — fi)«  +  46«, 

ako  nach  dem  Vorhergehenden 

üf=6cosx*, 

;6+2jr^cos^ 

setzen.    Folglich  ist  nach  129): 


^  I  T=, 


oder 


d.  i. 


oder 


^_     A  _ Jg«o«Ai«co8  f^ 

■~     31     ,    6*cosx* 
,_      ^       jggg^Vcosx«  . 
"   •^"^iV^""6(*+2*«co8i/)' 


n«  =  -  ^  =  l[«Vpcosx»(l  -2iC|cosif;); 


m«  =  JPV^.  n«=i:>V^cosz«; 


1?^  |*S  mA  0A 


und  folglich,  unter  der  Voraussetzung ,  dass  h^  positir  ist, 

169)    T^=Ki>    ^=±4:jc<«x; 

WO  man  in  der  zweiten  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeichen 
nehmen  muss ,  jenachdem  cos  %  positiv  oder  negativ  ist 


§.  11. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  die  Coordinaten  JT,  F  der  Erde 
und  die  Vectoren  r,  r'  derselben  berechnet  werden  kOnnen.  Za 
dem  Ende  denken  wir  uns  durch  die  Sonne  ein  dem  Systeme  der 
xy  paralleles  Coordinatensystem  gelegt,  und  bezeichnen  den  von 
dem  Vector  r  der  Erde  mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe 
dieses  neuen  Systems  eingeschlossenen  Winkel,  indem  wir  den- 
selben von  dem  positiven  Theile  der  in  Rede  stehenden  Axe  an 
durch  den  Coordinatenwinkel  des   betreffenden  Systems  hindurch 


\ 


S»7 

■ 

Ton  0  bU  360^  zählen,  darch  A;  so  sind  offenbar  in  ToUiger  All- 
gemeinheit 

rcosl,  rsinA 

die  Coordinaten  der  Erde  in  dem  neuen  Systeme,  und  da  nun  6,0 
die  Coordinaten  des  Anfangs  des  neuen  Systems  in  dem  Systeme 
der  XV  sind,  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der 
Coormnaten 

170)    X=e  +  rcoal,   F=r sin A. 

Bezeichnen  wir  nun  aber  die  bellocentrische  Länge  des  Perihe- 
linms  durch  o  und  die  geoceotrische  Länge  der  Sonne  durch  L, 
80  wird  man  sich  durch  eine  einfache  Betrachtung  leicht  Oberzeu- 
gen, dass  immer  entweder 

A  =  J:180<>— (Ir-S) 
oder 

A=540o-.(L~5), 

uod  folglich  allgemein 

cos  A=z  — cos(£— c5),  sinA=sin(X  — €5);  . 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

171)    2r=«— rcos(Zf— ö),    F=pr  sin  (iL  —  o) 

ist 

Nun  ist  aber,   wie  wir  aus  dem  Obigen  wissen. 


also  ist 


d.  i. 


e 
rss« {e — rcos(L  — ö)}. 


6^4-ercos(L— 5) 


and  folglich 


172)    r= ^ — =r. 


Also  ist  nach  171),  wie  man  Idcht  findet: 

tTi\     Y—  '  e — acos(Jr — 5)      y.__    i^sin(L — 5) 

*  *      •       • 

Weil  ferner  nach  dem  Obigen 

Theil  \h  20 


« 

4 

ist^  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

t*».N     V      fl*  +  «^— 2accos(X-5) 

Am   leichtesten  ergiebt  sich   aber  natürlich  r',    wenn  man  r 
hat,  mittelst  der  Formel 

175)    r'rsjo— r. 

Man  \MiXi  fid^fi  aucft  die  beiden  Fottn^hi 

« 
d.  i. 

176)    r^4r=2«.r'-r=2/T°'^°"it"S 

merken. 

Auch  ist  nach  172)  und  174) 

oder,  wie  hieraus  leicht  folgt: 

178)   ^===(~^)\osKi&-5)»t0  +  Q%ini{L-.5)* 
Femer  ist  nach  172)  und  173) 

179)    =  •— :^ r— ^,     -jr;'=ij-sin(Z/— ü) 


oder 

&jr     e     a       ,»      -^      öF   ,a   , 


180)   — =j— g^co8(Ir— 5),    ^=ig-sm(L— ö). 


Eine  weitere  Ausführung  dieses  Gegenstandes  wird  hier  oicbt 
nCthig  sein. 


$.12. 

Bezeielinen  wir  die  wahre  und  acbeinbare  Lfinee  und  Breite 
des  Sterne »  beide  auf  die  ans  der  Astronomie  hinreichend  bekannte 
Weise  genommen,  durch  &,  £  und  SL^y  «^iS  ^^  ^■■'^  mittels 
einer  einfachen  geometrischen  Betrachtu^.  so^icb  erheiieo,  duttf 


zwischen  den  Grossen  £»  Ji,  (p»  ^^9  %  und  zwischen  den  Grössen 
^1«  ^»  ^>  4^9  Xi  ^1®  folgenden  Gleichungen  Statt  finden: 

Icos9=cos(S — iL)  cos  23, 
cosif'=sin(5  — Ä)cosÄ, 
cos%  =sinJ& 

m 

und 

cos  ^  is^QOH  (q  — iLi)  cos  2]  , 
182)    {  costf;i=rsin(5— iti)cosÄi, 

cosxt  ?s 


mittelst  welcher  also  die  GrOssen jp»  ^,  %  und  9>i»  ^»  ^  teidit 
ans  den  Grossen  A>  Jb  und  £««  J&i»  »o  ^ici  &ucb  uingekehrt  di^ 
Grossen  JL»  J5  und  £15  Si  leicht  aus  den  €}r5ssen  (p,  '4>»  %  und 
S^>  '4^1'  Xi  gefunden  werden  kSnn^Bt  was  hier  keiner  weiteren 
Erläuterung  bedarf. 

In  der  Einleitnng  habe  ich  schon  bemerkt,  dass  ich  in  dieser 
Abhandlung  die  Theorie  der  Aberration  nicht  eigentlich  för  ihren 
praktischen  Gebrauch  in  der  Astronomie  darzustellen  die  Absicht 
gehabt  habe,  sondern  mehr  eine  Entwickelung  ganz  allgemeiner 
und  voUig  strenger  Formeln  bezweckte.  Deshalb  saee  ich  jetzt 
auch  nichts  weiter  über  diie  von  der  Beweeung  der  Erde  um  ihre 
Axe  herrührende  Aberration  und  über  die  Aberration  bei  den  Pla- 
neten und  Cometen ,  sondern  verweise  in  dieser  Beziehung  auf  die 
bekannten  aasfahrllchem  Lehr-  und  Handbücher  der  Astronomie, 
wwde  jedoch  vielleicht  spftterbin  auf  diesen  Gegenstand  zurück 
kommen. 
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lieber  die  BestinmibarfeeM;  eines  sphä- 
risehen  ^Dreieckes  durch  drei  Stftciie, 
Ton  denen  zwei  einander  j^enrenftber 

liefen. 

Von 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka, 

Frofecsor  der  Mathematik  zn  Tarnow  In  Galizien. 


I 

Sind  zur  Bestimmung  eines  Kugeldreieckes  von  seiiien  sechs 
Stocken  (Seiten  und  ;Winkelit)  drei  gegeben.,  von  denen  zwei  ein- 
ander gegenüber  liegen;  80  tritt  bekanntlich  zuweilen  Unmög- 
lichkeit, zuweilen  Unbestimmtheit  (Zweideutigkeit)  ein.  Zu  erfor- 
schen und  einfache  Kennzeichen  anzugeben,  wann  solches 
geschehe  oder  nicht ,  ist  der  Zweck  gegenwärtigen  Aufsatzes. 

Eigentlich  sind  hier  zwei  Fälle  zu  unterscheiden;  es  kön- 
nen nemlich 

entweder  zwei  Seiten  mit  einem  Gegenwinkel, 
oder  zwei  Winkel  mit  einer  Gegenseite 

gegeben  sein;  allein  der  zweite  Fall  lässt  sich  leicht  auf  den  ersten 
zurückfahren,  desswegen  werden  wir  vorerst  nur  diesen  ausführ- 
lich untersuchen. 

Dabei  gilt  wie  sonst  immer  die  Einschränkung,  dass  jedes 
Stück  des  Dreieckes  der  Grosse  nach  zwischen  0  und  180^  liege. 
Zugleich  leuchtet  aus  der  Lehre  über  Congruenz  der  Kugeldrei- 
ecke ein,  dass  ein  solches  durch  drei  derartige  Stücke  völlig 
bestimmbar  sei,  sobald  durch  sie  irgend  eines  der  übrigen  drei 
Stücke,  mittels  Rechnung  oder  Zeichnung  (ConstructionJ  völlig 
bestimmt  werden  kann 

Seien  nun  bei  einem  Kugeldreiecke  überhaupt  die  Seiten 
durch  a,  bj  c  und  in  derselben  Ordnung  die  ihnen  gegenüber 
stehenden  Winkel  durch  €i,  ß,  y  bezeichnet;    und  seien 


Ml 

gegeben :    die  zfrei  Seiten  a,  b 

mit  dem  Gegen wioicel  «  der  ersteren,   daher 

zu  suchen:  der  Gegenwinkel  ß  der  zweiten  Seite, 

die  dritte  Seite  c,  und  der  dritte  Winkel  y. 

Die  Berechnung  jedes  dieser  drei  zu  suchenden  Stucke,  so 
wie  auch  die  Zeichnung  des  Dreieckes ,  wird  die  Bedingungen  der 
Möglichkeit  und  Bestimmtheit  des  Dreieckes  selbst  an  die  Hand 
geben. 

Cm  jedoch  unsere  Untersuchung  nicht  zwecklos  aus- 
zudehnen, und  weil  die  Bestimmtheit  und  Möglichkeit  von  gleich- 
schenkligen, rechtwinkligen  und  Quadranten- Dreiecken  ohnehin 
leicht  zu  beurtheilen  ist;  werden  wir  nicht  nur  a und 6  ungleich, 
sondern  auch  jedes  Bestimmungsstuck  von  90^  verschieden 
voraussetzen. 


2. 

A.    Die   Berechnung   des   anderen   Gegenwinkels   ß 
erfolgt  nach  dem  bekannten  Satze 


woraus  man  erhält  sin/3 


si  n  a :  sin  6  =  sin  a :  sin  ^ , 
sin  6  sin  or 


sma 


Nun  sind  alle  hier  vorkommenden  Sinus,  weil  des  Dreieckes 
Stucke  zwischen  0  und  180^  liegen,  positiv,  und  kein  Sinus  kann 
>]  sein;  mithin  ist  das  Dreieck  mOglich  oder  unmöglich,  je 
nachdem 

sina  entweder  ^  oder  <  sin  6  sin  o   ist. 

Zur  Vereinfachung  der  Untersuchung  kann  man,  weil  sin 6  und 
sin  a,  also  auch  ihr  Product  positiv  und  ^  1  sind ,  dieses  Product 
dem  Sinus  eines  Winkels  h  gleich  setzeu,  nemlich  ' 

sinA=:8in6sintf 

annehmen,  wonach  dann 

.  \     sinÄ 

sinörr-; — 

smg 

wird  und  Folgendes  einleuclitet  '*). 

1.  Wenn  sin  er  <  sin  A,  ist  da«  Dreieck  unmdglich; 

2.  wenn  sina=8inA,  ist  sin/9=l,  also  ßz=zW^,  daher  das 
Dreieck  möglich,  bestimmt  und  rechtwinKlig; 


*)  Man  wird  «ich  leicht  uberKeugen  können,  dac«  ä  der  ans  dem, 
die  gegebenen  Seiten  a  und  ö  Tereinigenden  Scheitel,  auf  die  gegenüber 
liegende  Seite  senkrecht  gesegene  grnscte  Kreiebogen  iet. 
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3.  wenn  8iiia>6io/e,  Ist  das  Dr^l^ek  zwar  möglich, 
der  zwischen  0  snd  18QK>  lieceode  Winkel  ß  ist  dunrh  seinen  8idu8 
za  bestimmen 9  dess wegen  kann  er  überhaupt  zwei  zu  IM^  sich 
ergänzende  Werthe  annehmen,  und  es  bleibt  daher  noch  zu  unter* 
suchen,  ob  von  diesen  nur  einer  oder  jeder  genüge. 

Zur  Entscheidung  dessen  wird  der  Satz  dienen  >  dass 

je  nachdem  die  Seite  6>  <a 

ist,  auch  der  Winkel  /?>  <o  sein  muss. 

v\s.     Tk  ^'    L.      •  j         i«-.u     bestimmt,  eingestaltig     ^  . 
Das  Dceieck    wird  oemlich  ^^j^^^^.^^^,  ^^,;jjg^g^g.g  sein, 

wenn  von  den  (dx  den  gesuchten  Winkel  möglichen  zwei  Wertheu 

ß  und  1800--/J  "lY  ?^5eJ  >  ^^®^  <*"  "**'  ^^^  ^^®"°  f'"  Absiebt 

auf  Grosse)  a  /„^i'erha'lb  ß  "«^  1800-^  liegt. 

Dies  Kennzeichen  setzt  iedoch  wirkliche  (wenn  gleich  nur  bei- 
Kufige)  Anst^chnuftg  beider  Wertbe  von  ß  voraus;  es  bleibt  aber 
wünschenswerth ,  diese  Ein  -  oder  Zweigestaltigkeit  des  Dreieckes 
sogleich  an  den  drei  Bestimmungsstucken  selbst  zu  erkennen.  Das 
vermittelt  der  Lehrsat«: 

,,Im  Kugeldreiecke  ist  die  Summe  jeder  zwei  Seiten  mit  der 
Summe  ihrer  Gegenwinkel  in  derselben  Grossenvergleiehung  mit 
180^,    d.  h.  zugleich  entweder  so  gross  oder  grosser  oder  kleiner 

ais  xo^^^^ 

nfimlich  je  nachdem 

a-fA=><l80(> 
ist,  muss  auch 

sein.    Denn  hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  je  nachdem   , 

ist,  auch 

a=:><1800-^ 

sein  muss.    Daher  schliesst   man   aus  diesem  und  dem   vorigen 
Vergleichungssatze  den  folgenden: 

„Wenn   eine  Seite  4»  eines  Kugeldreiecked  (binsiciltlich  der 

GrGsse)   iiu^ai%«||k  'Oiner  anderen  Seite  b  und  ihrem  SupplMaeot 

ISQO — if  liegt;   so   liegt   auch   der   Gegenwinkel   a  der   ersteren 

zwisc  en     ^^^  Gegenwinkel  ß  der  anderen    Seite   und   seinein 

Supplement  ISO»— /3.** 

Daraus  folgt  bud  dersSehlussflats: 
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Liegt  (in  Abisiohl  auf  GrCsse)  die  sanimt  ihrem  Gegen- 

»:«B.   I  u  ¥7-        ij      •     1         •*  zwischen 

Winkel   angegebene    Kugeidreiecksseite    «    ausserlmlb' 

der  anderen  gegebenen  Seite  b  und  ihrem  Sapplement 

180^—6;    so  ist  das  Dreieck  (wofern  seine  Möglichkeit  bereits 

■        .  j     \     bestimmt 

oachgewiesen  worden)  „„bestimmt. 

Merkwördiff  ist  aber  noch,  däss  jenes  Kennzeichen  der 
Möglichkeit  des  Kugeldreieckes  mit  diesem  seiner  Bestimmtheit 
im  Zusammenhange  steht. 

Aus  sinA=:sin6sina  und  sina<L  folgt  nemlich  jedenfalls 
sin  A<  sin  6. 

Ist  nun  sin  a>  sin  6  9  so  ist  sicher  auch  sincr>siilA,  al^o 
das  Dreieck  möglich; 

ist  aber  sin a<  sin  6,  so  kann  sina>=<sinA  sein^  also  ist 
diese  Möglichkeit  nicht  entscheidbar. 

Es  fragt  sich  jedoch  noch,  wie  mit  dieser  Vergleichuog  der 
Sinus  die  der  Winkel  (Bogen)  a  und  Ä  selbst  zusammenhänge. 

Sei  daher  erstens  ^ 

sina>  ^n  6= sin  (180*^— 6), 
und  sei 

I.  6  <  90»,  also  1800^6  >  90«. 

Wenn  nun  0*^90^  ist,  so  muss«  weil  von  den  zwei  spitzen  Win- 
keln a  und  b   der  grossere  auch  den  grosseren  Sinus  hat,  i>>A' 
sein,  daher  ist 

6<a<90ö<180«— 6; 

wenn  aber  tt>90^  ist>  so  muss,  weit  von  den  awei  tämmpitm: 
Winkeln  a  nnd  160^2—^6  det  grossere  den  kleinetcn  Siiiuar,  harfw 
a  <  180^— -A  sein,    daher  ist  n  >• 

Sei 


•       * 


,      U.    6>90o,  also  180«-6<9O». 

Wenn  nun  a<äO<*  ist,  so  muss  a>t80*'  — 6  sein,   daher  ist 
6>90«>>a>180«— 6; 

wenn    aber    a>90«    ist,    so    muss    a^d    sein,    daher    ist 
6>a>90o>J80»— *► 

Ist  demnach   sina>sin6,  «o  Ue^t  o  »wi:«ch«n '6  uadk 
WO»— 6. 

Sei  noch  zweitens 

'  sin  a<  sin  6= sin  (180^ — b), 
und  sei 


I.  6<g(y>»  also  180»— *>g(F. 

Vftmn  ouD  a<90^,   so  ist 

o<6,  daher  a<6<90ö<1800-6; 

■ 

weno  aber  a>90^,  so  ist 

a>l80<>— 6,  daher  a>l«0o-6>W>>6. 

Sei 

n.    6>90o,  also  18tF— 6<90«. 

Wenn  nun  a<90^,  so  ist 

o<1800-6,  daher  a<180<>— 6<90<^<6; 

wenn  aber  a>90^,  so  ist 

a>6,  daher  <i>6>90ö>  1800— 6. 

Ist  deionach  sina^sinft»    so  liegt  a  ansserhalb  h  und 
1800—6. 

Aber  auch  umgekehrt 

je  nachdem  a  zwischen  oder  jausser  b  und  180^ — b  liegt, 

ist  sina>  oder  <6in6. 

Denn  es  liege  erstens  a  zwischen  AundlSO^— 6,  und  zwar  sei 

I.    ft<a<180O— 6. 

Da  nun  von  den  zwei  Supplementarwinkeln  b  und  180^  —  b 
Dothwendig  einer  spitz ,  der  andere  stampf  sein  muss,  so  kann 
hier  6  nnr  spitz,  d.  i.  b<,900,  also  ISO^— 6>900  «ein.  Wenn 
nun  a<90o,  so  ist 

90o><i>6,  daher  sinn > sin 6; 

wenn  aber  a>90o,  so  ist 

gOo<a<1800-6,  daher  s'ma> sin (1800.6). 

Sei 

n.    6 >a>  1800-6. 

Hier  kann  6  nur  stampf,    d.  i.   6>gOo,   also  1800— 6<90<^ 
sein.    Wenn  nun  «<90o,  8o  ist 

90o>a>1800— 6,  daher  sino>sio(180o— 6); 

wenn  aber  a>90o,  so  ist 

90o<a<6,  daher  sina>sin6. 
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Li^gldemnadta  zwiacheu  b  uod  180^^6,  so  i8tsiiia>«iD6< 

Es   liege   zweitens   a   ausserhalb   6   und    180^  —  6,   und 
zwar  sei  . 

l^ner  ^^  J®^®*"  ^^^  ^^*®''   Supplenieotar- 
wiokeln,  von  denen  notbvrendig  einer  dpitz,  der  andere  stumpf  ist, 

muss  unbedingt  «w^u,      sein,    also  ist  hier  a  nur  stumpf»  d.  i. 

Wenn  nun  6<90«,  also  ISO^-Ä  <90«,  so  ist  90«<180O-6<a, 
also  sin  a  <  sin  (180^  -*  6) ;  » 

wenn  aber  Ä>9(K>,    also  180O-6<90o,  so   ist'90o<6<a, 
also  sina  <sin6. 

Sei 

II.    6>a<180O— 6. 

Da  kann  a  nur  spitz,  d.  i.  a<90^  sein. 

Wenn   nun    6<90o,    also   180^— 6>.90o,    «o  ist  90o>&>a. 
also  sin  a  <  sin  b ; 

wefm  aber  ft>90*>,  also  l80o^Ä<90o,  so  ist  90^>llS0P-b>a, 
also  sin  a  <  si  n  (180^  -^  A). 

Liegt   demnach   a  ausserhalb  b'  und  180^^1^,-   so  ist 
sin  a<  sin  6. 

Au/3  allem  Gefundenen  erschliessen  wir  nun  Folgendes: 

I.  Liegt  «  zwischen  b  und  180**— Ä,  oder  ist  sin a>  sin ft, 
80  ist  das  Oreieck  nicht  Mos  möglich,  sondern  auch  bestimmt. 

II.  Liegt  a  ausserhalb  6  und  180^ — 6,  oder  ist  sina  < sin ft, 
und  ist  1)  sin a  =  sin A'^: sin 6 sina,  so  ist  das  Dreieck  zwar  auch 
muglich  und  bestimmt  aber  rechtwinkelig;  /3  =  9(K;  ist 
*2)  sina>sinA,  so  ist  das  Dreieck  zwar  muglich,  aber  zweige- 
staltig  (unbestimmt);  und  ist  3)  sina<CsinA,  so  ist  das  Drei- 
eck unmöglich. 


3. 

B,    Die  Berechnung  der  dritten  Seite  c  konnte  nach 
der  bekannten  Gleichung 

eoH  a = cos  a  sin  6  sia  c -|- cos  6  cos  c 

auf  mannigfaltige  Weisen  geschehen ,  indem  man  sin  c  und  cos  c 
durch  irgend  eme  und  dieselbe  Winkelfunction  von  c  ausdrüekt. 
Passliche  derlei  Fubotionen  würden  sine  und  tg^c  insofern  seui, 
als  beide  jedenfalls  positiv  sein  müssen.  Da  jedoch  sine  auch 
noch  <1  'ausfallen  mnss»   waa  «i  untersuchen  schwierig  ist,  so 
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nur  die.  tg  4c,  bei  der  eine  solche  UatenmelnBig  akM  ttithig 
\etp  aU  zweckmässig  Qbrig. 

Setzt  man  demnach  co8c=j-^r^,  2*    8inc=  1  i^iga*    ^ 
findet  man 

tgic«— 2 ; i.tgic+ i 7=0. 

Ist  aber  eine  Zahl  j;  durch  eine  zwei^adige  Gieichnng 

zu  bestimmen,  und  sind  otj,  x^  die  beiden  Wertbe  tor  äP,    so  ist 
bekanntlich 


also 


A  +  D  A--D 

^1= — 2 — '    ^a  =  — 2 — 


Ist  nun  f^^TiOTs  negativ,  so  ist  Z>  jedenfalls  reell,  auch 
die  Wurzelwertbe  Xi  und  x^\  folglich  tst  von  diesen  der  eine 
positiv^  der  andere  negativ. 

Ist  aber  B^^x^x^  positiv,  so  sind  D  und  beide  Wnrzel- 
frerthe  nur  so   lange  reell,    folglich  diese  einstimmige    beide 

positiv»  beide  negativ»  so  lange  D^:=^A^  —  B'Z9  ist;  sobald  aber 
Z>3=2l^— i^<0  wird,  sind  beide  WurzelH'erthe  imaginär. 

Im  gegenwärtigen  Falle  ist 

.    J:=tgic, 

_j cos  ff— cos  6 cos  a*  — cos  ö* sin  6^  —  sin  a^ 

"~"cosa  +  cos6      (cosa-f  cos6)^     (eosä^-cosSp 

_ (sin &— sin a)(sin &+sina)_^^ ^ ^^    ^n*',/    .  1:,     sin(6— a)8in(a+^) 
"-"         (cos  a  + cos 6)3        ^-tg.Cö-a;  t^  »(a+ö)-   (cos a  + cos 6)^' 

sing^ — (8in6sing=:=sinA)^_(sioa  — 8inA)(sinfl>fsint) 

(cOSa  +  COSÄ)^  ""  (O08tt  +  C08^>^  ' 


Ist  nun  B  negativ,  ist  also  8ina>sin6,  oder  sind  tg4(6 — a) 
und  tg4(a  +  6)  oder  sin(6— a)  uod  sin  (a -f  6)  entgegengesetzt^  ist 

daher  6«*-a^0  und  a^b^VXP,  d.  h«  liegt  a  zwiscbein  b'v^ 

180^-«A;  so  ist  /)  reell,  6in<t>slnA=rs{n6slna,  beide  Werthe 
vo«i  tg^c  sind  reell»  aber  nur  einer  ist  positiv;  mltkin  \bI  das 
lireieck  nicht  elleiii  möglich,  sondern  auch  bestimint. 
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M  iagegea  B  positiv,  ist  also  slaa<ain6,  Ivder  sind 
tgi(6 — a)  und  tgh(^-hb)  oder  sin(6  — a)  und  6in(a-f  A)  einstiiii- 

mig,   ist  nemlich  b — a^O  und  a-|-6^180^,  d.h. liegt  a  ausser 
6  und  180^ -^6;   und  ist  andevereeits 

1)  sina>sinA,  so  ist  D,  daher  auch  tg^c  reell«  und  die 
letztere  erhält  zwei  positive  Werthe«  folglich  ist  das  Dreieck 
niuglich  und  doppelgestaltig;   ist  aber 

2)  sino=sinA,  so  ist  Dr=0,  daher  A^obl  auch  t^lc  reell» 
aber  sie  erhftlt  nur  einen  (sietchsam  zweifachen)  positiven  Wertfa« 
fotgltch  ist  das  Dreieck  möglich  und  ein  gestaltig,  insbeson- 
dere rechtwinklig  (vergl.  2.);   ist  endlich 

3)  8ina<sinA,  so  ist  D,  daher  auch  tgic  Imaginär»  mit- 
hin ist  das  Dreieck  unmöglich. 


4. 

C.    Die  Berechnung   des  dritten  Winkels  y  ist  nach 
der  bfdcannten  Gleichung 

sin  b  cot  a==  sin  y  cot  a  +  cos  b  cos  y 

* 

eiozuleiten,  indem  man  aus  gleichem  Grunde  wie  vorhin  am  pas- 
sendsten die  tangl/  durch  sie  bestimmt.  Auf  diese  Weise  er*- 
hält  man  die  Gleichung 

^      .sinacota^    ,     .  sin  (6 — •«)     ^ 
daher 

4:=:tg4y, 

^ sin  (6  —  n)       -^^ (sin  g**-  sin  h)  (sin  q  -^  am  h) , 

8in(a  +  6)'  '.  sina2sin(a  +  6)*         ' 

mitliin  wird  man  wieder  auf  die  bereits  ih  B,  gefundenen  Bedin- 
i;ungen  und  Folgerungen  geleitet. 


5. 

D.  Die  Zeichnung  des  Kugeldreieckes  mittels  der  an- 
seuiesenen  drei  Bestimmungsstücke  fi,  b,  a  iSisst  sich  in  folgen- 
der Weise  ausfSbren. 

Zuvörderst  construire  man  (Taf.  VI.  Fig.  3.,  Fig.  4.  und  Fig.  5.)  an 
einem  beliebigen  grössteo  Kreise  ACAA  in  einem  wählbaren  Funkte 
ii^als  der  ersten  Dreiecksspitze«  den  gegebenen  Winkel  er.  Die 
an  ilua  liegen  solleode  Seite  b  trage  man  von  seinem  Scheitel  A 
auf  jenem  grossten  Kreise  Ins  tTab;  so  muss,  weiui  man  den 
anderen  Schenkel  asum  Halbkreise  bis  nach  A'  erweitert»  der  End- 
punkt Cy  als  xweiic  Dreiecksspitze  auf  dem  Halbkreise  ACA' 
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liegen^  well  AC—b <,190^  ist.  Um  diese  Spitze  C  als  Mittel- 
pHolst  beschreibe  man  mit  einem  sphärischen  Halbmesser  CD  oder 
Cd  gleich  der  dem  Winkel  a  gegenüber  liegen  sollenden  Seite  a 
einen  kleineren  Kreis  DdD\  so  muss  die  noch  zu  suchende  dritte 
Dreiecksspitze  B  einer  der  Dorehscbnittspunkte  dieses  kleineren 
Kreises  mit  dem  Halbkreise  ABA'  sein,  wofern  es  einen' solchen 
Durchschnitt  gibt    Um  dies  zu  untersuchen,  sei 

1.  a<6  aber  >1800— Ä,  neralich  CD<,CA  aber  Cd>CA. 
Da  nun  liegen  (Taf.  VI.  Fig.  3.)  die  Grenzpunkte  A  und  A'  des 
Eblbkreises  ACA'  dies-  und  jenseits  des  ideineren  Kreises  DBdD 
auf  der  Kugelfläche,  mithin  muss  der  sie  verbindende  Halblo'eis 
ABA'  diesen  Kreis  nothwendig,  aber  nur  in  Einem  Punkte  B 
schneiden,  der  sofort  die  dritte  Dreiecksspitze  ist,  uad  darum 
zur  Vervollständigung  de«i  Dreieckes  mit  C  durch  die  Seite 
BC=a  zu  verbinden  kommt. 

Aehnlich  wurde  man  sich  benehmen,  wenn  o>6  aber 
<  180^—6  wäre,  wozu  nur  die  Punkte  A  und  A'  unter  sich  zu 
vertauschen  kämen. 

Das  Kugel  drei  eck  ist  demnach,  wenn  a  (der  6r5sse  nach) 
zwischen  6  und  180^—6  liegt,  jederzeit  nicht  blos  möglich, 
sondern  auch  bestimmt,  wie  gross  auch  der  Winkel«  sein  mag. 

n.  Ist  dagegen  a<6  und  <180O— 6,  nemlich  CZ><Ci und 
^CA'  f  so  beanden  sich  (Taf.  VI.  Fig.  4)  die  Grenzpunkte  A 
und  A'  des  Halbkreisees  ABA'  auf  nur  Einer  Seite  des  kleineren 
Kreises  DBdD  auf  ,der  Kugelfläche,  mithin  muss  der  Halbkreis 
ABA'  selbst  diesen  Kreis  nicht  nothwendig  treflfen;  sondern 
ob  und  wie  oft  er  ihn  treffe,  hängt  von  dem  Winkel  cc  und  sohin 
von  dem  senkrechten  sphärischen  Abstände  C£  =  A  jenes  Halb- 
kreises ABA'  (nicht  Vollkreises  ABÄ'A)  vom  Mittelpunkte  C 
des  kleineren  Kreises  in  der  Hinsicht  ab,  ob  dieser  Abstand  <'nt- 
weder  so  gross  oder  kleiner  oder  grösser  als  die  aus  C  auslau- 
fende Seite  CB=za  ist.  Denn  der  vom  Punkte  C  aus  an  den 
Halbkreis  ABA'  senkrecht  geführte  Kreisbogen  CE=h  ist  iie- 
kanntlich,  je  nachdem  a  spitz  oder  stumpf  ist,  kleiner  oder  grös- 
ser als  jeder  andere  gleichfalls  aus  C  an  diesen  Halbkreis  (also 
schief)  geführte  Kreisbogen  CB ;  und  zu  ledern  solchen  schiefen 
Kreisbogen  CBi  gibt  es  einen,  aller  auch  nur  Einen  ihm  glei- 
chen  CB^» 

Ist  nun 

L-  die  Seite  a=^hi  so  wird  der  mit  ihr  als  sphärischem 
Halbmesser  um  die  Spitze  C  beschriebene  kleinere  Kreis  D'KaU 
den  Halbkreis  ABA'  nur  in  einem  einzigen  Punkte  £  berühren, 
der  sofort  allein  die  dritte  Dreiecksspitze  sein  muss.  Dies  einzig 
mögliche  Dreieck  ACE  ist  sonach  bei  E  rechtwinklig,  daher  in  ihm 

sin  a  =  sin  A  =^  sin  6  sin  a. 

2.  Wenn  a>  A,  also,  weil  hier  d,  als  unter  6  und  180^—^ 
liegend,  spitz  sein  moss,  sin(i>iilnA  ist,  muss  der  mit  <i  als 
sphärischem  Halbmesseir  um  C  beschriebene  kleinere  Kreis  Mß 
den  Halbicreis  ABA'  in  zwei  Punkten  B\  und  iBs  schneiden,  von 


300 

t 

denen  sofort  jeder  die  dritte  Dreteeksspitae  seio  kann.  Das*  er- 
haltene>  folglich  mugtiche  Dreieck  ist  daher  doppelgestäitig, 
ABiC  und  AB^a 

3.  Wenn  endlich  a  <  A,  also»  well  hier  a  <90^  ist,  sina<8inA 
ist,  so  liegt "tier  mit  a  als  sphärischem  Halbmesserum  C beschrie- 
bene kleinere  Kreis  ly'dl'iy'  ganz  innerhalb  des  Ton  dem  kleine- 
ren Kreise  D'Ed'iy  begrenzten  Kugelabschnittes,  und  kann  folg- 
lich den  Halbkreis  ABA'  gar  nicht  treffen.  Darum  ist  ein 
Dreieck,  welches  die  Bestimmungsstücke  a,  by  et  enthält,  gerade- 
hin unitaoglich. 

Gleiche  Bedingnisse  und  Folgen  werden  sich  ergebe,  wenn 
a>^  md  >  1800— 6,  also  a>W^  ist,  wie  Taf,  VI.  Fig.  5.  aus- 
weist.     0 

Das  Kugeldreieck  ist  daher,  wenn  a  (der  Grosse  nach) 
ausserhalb  ö  und  180^—6  liegt ?  und  wenn  andererseits 

1.  sina==sinA  =  sin6sinix  ist,    möglich,    bestimmt  aber 
rechtwinklig,  dagegen^ 

2.  wenn  sin«>sinA  ist,   zwar  möglich  aber  dop.pelger 
staltig,  endlich 

3.  wenn  sina<sinA  Ist;  ganz  unmöglich. 

Anmerkuno^.  .  Von  den  viererlei  Untersuchungen  (2  —  5, 
A. — Z>.)  dürften  die  zweite  und  vierte  die  einfachsten  und  voll- 
ständigsten sein. 

6. 

» 

Der  zweite  Fall,  wo  das  Kugeldreieck  durch  zwei  Win- 
kel a,  ß  und  die  Gegenseite  a  des  ersteren  bestimmt  werden  soU^ 
lässt  sich  sehr  leicht  auf  den  ersten  Fall  zurückführen  telttels  des 
folgenden,  in  der  Lehre  von  den  Supplementardreiecken  begrün- 
deten Lehrsatzes  *) : 

,« Besteht  zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  eines  Kugeldrei- 
eckes eine  Beziehungsgleichung  oder  -Ungleichung;  so  geht  aus 
dieser  eine  ebenfalls  richtige  soJLche.  Ver^eichung  hervor,  wenn 
man  statt  jedes  dort  vorkommenden  Stückes  des  Dreieckes  das 
Supplement  seines  Gegenstückes  setzt. '^ 

Man  wird  nerolieh  im  Vorhergehenden  nur  a  in  180^-- o,  6  in 
ISßP-^ß  und  a  in  180^* — a  umwandeln.  Da  nun  in  den  hier  ge- 
fundenen Beziehungs-  oder  Bedingungsgleichungen  und  -Unglei- 
chungen blos  die  zwischen  0  und  180^  enthaltenen  Dreiecksstücke 
und  ihre  Supplemente,  oder  von  ihnen  ihre  Sinus  vorkommen; 
und  weil  soicne  Supplementswinkel  einerlei  und  positive  Sinus 
haben,  so  ist  leicht  ersichtlich,  dass  alle  oben  gefundenen  Schluss- 


*)  Man  vergl.  o.  A.  meine  Darstellung  der  ephär.  Trigonometrie  in 
meiner  Veberarbeitang  von  Vega's  Vorles.  ab.  d.  Mathematik.  2.  Bd. 
Wien  (1835).    2.  Aneg.     1848.    $.  565. 


aio 

ergebnisae   auch   dann   noch  gelten   müssen,   ^enn  nan   die 
W9rter  ,,Seite"  und  y,Winkeh^  anter  sich  vertauscht 


7. 

Fassen  mr  zum  Äbschluss  und  zur  Uebersicht  sämmt- 
liche  Ergebnisse  unserer  Forschungen  kurz  zusammen»  so  erbal- 
ten H'ir  folgenden  Satz: 

9»  Soll  ein  Kugeldreieck  durch  zwei  gleichartige  Stöcke  a,  b 
und  durch  ein  (ungleichartiges)  Cregenstück  a  des  einen  (ersteren) 
bestimmt  werden,  und  will  man  erforschen,  ob  das  Dreieck  nSg* 
lieh  und  bestimmt  sei  oder  nicht ;  so  wird  man  vorerst  j^nes  erste 
mit  seinem  Gegenstticke  gegebene  Stück  a  mit  dem  anderen 
(gleichartigen^  b  und  seinem  oupplemente  180^^^6»  oder  sin  a  mit 
sm6  vergleicnen.    Wenn  nun 

I.  a  (der  Grosse  nach)  zwischen  b  und  180^ — 6  liegt,  oder 
wenn  sina>sin6  ist;  so  ist  das  Dreieck  nicht  allein  möglich, 
sondern  auch  bestimmt  (eingestaltig).    Wenn  aber 

II.  a  (der  Grosse  nach)  ausserhalb  b  und  180^ — b  liegt; 
oder  wenn  8inä<sin&  ist;  so*  muss  man  noch  das  Product 
sin  6  sin  a= sin  A^,  (wo  man  die  Hilfsardsse  h  gar  nicht  vst  zu  be- 
stimmen, braucht)  mit  sin  a  vergleidien.    Ist  da 

1)  sina=sinA,  so  ist  das  Dreieck  auch  noch  m 5g lieh  und 
bestimmt,  aber  insbesondere  ist  des  Stückes  h  GregenstSck 
^=900;    ist  aber 

2)  sina>sinA,  so  ist  das  Dreieck  zwar  auch  noch  möglich, 
aber  unbestimmt  (dopp^lgestaltig);   ist  endlich 

3)  siBa<BinA,  so  ist  das  Dreieck  geradeam  uam9glieh." 
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Heber 
die  Tbeilungr  Ton  DreieckeD,  TräpesKen, 
Pyramiden  nnd  Kegrein  nach  ireg^ebe- 
nen  Verhältnissen  durch  Unien  oder 
Sihenen,  welche  einer  üelte  öder  einer 
^Seitenfläche  parallel  sind. 

Nach  einem  Anfsatse  des  Herrn  L^on  Anne  (Pro- 
fenneur»  ancien  ^l^ve  de  TEcole  polytecbniqne)  in  den 
Nouvelles  Annales  de  Mathömatiques  Ton  Terquem 
nnd   Gerono    (D^cembre   1847.    p.   461.)    frei   bearbeitet 

Ton 

dem  Herausgeber. 


1.  Wenn  ein  Dreieck  durch  eine  «ehier  SMte  a  parallele  ge- 
rade Linie  in  zwei  Theile  getheilt  werden  soUi  die  in  einem  gO* 
f ebenen  Verhältnisse  zu  eioander  stehen,  so  sei .a;  die  gesuchte 
'heiluDgslinie ,  und  A  und  X  seien  die  über  a  und  x  als  Grund- 
linien stehenden  Dreiecke.  Sollen  sich  nun  daä  Traneaiiim  und 
das  Dreieck 9  in  welche  das  gegebene  Dreieck  A  durcn  die  Thei* 
iungslinie  x  getheiH  wird,  wie  min  zu  einander  verhalten,  BO 
haben  wir  die  Proportion 

A^  X:X==imzn, 

ans  welcher  sogleich 

A:X:=:m'k'fi:n 

fbist    Weil  non  aber  nach  einem  hekanolen  geometrische  Satzef 
andi 

A:X=za^:a:^ 

ist,   so  ergieht  sich 

a*:^*=jRr|-ii:fi» 


912 

also 


▼    tn-t 


n 


2.    Da  der  Ausdruck 


^=«Vä5 


t  t 

nur  voD  der  Seite  a  des  gegebenen  Dreiecks  abhängt,  von  allen 
übrigen  Elementen  des  gegebenen  Dreiecks  unabhängig  ist,  so 
ergiebt  sich  der  folgende  8atz: 

Alle  über  der  Basis  a  beschriebene  Dreiecke  werden   durch 
ekle  derBarsis  a  parallele  gerade  Linie  von  der  constanten  Länge 


V  --^r- —  in  d 
1   m4-n 


dem  Verhältnisse  m:n  getheilt,  so  dass  nSmlicIi  das 

durch  die  Theilnn^slinie  abgeschnittene  Trapeziura  zu  dem  durch 
dieselbe  abgeschnittenen  Dreiecke  in  dem  angegebenen  Verhält- 
nisse steht. 

3.  Wcun  a  die  Grundlinie  einer  Seitenfläche  einer  beliebigen 
Pyramide  ist,   man  in   dieser  Seitenfläche  eine  der  Grundfinie  a 

parallele  gerade  Linie  von  der  Länge  aV      ^^  zieht,  und  durch 

diese  gerade  Linie  eine  der  Grundfläche  der  Pyramide  parallele 
Ebene  legt;  so  wird  durch  diese  Ebene  die  ganze  convexe  Sei- 
tenfläche oder  der  sogenannte  Mantel  der  Pyramide  in  dem  Ver- 
hältnisse mm  getheilt,  weil  offenbar  jedes  einzelne  aller  der  die 
Seitenfläche  oder  den  Mantel  der  Pyramide  bildenden  Dreiecke  in 
dem  angegebenen  Verhältnisse  getheilt  wird. 

4.  Wenn  er  der  Halbmesser  der  GrandflSdhe  eines  beliebigen 
Kegels  ist,  und  man  denselben  mit  einer  seinei^  Grundfläche  pa- 
rallelen Ebeile  so  schneidet,  ^dass  der  dadurch  in  dem  Kegel  ent- 
stehende Kreis  den  Halbmesser  a  V      v  '   ^^^l    ^^   theilt   filese 

Ebene  den- Kegelmantel  in  dem  Verhältnisse  m:»,  weil  die  Män- 
tel' ähnlicher  Kegel,  was  leicht  zu  zeigen  ist,  sich  wie  die  Qua- 
drate der  Halbmesser  ihrer  Grundflächen  zu  einander  verhalten. 

5.  Wenn  a  die  Grundlinie  einer  Seltenfläche  einer  beliebigen 
Pyramide  ist,    man  in  dieser  Seitenfläche  eine  der  Grundlinie  pa- 

rallele  gerade  Linie  von  der  Länge  a  V       ,      zieht,    und    durch 

diese  Linie  eine  der  Grundfläche  der  Pyramide  paraUele  Ebene 
legt;  so  theilt  diese  Ebene  die  Pyramide,  d.  h.  deren  Volumen, 
in  dem  Verhältnisse  mm,  weil  die  Volumina  ähnlicher  Pyramiden 
sich  zu  einander  wie  die  Würfel  ähnlich  liegender  Kanten  ver- 
halten. 

6.  Wenn  a  der  Halbmesser  der  Grundfläche  eines  beliebigen 
Kegels   ist,   und  man   densetben    mit  einer   seiner   Grundfläche 


ai3     - 

% 
/ 

paralleleo  Eben^  so  schneidet,    dass   der  dadarch  in  dem  Kegel 

B 

V* ■ 
— i —  hat ;  so  theilt  diese 
w»  +  w  * 

Ebene  den  Kegel»  d.  h.  sein  Vohniren,  in  dem  Verhältnisse  in:«, 
weil  die  Volumina  ähnlkfaer  Kegel  sich  au  einander  wie  die  Wür- 
fel der  Halbmesser  ihrer  Grundflächen  verhalten. 

• 

7.  Seien  a  und  b  die  beideo  parallelen  Seiten  eines  Trape- 
«iums»  und  as  sei  die  diesen  Seiten  paraliiHe  geradc^Linie»  welche 
das  Trapezium  so  in  zwei  Theite  theilt»  dass  der  der  Seite  a  eiit- 
si>rechende  Theil  sich  zu  dem  der  Seite  b  entsprechenden  Theile 
wie  m:n  verhält.  Denken  wir  uns  nun»  um  x  zu  bestimmen»  das 
Trapezium  auf  bekannte  Weise  zu  einem  Dreiecke  ergänzt»  und 
bezeichnen  die  über  a»  b  und  a:  als  Grundlinien  stehenden  einan- 
der ähnlichen  Dreiecke  respective  durch  A »  B  und  X,  so  ist  all- 
gemein 

A — Ä:  Jl  — J5='?ii:n» 


und  nach  einem  bekannten  geometrischen  Satze 

X:B=x^:b^; 


also 


X:X-B=zx*ix^'-'b*; 


folglich 


-4— jr:JC— Ä=a«— ar«2Ä«--6«. 

Dies»  mit  dem  Obigen  verglichen»  giebt 

a* — a?*:a?* — 6*  =  »i:w,' 
also 

woraus  sogleich 

erhalten  wird.         ^  .        ^ 

8.  Alle  'trapeze  mit  denselben  parallelen  Seiten  a»  b  werden 
also  durch  eine  diesen  Seiten  parallele  gerade  Linie  von  der  cop- 
stanten  Länge 


V 


m+n      '  m+w 

in  dem  Verhältnisse  tnin  getbeilt»  so  dass  nämlich  der  der  Seite 
Theil  XI.  21 
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a  eata^rechende  Theil  zu  dem  der  Seite  6  entspreGheaden  Tbeile 
In  dem  angegebenen  Verhättnisse  steht. 

'  8.  Wenn  a,  6  die  einander  parallele!^  Seiten -einer  Seiten- 
flSche  einer  abgeatmnpften ^Pyramide  sind,  man  in  dieser  Seiteo- 
fllcfae  eine  ihren  pavallelea  Seiten  parallele  gerade  Linie  von  der 
JLänge 


V 


«*+::rf-*" 


»t-f  II      '  m+» 


sieht y  und  4urch  diese  gerade  Linie  eine  den  Grundflächen  der 
Pyramide  parallele  Gl>ene  legt;  so  wird  durch  die«^e  £bene^  der 
Mfantel  der  Pyramide  in  dem  Verhältnisse  min  eetheilt,  weil  jede 
Seitenfläche  offenbar  in  diesem  Verhältnisse  getheilt  wird. 

9.  Wenn  a,  6  die  Halbmesser  der  beiden  einander  parallelen 
Grundflächen*  eines  beliebigen  abgestumpften  Kegels  smd»  und 
man  denselben  durch  eine  seinen^  Grunaflächen  parallele  Ebene 
so  schneidet 9  dass  der  dadurch  in  dem  Kegel  entstehende  Kreis 
den  Halbmesser 


V 


tn-fn  m-f-n 


hat;  so  wird  durch  diese  Ebene  der  Mantel  des  ahgestumpH^en 
Kegels  in  dem  Verhältnisse  mm  getheilt, ^  weil  die  Mäntel  ähn- 
licher Kegel  sich  zu  einajider  wie  die  Quadrate  der  Halbmesser 
ihrer  Grundflächen  verhalten. 

10.  ^  Wenn  a»  6  die  einander  parallelen  Seiten  einer  Seiten- 
fläche einer  abgestumpften  Pyramide  sind,  man  in  dieser  Seiten- 
fläche eine  Ihren  parallelen  Seiten  parallele  gerade  Linie  Ton 
der    Länge 


VÄ« 


"•    6» 


m-|-»  m+n 

zieht  y  und  durch  diese  gerade  Linie  eine  den  Grundflächen  der 
Pyramide  parallele  Ebene  legt;  so  wird  durch  diese  Ebene  die 
.Pyramide,  d.  b.  deren  Vokimen,  injem  Verhältnisse  m:n  getheilt, 
weil  die  Volumina  äbi^licher  Pyramiden  sich  zu  einander  wie  die 
Würfel  ähnlich  liegender  Kanten  verhalten. 

IL  Wenn  a,  b  die  'Halbmesser  der  beiden  einander  paralle- 
len Grundflächen  eines  beliebigen  abgestumpften  Kegels  sind,  und 
man  denselben  durch  eine  seinen  Grundflächen  parallele  Ebene  so 
schneidet,  dass  der  dadurch  in  dem  Kegel  entstehende  Kreis  den 
Halbmesser 


V 


m^       '  tn^ffi 
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hat;  80  wird  durch  diese  Ebene  der  Kegel,  d.  h.  sein  Volumen, 
in  dem  Verhältnisse  m:n^  getheilt,  weil  die  Volumina  ähnlicher 
Kegel  sich  zu  einander  wie  die  Würfel  der  Halbmesser  ihrer 
Gmodfläeben  verhehlten. 


Heber  die  numerische  BesUmmiingr  der 
Gonstante  des  InteitrallotparlthniUB. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnatiom  au  Stralsand. 


Die  Constante  des  Integrallogarithmus  (welche  im  Folgenden 
durch  C  bezeichnet' wird)  ist  bekanntlich  der  Grenze  gleich,  wel- 
cher sich  der  Ausdruck  1  +  4  +  i  +  ••••  +  z; — Ip  nähert,  wenn  p  in's/ 

g^ 

Cnendli^^he  wächst  Dieser  Ausdruck  conversirt  aber,  wie  man 
bei  näherer  Betrachtung  findet,  so  langsam,  dass  derselbe  zur 
wirklichen  Berechnung  von  C  als  untauglich  erscheint  Nichte 
desto  weniger  bietet  derselbe  einen  AoknQpfungspunkt  zur  Ent- 
Wickelung  von  Formeln  dar,  mittelst  welcher  dorcti  einen  beque- 
men Galcul  die  Grösse  der  Constante  mit  grosser  Genauigkeit  be- 
stimmt werden  kann.  Die  Aufsteilung  dieser  Formeln  ist  meine, 
gegenwärtige  Aufgabe,  und  wenn  auch  eine  derselben  aud  einer 
sehen '  bekannten  leicht  hergeleitet  werden  kann,  zu  der  die 
Theorie  der  Gammafunktion  Tührt,  so  dürfte  diese  Arbeit  doch 
nicht  Uos  der  andern  Formeln  und  anderweitiger  Bemerkungen 
wegen ,  als  auch  deshalb  auf  einige  Nachsicht  rechnen  dfirfen,  weil 
die  hier  gegebene  Theorie  die  der  Gammafunktionen  ganz  aus- 
schliesst. 

Da  die   ganze   nachfolgende  Betrachtung   auf   der   Gleichung 

C=l  +  i+l+ .... -1 /» (« =r=  od)  beruht*,    so   wird^  zunächst  eine 

p  ^ 

Ton  der  Theorie  der  Gammafunktion   unabhängige  Ableitung  der- 
selben nicht  am  unrechten  Orte  sein  *).        ^ 


*)    Ib  der  Abhandlung   „Ueber  einen   ron  Gaute  ffefniAleiieB  Aae- 
druck  der  Gammafvnktion*'   (Archiv.  Thl.  X.   p.  250  C)   habe  ich  die 
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Zuerst  k^nii  man  di«  Summe  Jfji=l  +  4  +  l  +  ••••  +  ^  i^^^^  ein 

1— Jt 

bestimmtes  Integral  ausdrücken.  Denn  aus  der  GleidMiig  -^Tx 
==1 +a:  +  a:*  +  .  ..  +  .rP-*  zieht  man  durch  Integration  zwischen 
den  Grenzen  0  und  1  unmittelbar  fp—/  -|—--3j?y  wofür  ich  den 
fiir  das  Folgende  bequemeren  AusdrucK  wähle 

Integrirt  man  ferner  die  Gteicboiig '■ — 8y=(/>— t-§+|2^^^— )o^ 

zwischen  den  Grenzen  0  und  1,  so  kommt 

Subtrahirt  man  jetzt  §)  von  a),  so  erhält  man 

folglich,    auf  beiden    Seiten  Ip   addirend,    und    beachtend ,    dass* 

oder  endlich  ' 

Man  sieht  'hieraus,  dass  die  Gleichnog  S9-^lp(p^=-ct')  =  C 
bewahrheitet  sein  wird,  wenn  man  nachweisen  Icann^  dass  jedes 
der  beiden  Integrale  in  y}  rechter  Hand   fiir  p=QO  verschwmdet. 

Was  zuerst  das  zweite  betrifft,  so  ist  es  gleich  dem  Produkt 
Ml      e^ydif=Me-^,  wo  ilf  zwischen  dem  grüssten  und  kleinsten 

der  Werthe  liegen  muss,  welche  -  von  y  =  p  bis  y  =  QO  erlangt. 

Da  man  nun  leicht  die  Identität  von  —  C  nnd  V      "-  (nach  der  Diffe- 

rentiation  a=0  gesetzt)  nachweisen  kann,  so  wird  man  «n  der  Gleichung 
(7=:l+4  +  l  +  ....+  i-(p(il=OD)   geführt. 
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d,  i.  ziviBchen  den  Wertheo  0  und  -•    Daraus  folgt,  dass  das  in 

Frage  kommende  Integral  positiv  uod  nicht  grösser  als  -e^P  ist, 
welcher  Ausdruck  för  p  =  od  in  der  That  verschwindet.^ 

r 

Das  andere  Integral  In  y)  ist  =iy  /    Sif=N,  wo  iV^  einer  der 
Werthe  ist,  welche  die  Funktion 


zwischen  den  Integrationserenzen  erlanet   Diese  Grösse  verschwin- 


ar 


3# 


+/l(l— y)«^*  för  y=0,  also  g>(0)=0  wird.    Es  ist  also  bewiesen» 
dass   jeofer   Werth  vdn   q>(y)   von  «=0,bis,v=l  für  ö=:od  ver- 

schwindet,  und  deshalb  muss  auch  N,  d.  i.    /     ^^ ^ 

tor  p  =  OD  verschwinden, 

Uebrigens^  lässt  sich    auch  zeigen,   dass  dies  letzte  Integral 
für  jeden  endlichen  Werth  von  p  positiv  ist.    Um  dies  nachzn- 

1 

weisen  dient  die  Formel  —/(l—y)=/r^j-=y+Jy*+ly ■+••'••>  aus 

1  '^1 

^der    sich   zunächst    ergiebt.  /y — >y.    Daraus  folgt   ^  _^     >  gy> , 

1-y  <e-y,    also  (|^y)r<6-W.     Die  Funktion  (p(jy)  ist  folglich  * 
für  jedfsn  Werth  von  y  zwischen  0  und  l  positiv,   'weshalb  auch 


N  oder 


•%  einen  positiven  Werth  hat 


Aus  allem  diesem  hat  sich  ergeben,    dass   die  »teia  posjtiye 

Differenz  ] -fi -hl +••••'^ tp-^C  die  Summe 

P  ^ 


i 


te7>y-(I-y)i» 


^^f. 


£2 


^ 


cum  Maaas  hat,   und  sich  der  Null  nähert,    «renn  p  in's  Unend- 
liche wSchst. 

1 

Noch  mag  bemerkt  werden,  dass  die  Grösse  l-\-i+i-{-—-+——ip 
in  einem  fort  abnimmt,  wenb  p  wächst  Denn  man  hat, «.— ^=0. 
gesetzt,   tf,  -<!>+,  =  /(l  +  -)-  ^^^  =  ^^-  - ^qT^  -, .  ^-^^ 


*\ 
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Es  ist  nun  meine  Aufgabe^  den  Unterschied  der  Grösse 
sp^tp  vom  wahren  Werthe  des  C,  wenn  p  einen  bestimmten  Weith 
erhält/  auf  eine   fär   die  Rechnung  bequeme  Art  zu  bestimmen. 

Zu  dem  Ende  sei  l4-«-f-|+-"  + i'p  =  Cp;    dann  kommt 

1  1 


also  durch  Addition  zu  beiden  Selten 

^0-<i=^l-/(l+|;)+^2-/(l+^  + 

oder,  fBr  Cp  seinen  Werth  gesetzt. 


•••• 


^t= 1+4  + ....+ i  - /(p+l)-»|^-/(l  + 


i) 


P  +  1 

Setzt  man  nun  icsoo»  wobei  Cp+jt  in  C  übergeht«  so  erhält  man 
die  unendliche  Reil^e 

(I)    C=l+i+i  +  .M.+^-/(|»  +  l)  +  «i+u^  +  »,  +  ..,, 
wo 


1 


^(1+ 


). 


P+i 

«9=^-/(1 +~:3). 


Die  Reihe  Ui^    le^,  tfg».*..   ist  convergent,   wie  sich  aas  der 
.*.k^j^-.    0^,1      uj  »i^-ti---    __  ._tx      ^g    erhellet  die« 

Entwickeiung  des 


▼or^ehefiden    Betrachtung'  unmittelbar   ergiebt;     es    erhellet  dies 
übrigens  auch  auf  nachstehende  Weise.    DurcJi 


Logarithmus  findet  man 
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folglich  ist  offenbar  ^i^'^i '('""Xt)   rund   bieraas«  mo  wie  ausk 

dem  Umstände,  das«  die  Reihe  Gtt)''  (^  +  2)  '  (pTs)'"* 
convergent  ist,  ergiebt  sich  die  Convergenz  der  Reihe  ui,  «s,  «s>-— 
Diese  Copvergenz  geht  aber  nur  langsam  von  Statten,  und  uro 
deshalb  eine  starker  convergirende  Reihe  zu  erbalten,  lOse  man 
die  Glieder  «|,  u^»  Uj,....  in  uuendüche  convergirende  Reiben  auf 
und  snmniire  die  resultirende  Doppelreihe  dadurch,  Sass  man  sie 
in  eine  andere  einfache  Reibe  umgestaltet. 

Um  aber  uk  in  eine  unendliche  Reihe  zu  verwandeln,  kann 
man  mehrere  Formeln  anwenden«  Zuerst  giebt  die  Anwendung 
der  Formel  /(l+a:)=x-ia?«+la?»-....(— 1<.t<1): 


also 


'=*Gtä)  ~*Gt*)  +*(pTä)  - 

I 

«.=i(^,y-i(^)'+i(>f,y- .. 


Man  siebt  hieraus,  dass  sSramtliche  Vertikalreibeii  convergent 
sind,  dass  ferner  auch  ihre  Summen  eine  convergente  Reihe  bil- 
den; allein  keineswegs  darf  hieraus  im  Allgemeinen  gescblesseo 
werden,  dass  die  Summe  der  letztern  Reihe  der  Summe  tii-t-K2~f  ^~f— 
gleich  sein  muss  *).    In  unserm  Falle  ist  dieser  Schluss  indessen 


*)  Die  Theorie  ime  ConrergeiiB  der  D«fi^reih«n  ist  oach  dee  Vtr- 
arbeite«  Cavcby'e  keineswegs  alt  abgeeehloteea  zu  beirachlen,  indem 
ihaehr  (Conni  d'Aseljie  p;  537  ff,)  blo«  den  Fall  in  Betracht  g«90geii, 
dB««  die  saeiaidirbeii  Uurizentalreihen  <  und  die  Beihe  ihrer  SDinipea 
MWtergent  find,  and  diese ^ doppelte  Dip^ex^ebaft  noch  bestehen  bleibt, 
wenn  alle  Glieder  der  I>oppelfeibe  auf  ihre  numeriscbea 
Wertbe  redneirt  werden.  Findet  die  letxte  Bedingung  nfcbt  statt, 
so  fuhrt  die  wettere  Untcrsuehnjig ,  mit  der  ich  Jetxt  neschAftlgt  bin, 
auf  anscheinend  sehr  merkwürdige  Besultate^  ron  denen  feh  bief  M^ 
gepdes  herverhebe.     Die  Doppeireilie  sei      ' 

40^i)-ia-l).  10^*)-i(i-i),  Ki-i)-iO-i),-. 
i(i-l)'-Ki-J)%  iO-i)*-J(»-i)%  J(i-J)'-IO-t)*.- 
4(i-t)'-l(»-J)S  4('-l)*-K"-l)'.  ä(»-ri)' -K»-i)' 


/.  I 


r 
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nach  einem  Theorem  von  (yaubh3^  (Cours  vi* Analyse  p.  5410  zu- 
lässig; denn  erstens  1)1  eiben  die  Ho|*izontalreihen  convergept«  wenn 
m^n  die  Glieder  der  obigen  Doppelreihe  auf  ihre  numerischen 
Werthe  j^educirt,  sodann  werden  nach  dieser  Reduction  die  Sum- 
men der  Horizontalreihen ^  wie  man  leicht  findet,, 

'(i+J)-^r  '^»+^i)-^-T2'  '(*+^-id^' 

und  dies  ist  eine*  coorergirende  Reihe,  da  fiir  v  ^  1  die  Glieder 
offenbar  kleiner  als  die  Glieder  der  convergitenden  Reihe 

1  1  1 

I 
1  ^  • 

sind,  welche  —  zur  Summe  hat     -  \ 

(1   V"      /    l  ^^ 

+  ( -^jqJ  .  +  ..i.  kurz  durch.  5JJ  ,  Sff  erhSit  man^ach  (1): 


^-    •'     --  '  li^)-{V 


(2)    C=I  +4+H-  +  ^r^(/'f l)  +  i#^^{.*'M-W''/--etc. 


Für  p:=l  geht  diese  Formel  in  die  belcanpte 

.  (2*)    C=l-/2+i#a-{s3  +  J#4-  — 

über,    wo  jetzt  (J)"*  -f  (J)"»  +  (i)'"  +  .\..  F=«»n*  gesetzt  worden  Ist. 

Diese  letzte.  Formel  leitet  man  sonst  gewöhnlich  aus  der  Gleichung 

i 

ab.  Indem  man  ^=1  setzt,  und  beachtet,  dass  F(2)=l,  ir(i)=Ji 

Ist.  Die  Grösse  *m  +  li=l~  +  (4)"'+(J)'»  +  G)*+--  ist  bekannt- 
lich von  Euler  von  m=2  bis  m=15,  und  dann  von  L^gendre 
(Ezercices  tle  caicul  integral,  Paris  1811—16.  IV.  Partie.  Sect.  I. 

E.  65.),  der  zugleich  einige  Fehler  in  der  Eulerschen  Tafel  ter- 
esserte,  bis  m=35  auf  16  Decimalen  berechnet  worden.  Der 
folgenden  ßetrachtuuffen  wegen  kann  ich  nicht  umhin,  diese  aas 
Eyteiweins  Grunalehren  der  hohem  Analy.sis«  Berlin. 
1824.  Bd.  2.  p.  644.  ^entlehnte  Tafel  hierher  zu  setzen^ 


Sammirt  man  ziierat  die  Horizentalreihen  und  dnnn  die  Reihen  dieter 
Sammeo,  so  kommt  \,  Sammirt  ma^  dagegen  caertt  die  Vertikalreihen 
und  dann  die  Reihe  dieaer  Summen ,  so  kommt  •»  ^'  heraas. 
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H  =0.«4493  40eee  482264 
«3  =0.20206  60031  595943 
s^  =0.08232  32337  111382 
fft  =0.03602  77551  433700 
*«  :=  0.01734  30619  844491 
sr  =0.00834  92773  819227 
Ss  =0.00407  73561  979443 
j^. =0.00200  83928  260822. 
ii^=0.00099  45751  278180 
«11=0.00049  41886  041194 
«13=0.00024  608^6  533080 
1,8 =0.00012  27133'  475785 
4,4=0,00006'  12481  350387 
«ii=0.00q03  05882  363070 
«1^=0.00001.62822  594086 
i,r=a.00000  76371  976379 
«,8=0.00000  38172  932650 


«i9=O.00Q00  19062  127166 
iso=0  00000  09539  62033^ 
59^=0.00000  04769  329868 
582=0.00000  02384  505027 
«23=0.00000  01192  19926Q 
«24=0.00000  00596  081891 
«2^=0.00000  00298  035035 
1^  =0.00000  00149  015648 
«^=0.00000  00074  507118 
«te= 0.00000  00037  253340 
4^9=0.00000  00018  626597 
«30=0.00000  00009  313274 
«;,  =0.00000  00004  656629 
«32=0.00000  00002  328312 
«33  =  0.00000  C0001.J64155 
534=0.00000  OOOÖO  582077 
«35=0.00000  OOOOÖ  29103a 


Man  begreift  leicht^  dass  jeder  dieser  Werthe  Meiner  als  die 
Hälfte  des  vorbergebenden,  and  dieser  Hälfte  um  so  mehr  eleich 
werden  muss»:  jo  «rdsser  m  in  «m  ist  Legt  man  die  Recbnung 
nur  auf  16  DecimaXstellen  an,  so  braucbt  man  d\e  obige  Tafel  nioht 
weiter  als  bis  zu  7??  =  35  fortzusetzen,  da  jeder  folgende  Werth 
von  der  Hälfte  de«  vorhergehenden  in  der  16ten  Decimale  noch 
nicht  abweicht.  -  . 

Mit  Hülfe  dieser  Werthe  kann  man  nun  C  nach  der  Formel 
(2^)  unmittelbar  berechniBh,  auch  ist  die  Bestimmung  der  Fehler- 
grenze leicht    Da  nämlich  ■ 

1 
■    C'<1 — ß+i«a--i«8  +  — •+ 2^*an 

>  1  —  '2+ 4«2— -i«8,+ ..-.  +  2^ *a»  ■"  ^  ■.j,*8n-fi, 

1 

und  der  Unterschied  dieser  beiden  Grenzen  =c^    \\^m^i,  so  ist 

1'       * 
klar,  dass,  wenn  man  bei  dem  Gliede  »-«imi  den  Caicul  abbricht, 

man  einen  (pegativen)  Fehler  begeht «  der  <n'-V|«2i«U  ^'^«Brkhk 

1 

man  z^  B.   ab  bei  m=34,   so  Ist  der   Fehler   '^<qf«85  9  d.  i. 

<0.00000  00000  008315,  und  man  wird  mithin  12  richtige  Decl- 
maien  erhalten.  Ich  habe  die  Rechnung' ausgeführt,  und  ge- 
funden .  <  I 


's 


\    ^ 
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i%  +  i«4  +  •  •  -I-  .',^=:  0.34657  38902  798760 

S*»  + 1«»  +  •..  +  Mo =007821  07448  174049 

Unterschied  =0.27036  28454  618711. 

* 

C=    0.2?036  28464  618711 

+0.30685  28194  400547  (=l—ß) 

=  0.57721  56649  010258. 


N. 


Die  vier  letzten  Dedmalen  irrtfafimlich.  Die  Werth«  der  na- 
tfirlicheD  Logarithmen  sind  aus  dem  Recneii  de  Tabies  ioga- 
rithmiques  etc.  par  Schultze.  a  Berlin.  1778.  genommen, 
wosellMt  sie  anf  48  Decimalen  berechnet  «nd. 

Mit  viel  wenigem 'Gliedern  der  Reihe  (2)  reicht  man  aus',  wenn 
.man  für  »  einen  grSiMiern  Werth  nimmt,  z.  B.  5.  Dann  muss  man 
sich  freilich  erst  die  Mühe  geben,  die  Werfhe  von  (0"»+ (J)"»+(J)"-|-... 
zu  berechnen,  was  auf  die  Berechnung  von  (i)" +(»)"• +(J)"+G)" 
zurückkommt.  Ditoe  Mühe  ist  aber  nicht  hoch  anzuschlagen; 
denn  man  verwandelt  die  Bruche  \,  i,l,i  leicht  in  DecimaJbrfiche, 
findet  daraus  durch  Division  mit  resp.  2,  3,  4,  5  die  Quadrate 
ay,  (D*.  (i)*,  Q)>>  darau»  auf  ähnliche  AH  die  CubeoJ4}>,  (■)«, 
(Ö'>  (i)'>  u.  s.  w.  Auf  diese  Art  habe  ich  folgende 
stmirt : 


a 


COD' 


fi>)= 0.18132  29557  371153 
i^>)  =0.01639  48661  225S73 
1^0=0.00197  13046  987925 
«1*)= 0.00026  59663  059214 
«i») =0.00003  81792  469662 
<{>)  =0.00000  56948  648451 
<!•)  =0.00000  08716  186059 
<i»=O.0O0OQ  01368  653913 


»< 
M 


)  =0.00000 
)  £=0.00000 
,) =0.00000 
,)=K>.00000 
^=0.00000 
)= 0.00000 
)= 0.00000 
)  =0.00000 
)  =0.00000 


00214  656932 
00034  202706 
00005  512400 
00000  802439 
00000  I4S203 
00000(^23720 
00000  003887 
00000000638 
00000  000106. 


Die  letzte.  Decimale  ist  übrigens  uitsicher. 
Ffir  p=6  wird  nun  die  Formel  (2) 

C=0.49157  38641  052783  +  W*)  -  Ui*^  + 1*1*)  -  ... 

Geht  man  bis  sur  löten  Potenz  incl.,  so  wird  der  Fehler  d^^js^'^, 
d.i.  <  0.00000  00000  000037,  und  man  erhält  also  14  richtige 
Decimalen.  'Die  Rechnung  giebt 

'  •  W^  +  J*i'^  +  •  .+  r^ *(.•;= 0.091 16  07783  969767 

Ui*>  +  i#l*)  +'. ...  + 15  *i'>) =0.00551  89776  007188 

Diff.  =0.08564  18007  962579. 


\  . 
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C=    O.Q6564  1800fr  902S79 
+  0,49157  38641  052783 

=    0.57721  56649  015%2.     . 

Nach  Ganss  (Disquisitiones  generales  circa  seriem  inlinitametc.) 
ist  C=0.57721  56649  01502  861,  und  der  Fehler  aUo 

.<  000000  00000  000033, 

/ 
d.  I.  kleiner  als  die  oben  angegebene  Grenze. 

Eine  fioch  «tärker  convergirende  Reihe  erhftit  man,  trenn  man 
die  Grosse  uk  nach  der  Formel 

''='C-^+'(i^)"+*(fil)"+-] 

entwickelt.    Man  «rfafilt  auf  lioleiie  Vteäse : 

"» = (p+i)(%»+3)- '  V2p+ V  ~"  w-fy  -~  ■•  ■ 

•^^  (p+2)  (2p+5)  -  *  w+y  "^{w+O  ~"" 


*        • 


SkomitHche  Horizontalreihen  sind  convergent»  und  bleiben  -coii' 
vergent,  wenn  man  die  Glieder  auf  ihre  numerischen  "Werthe  re- 
ducirt.  Nach  Vornehmung  dieser  Redüction  wird  eioe  Horlaontal« 
reihe  allgemein  gleich  ' 


(p+'2)  (2p+k+ 1) + *  (2p+2n+lj  +*(2p+2«+0 


"X  ••••■* 


\ 


:) 


und    die    Summe    dieser  Reihe   ist  =/(l  +  - — :     / — ^ — ,  q     .  , 

^         p+n      2/»-f-2n4- 1 

1  -^  ,     1    .  5Sp  +  2n— 1  ,     *,, 

^  (p+«)(^+2«+l)  =  ^^  +iH^^  ~  (p+n)  (2;,+2«+V  '^  *^^  *^ 
Summen  der  Horizontalreihen ,  nachdem  alle  Glieder  auf  die  nume- 
rischen Werthe  reducirt  worden,  diese  sind: 

mi    ^1        ^^'  1  2p+3 

'^'+p  +  l^     (/?+l)(5^+3);   '^*  +  p+2'     (p+2)(2p+5)' 

1  -     %»+5 

'<*  +pl^^~  (p+3)(2p+7)'" 

Die  letztere  Reihe  ist  ferner  cenvergent.    Denn  es  fst 


•     / 
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'^'+p+»^     (p+uX2p+2n+l)—p  +  n     (p+n)2p+2n+l) 

und  folglich,  wie  man  leicht  finaet, 

,(1  +  J-) -       2f>+2n-l      '    __2___ 

Die  Glieder  der  in  Rede  stehenden  Reihe   sind  also  kleiner  als 
die  der  convergenten  Röihe 

2     '^  2  2  / 

(p+l)(2p+3)'    (p.+2)(2p+5)'    (p+3)(2p+7)'-: 

weshalb  die  Reihe  selbst  ^enfalls  convergirt« 

Nach  der  obigeo  Dopi^reihe  ist  also,  wena  m^n  in  vertikaler 
Richtung  sumniirt:  >^ 

C'=l  +  i  +  i  +,...  +  ^  -  l(p^+ 1)  f  i?^^^^  (2Jl+2n+l) 

\i^o  die  8umme  2  sich  von  n=:l  bis  ft=:oo  erstreckt   DleSuniioe 

-S^/ — i — TT — 7a    ■  i\    lös«t  sich   auf  eine  endliche  Reihe  zururk- 
(p+n)(2p+2n+l)  ' 

bringen;    denn  sie  ist 

~ rS \^.ö + O"*"  •; ^p&p+i) + (pf  iK2p+3)  +  '"  '"■• 

■^  lo  +  O  *■  •  +p(2p+l)(  ' 

nn^  der  Minuendus  dieser  Differenz  (&)  ist  bekanntlich  =2(1— /2); 
folglich  hat  man. 

«ii(p+n)(2/>+2n+T)-''^*    "^~0     2.5~3:7     -""pCSip+l)' 
also  '  X  ,  i  . 

.s.f L__v_       1     L  I 
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112^ 
Da  eDalicb  allgemein  -r  —  ^.^a 4: 1  ^  '>ifc-i- 1  *  ^  koramt,  weon  man 

p— I  statt  p  und  zur  Abkürzung 


(sp+i)  +(ap+3)  +(vF8) 


aetzt: 


C=2(l-'B)+2a-H+H....+2^)-/|»-J«'/''-|ff?'-?<'"-.. 


(3)    C=2(l- 


N 


Nach  der  vorhergehenden  Betrachtung  ist  2  der  kleinste 
Werth,  'welchen   mdn    hier   für  ji[  setzen*^  darf.     Jedoch  gilt  die 

Formel    auch    noch    für   « =:  1 .    wenn    man  dann  nur  das  Glied 

1 
2(i  +  i+....  +  ^-;zi)  **®  verÄhwindend  ansieht»   wie  auf  folgende 

Art  erhellt 

rur/i=2  kommt  C=2(l-^+ j--ß--la^j^'-l<r^/'-.^oder, 
da  tf^*^=a2^-a)~  ist,  C=:2(l-ß)+l~ß-la^'>-|0^;^-.*. 
+  !.(i)'+S.ö)*+ Da  nun  |.C)H{.a)*+...-ß— J,  «o  kommt 

(3*)    C=2(l-ß)->8-|ff.-?«,-....,- 

wo  jetzt  <ym=(i)'*  +  (5)"*+(f)"*+ •—  gesetzt  worden. 
Bekanntlich  ist 

WO,  wie  vorher,  «m=(J)"*+(D'"  +  (i)"' +  ....>.  und  nach  der  ersten 
der  vorhergehenden  Tafeln  ernält  man  demnach  leicht  die  folgende 
Tafel: 


(r»s:0i)5179  97902  646450 
<y^  =;i0.p0452  37627  951397 
tfy  =0,00047  15486  523764 
tf9=:  0.00005  13451  83S438 
0j  1=0.00000  566^0  510900 


c^^ =0.00000  06280  554218. 
tfx5=0.00000  00697  24703) 
<Tir=0.00000  00077  448394 
<Ti9=0.00000  00008  604441 
<%i  =0.00000  90000  956012. 


Die  Fehlergrenze  hei  ^der  Reclttimig  nach  (3*)  lässt  sich  auf 
folgende  Art  hestimmen.    Bleilot  man  hei  dem,  Gliede  Oy^i^y-i 

stehen,  so  kommt  es  darauf  an,  eine  Grenze  fär  die  Summe  aller 
folgenden  'Glieder  aufzufinden.  Nun  ist  offenbar  jeder  Werth  in 
der  vorhergehenden  Tafel  kleiner  als  der  9te  Theil  des  vorher- 
gehenden, folglich 


J 
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/ 

1  2  '.  pll-  *'l 

^  t  •  2^1  »ar-i  [1+ J +a)«  + ....  ] 

"^i'grTJ^ar-i.Bi  oder  <2jq:i-»<%»--i- 

Für  r=ll  ist  also  der  Fehler 

<^.i<%i  oder  <O.O0Q0O  OQOOO  01039Ir 

und  man  erhält  somit  11  'richtige   Decitnalen,   wienn  maD  bis 
mt  21sten  Potenz  gc^ht    Die  UeciiDung  giebt 

'       ,  C=  0.57721  56649  025621,  . 

9 

WO  11  Dec^'alen  genau  sind. 

Setzt  n)an  in  der  Formel  (3)  /i=5,  so  genügt  Q9  sdMm,  bis 
zur  Uten 'Potenz  zn  gehen,  um  14  richtige  Deci  malen  zu  er- 
halten. Dabei  ist  folgende  leicht  zu  berechnende  Tafel  anzuwenden : 

'        «1;'"= 0.00247  65592  200814 

^         «**'= 0.00001  21023  516165 

*  • 

V*' =0.00000  00779  40fll8 
tf<^*'= 0.00000  00005  583115 
ff'*]  =0.00000  00000  042208. 

Der  Werth  von  C,  welchen  mao,  bis  ff      gehend,  erhält,  Ist 

C=>0.57721  S6G49  015380, 

und  es  sind  in  der  That  14  Decimalen  richtig. 

No^h  emen  Ausdruck  för  C  erbift  man ,  wenn  man  den  Obi- 

1 
gen  gettiftss  C^r+i  +  l  +  ..-.  +  - — //>+t?i+rä+©5+....  setz!,  wo 

11 


ist    Nach  der  bekannten  Formel 


\' 
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/(i+-)=r5+i(Tf^y+5(rf^)% 

erhfilt  man  dann 


folfflichy  in  vertikaler  Richtung,  suromireiid,  wie  es  hier  erlaubt  ist, 
—  (ri  +  ra+  »3  + ....)  =  i*?/)  +  is^f)  +  i$^)  + .... ,  und 

(4)    c=l  +  i  +  i  +  .:..+^-/p-i*.0»)-Ul')-j,(p)-.... 

Addirt  man  biezu  die  Gleichung  (2) 
ao  kommt 

I 

Die  vorhergehenden  Methoden  reichen,  wie  man  sieht,  voll- 
stSndig  aus,  um  C  auf  14  Decimalen  zu  berechnen.  Wollte  man 
mehr  Stellen  haben,  'so  müsste  man  die  Potenzsiunmen  auf  mehr 
als  16  Decimalstellen  berechnen.  Inzwischen  ist  aber  bekannt 
genug,  dass  es  noch  viele  andere  stark  converglrende  Reihen  für 
C  giebt,  deren  Anwendung  zu  einer  äusserst  grossen  Qenauigkeit 
fährt.    Dahin  gehurt  z.  B.  die  halbconver^ente  Reihe 

1  \     ä     k     h 


•*•• 


wo  B,  69  B,,„.  die  auf  einander  folgenden  BernouUischen  Zah- 
len sind.  Mascheroni  findet  Ci mittelst  dieser  Reihe  auf  32  De- 
cimalen, indem  er  p  =  I0O  setzt 

Uebrigens  giebt  es  auch  noch  andere  stark  convergirende 
ReiheiT  filr  C,  in  denen  gleicbCalis  die  Potenzsummen  vorkommen. 
Aus  der  .Gleicbong  z»  B.. 

erhlllman  fär  ^s:^:  \ 


•s. 


\ 


1 


•e  ' 
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.      +i.(i)"«4 


\ 


Dabei  mag  schliesslich  bemerkt  werden,  dabs  man  diese  Reibe 
in  folgende,  um  so  stärker  convergirende,  je  grSsser  pist,  ver- 
wandeln kann,:  -     .    '^  ■ 

/  ,     p  ^   n     .  f^i       ip 


Heller  einen  fikitz  von  den  Kiüniniiuigs- 
liallbmessem  der  krummen  Olber* 

flftclien. 

§ 

\6u  dem 

-    Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  iler  Mathematik  und  Phy^^ik  an  der  höheren  Bflrgertchnte  va 

Sinsheim  hei  Heidelberg.. 


In  den  Comptes  rendus  der  Pariser  Akademie  vom  27.  Sep- 
tember V.  J,jstelit  Babinet  einen  Satz  auf»    d^r  im  Aligemeineo 

auf.  das  Folgende   hinanskommt: 

•      ••'•■  ^^ 

«»Durch  die  Normale  in  einem  Punkte  einer  krummen  Ober- 
fläche lege  man  m  Ebenen,  die  mit  einander  lauter  gleiche  Winkel 
biÜen,  heisse  pp  ^2»....Pm  die  Krfimmnnffshalbmesser  der  Scbnitt- 
kurven  in  deni  betreffenden  Punkte»  endlich  R  md  r  die  beiden 
Hauptkrämmungshalbmesser  der  Oberfläche  in  demselben  Punkt», 
80  ist 
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Oeo  Beweis  dieses  Satzes  ^  den  nach  den  Comptes  rendus 
Duhamel  gefunden  haben  soil^  theilen  die  Comptes  rendus  nicht 
mit;  er  kann  jedoch  leicht  in  folgender  Weise  geführt  werden. 

Man  nehme  die  Tangentialebene  in  dem  betreffenden  Punkte 
zur  Ebene  der  xy,  die  Ebenen  der  beiden  Hauptschnitte  zii  Ebe- 
nen der  x%y  yz;  sei  a  der  Winkel^  den  die  Ebene  eihes  beliebi- 
gen, durch  die  Normale  (Axe  der  z)  gehenden  Schnittes  mit  der 
Ebene^  der  xz  macht,  p  der  Krümmungshalbmesser  der  Schnitt- 
kurve in  dem  gegebenen  Funkte,  u=0  die  Gleichung  der*  gegebe- 

Den  Oberfläche,  ^,  ^,   ^'^'^-  die  Werthe  von  ^. 

du    Su    ffhi     Shi  .  ^  ^  /v    j    .     r-     1       i.      i.  . 

g-t  g->  g-2>  g-9  für  ar=0,  y=0,  z=iO,  d.  h.  für  den  Iraglicben 

Punkt,  so  ist  bekanntlich : 

% 

R=^Q^y  +  ^|foV  ^  /^y     Zugleich  ist  zu  bemerken, 

dass,  wenn  ß  die  Ordinate  (nach  der  Axe  der  z)  des  Krümmungs- 
mittelpunktes   ist,    Q   positiv    oder    negativ    zu   nehmen    ist,    je 

nachdem  Buq  negativ  oder  positiv  ist   Diese  Bestimmung  hinsicht- 

Bz    ' 
lieh  des  Vorzeichens  soll  iiir  alles  Künftige  gelten.   (Siehe  Cauchy , 
Anwendung  der  l.nfinitesinalrechnung,  19te  Vorl.) 

Seien  nun  »i,  a2»****<^m  ^'>6  ^  entsprechenden  Winkel  -für  die 
Ebenen,  zu  denen  die  Krümmungshalbmesser  ^1,  ^^'••••^f"  gehdren, 
und  man  beachte  das  Vorzeichen  dieser  Halbmesser  nach  dem  so 
eben  Angeführten,  so  ist  nach  (2): 


wo 


=  Q-^[cos*cifi  +C0S*aa  +  C08^«s  +  ....  +  C0S%m] 
+  -ö^[sin*ai  +  sin*a2  +  sin^a,  + ....  -|-  sin^Om]. 


(3) 


Nun  ist  aber  / 

.360«  .  c.  360<'  ,^3600 

....  «n  =  a^  -h  (m— 1)  -^ . 

Setzt  man  diese  Werthe,   so  erhält  man: 

Band  W.  '^ 


/ 
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__l  +  cos2ai       1  + cos  2a«                 I  +  cosStfm 
^        '2        + 2 *+•••  + §— - 

»fi      l 

=|+J[cos2«i+co8(i4«t+2.^)+c<w(2«.+4.-;jp)  +  ... 

....cos(2ai+2.(TO— I)-— )] 
360^ 

=2+2 TISÖ^^ "^  2'  "'^''°  ^^^^' 

sin 


m 


siD^ai  -fstnVa  +  sJn*tfs  +  --»  +  stn*a» 
=  rt --5[cos2ai  4-cos2ofa  + +  cos2a«]  =  o>  wenn  m>2- 


Für  fion  Fall  also,  dass  m  mindestens  =3,  Ist 


(4) 


Der  zweite  Theil  dieser  Gleichung  ist,  io  Bezug  auf  tu,  eine 
unveränderliche  Grosse.  Daraus  folgt >  dass,  in  Bezug  auf  den- 
selben Punkt  der  krummen  Oberfläche ,  die  Grösse 

dieselbe  ist,  was  auch  m02)  sei,  wenn  man  die  Vorzeichen  der 
Krümmungshalbmesser  gehörig  beachtet.  Da  diese  Grosse  von 
dem  Winkel  Ui  unabhängig  ist,  so  kann  man  auch  dazu  noch  sagen: 

Legt  man  durch  eine  Normale  einer  krummen  Oberfläche  eine 
beliebige  Anzahl  (z.  B.  jn)  Ebenen,  die  in  gleichefp  Winkelabstän* 
den  von  einander  stehen,  und  lässt  das  ganze  System  sich  um 
die  Normale  drehen,  so  wird  di^  Grösse  (5)  in  irgend  einer  Lage 
der  entsprechenden  Grösse  in  einer  andern  Lage  gleich  sein. 
Diese  Gleichheit  wird  sogar  gelten,  wenn  die  Apzahl  der  Ebenen 
ffir  beide  Lagen  verschieden  ist,  wenn  nur  die  Ebenen  desselben 
Systemes  gleichweit  von  einander  abstehen. 

Man  setze  m=i  und  bringe  das  System  in  die  Lage  der 
Hauptschnitte,  heisse  R  und  r  die  beiden  Hauptkriimmungshalb- 
messer,  deren  Vorzeichen  nach  dem  Obigen  bestimmt  ist,  so  i^ 
die  Grösse  (5)  fär  diesen  Fall 


3^31 


i\B  +  r)-i\R'*~r)' 


und  man  erfaSlt  also  dep  zu  beneisenden  Satz  (1),  der  nun  durch 
die  HinweUung  auf  di«  Bestiimnung  der  Vorzeichen  genauer  au«- 
gedrfickt  ist. 


Ausdruck  Ton  cos^iiaE;  durcli  nnena«« 

Ucbe  Beiheii. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Burgersehale 

zu  Sinsheim  bei  Heidelberg« 


Es  ist  bekanntlich 


cosax=. 


2  '■ 

m  (m 1^ 

=2|cosama?+wico8(ifi— 2)aa:H Y~q — cos(»ii— 4)aj?+.... 


m(iii— !)....( 5-+ 1) 

••••+* sr- 

12- 


wetin  m  gerade,  uod 


=2{cosinaa:+mcos(m— 2)wjr+— ^3-^-eos(m — i)ax+ 


m(m-l).../^+l) 

*.. + — ^^ — ' ^^^ — 3 — ^—  COS  äx{ 

12      ^=^ 


wenn  m  ungerade  ist.    D.  h. 

22* 
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(1) 

2r  2r(2r 1) 

2»'->  cos  •»'ar = co82rffa:+ |-co8  (2r— 2)<ur  +  — T-g— ^co8(ar— 4)ax+... 


• • ••  ^^n 


.2r(2r-l)....(r  +  l) 


2r+l 
2^co«2^+%ar=cos(2r+l)air+  — Y-co8C2r-l)aa?+ .... 


Nun  ist 


also 


(2r  +  l)2r....(r+2) 

•+ — o::::;^ — ^^^"^- 


g^  COS  (/i,2r)  =|>»  COS  (pa:  +  "2^) , 


'3"  nn 

2«^-*g^  cos  ^'•flar=  (2rä)^  cos  (2raj:+ -y) 

Qo»  not 

+ y  ((2r — 2)  a)«  c»8((2r-2)ar + -2-)+-- 

^ '2r(2r-l)....(r+2)  ,,,  .,^„. /o„, . üü, 
+      1.2....(»— 1)      <2''>'*="«  (2«*+T^' 


•  «•• 


und  fiir  x=0: 


9«         / 
2«»^ig-^cos*'"iw: 


«       ««r/ciN«.2r,^      ^,    .       .  2r(2f— l)....(r+2)^, 
=a»cos-^[(2r)n+  -^(2i^2)»+...+     \,2,...(r---l)  ^3' 

Diese  Grosse  ist  also  Null  ftir  ein  ungerades  n.     Für  ein  gera- 
des n  ist  sie 

/«  s  /    ix?r     .  2r,      ,,    .  2r(2l^— l)....(r+2)T 

=(2a)«(-l).  [r»+  -3-  (r-1)«  + ....  +     Va..,:»-^)     ]' 

Setzt  man  also 

r«  +  2r(r-l)-  +^1^=11  fr_0),+      +  2rf2r-l)...(r+2) 

so  ist  nach  dem  Taylorschen  Satze: 

(2) 

2»-»co8«'<Mr=2»'->-(2a)aÄ,y^+(2a)4Ä4j^-(2ii)««eY|3+- 
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Diese  letztere  Reihe  ist  jedoch  Dar  gütig ,  wenn  sie  konvergent 
ist.    Nun  ist  der  Quotient  zweier  auf  einander  folgender  Glieder: 

(2a)a«faJg2„-H2        1.2....2n  (2iLg)»         K^+^ 

i2a)^K^     •l.2....(2ii+2)^  "'(2n+l)(2«+2)*   K^' 

Wie  man  leicht  sieht ,  ist  fiir  n±^co 

demnach  der  obige  Quotient  Null  für  n=Qo,    also  die  Formel  (2) 
ganz  uneingeschränkt  gütig. 

Für  r=l  ist  z.  B. 

also 

2cos*ar=2  — ^-j--^  +  j-s-g~j -—....  ;=!  + cos  2Äa;, 

wie  bekannt. 

Ffir  r=2  ist 

Ä.=2»  +  4=4(2"-«  +  l), 
also: 

^4„,_i     (2«)*  4.2     (2«a;)*  4(2»+!) 

_-     (2aa;)»  SJO-f  1  .  (2<m=)*   2»+1     (2<fcr)<'  2H-1 
-*""   1.2    •     2     +  1....4  •     2  1....6       2    +••• 

a.  8.  f. 

Ganz  eben  so  findet  sich  flir  d;:=0: 

^2*'cos*'+*tfa:=0 
(iSr  ein  ungerades  n, 

=  ö.(_l)5{(2r  + 1)«  H*??^2r-1)H^^T^^ 


(2r  +  l)....(r  +  2) 
••••+  1.2....r        * 


für  ein  gerades  n. 
Setzt  mau  also 


<*+„.+^',^„.+..,.+<*+!^(;+l),.=«..     ' 


SO  ist 


ßlr  alle  muglichen  Werthe  von  a  und  :p. 
Fürr=l: 

alao 

-PCO*  ax-i^-d|_        j_2 1.2.3.4     '      1...»    ""  J 


ITelNDiiiffsaiifsii^eii  für  SehUler. 


*  i         r*' 


Probleme  li  resoiidre. 

Par  Monsieur  G.  J.  Verdam,  Profeaseur  de  Math^matiqaer 
ä  la  Facult^  des  S|ciiek|<ips  ^p  UHükvurrii^  ht  LHdUi.    • 


Deux  Cordes  ^IsLstlqtnes  AC,  .RC^T^^^  ^I-  Fig.  6.)»  de  longaeur 
et  de  grosseur,  et  par  consequent,  pour  une  ineme  tension^  d*une. 
extensibilit^  inegale,  sont  attacbees,  avec  leurs  'exttemites  AetB^ 
ä  deux  points  fixes,  dpnt  les  coilrdonn^es ,  dans  \e  plan  des  cor- 
djes^  spnt  dono^es.  Las.  autres  eoLtroffiit^s  C\  G'  soot  U^^qs  en- 
sembley  et  au  noeud  est  attachäe  une  troisieme  corde^  elastique 
ou  non  Elastique,  mais  verticalenient  tendue  par  une  force  donoee 
Jp.  Si  les  longueurs  primitives  des  deux  preroi^res  cordes»  non 
tendues^  sont  donnees,  ces  longueurs  changeront  par  la  tension  de 
la  force  P.  Si  de  plus  ondonne  les  quantites  d'extensidn^  qua 
subissent  les  unitös  de  longueur  de  chaque  cordq»,  tendue.  gar  un 
meme  poids  Q,  on  demanoe  les  courdonnees  du  point,  ou  s'arre- 
tera  le  noeud  par«  Tactioip  d^  la  force  P,  de  m^meque  les  tensions, 

glie    produira   cette   force  dans.  les   directions  des   deux  oordes. 
Infio  011  pose  la  condition,  que  la  Solution  se  fasse  par  moyen'ou 
comme  application  des  principes,  etablis  par,  La  gr  an  ff  e  dans  sa 
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Mecanique'  »nklytlque,   Tome  L,   Partie  I.,  Section  V. 
Chapitre  IL,  §.  h,  art.  lt.  et  la    Editton  de  1811. 


Von  Herrn   Fiaclier,    Lehrer  der  Mathematik  an  der  Gewerbschule 

ra  Bayreuth. 


1)  Drei  (in  allgemeioer  Lage  gedachte)  Gerade  I,  II,  III  sind 
g^eben,  man  soll  eine  vierte  finden,  welcke  I  und  II  «rchneidet 
und  au  llt  parallel  ist. 

3)  Btei  (iil  al%ettieiner  Lage  gedachte)  Gerade  maP  ein  Pükikt 
aoSder  üin^  sind  gi^gieben ;'  man  sM  dtxtch  den  Punkr  eihe  Ebiii^ 
legen,  zu  t^elcher  dhd'  drei  Geraden  einerlei'  Neigung  Räh<»tf. 

3)  Eine  K.ugel  zu  construiren,  deren  Oberfläche  durch  drei 
Punkte  geht  und  eine  Gerade  berührt. 

4)  Eine  Kugel  zu  construiren,  deren  Oberfläche  durch  zwei 
gegebene  Punkte  geht  und  zwei  sich  schneidende  Gerade  beröhrt. 

5)^  Eine  Kugel  zu  construiren ,  deren  Oberfläche  durch  einen 
gegebenen  Punkt  geht  und  drei  Gerade  I,  II>  III  berührt,  die 

entweder  (nicht  in  einer  Ebene  neg^nd)  parallel  sTnd,  oder 
wovon  wenigsfens  (1, 11^  und  (11',  ID)  emänder  Schneiden. 

6)  Eine  Kugef  zu  construiren,  welche  vier  G;erade  berührt, 
voA  denen  wenigsten»  (T,  II),  dann  (II,  III),  endiicli  (l-ll,  IV)  ein- 
ander schneiden. 

Wie  vieideutig  i«t  die  eine  odier  andere  dieser  A*u%ab6t1? 
Wann  wird  ihre  Losung  unbestimmt  odet<  unmoglleb  ? 


Toa  dem- Herrn  DocÄit'  Hi^nger  sa' Siiltlieinl   bei' Hbidellier^. 


I. 

Setzt  man 


//v(A-a^^A-A%«)==^^^^-  /  V  (t^>*^<*>' 


80  ergiebt  sich : 


d-^*:;^!. 


Zugleich   ist 
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-  («— i)(jit-4)A'  — gj^ä — (»— iX«~^r  g;^_8 äifcÄ=r-  -" 


IL 

Id    einer   Ebene  hat  man    zwei  rechtwinkliche   Koordinaten- 

Ssteme.  von  denen  das  eine  bekannt  ist.  Man  kennt  die  Glei- 
ung  einer  und  derselben  Geraden  in  dieser  Ebene,  sowohl  in 
Bezug  auf  das  eine,  als  auch  auf  das,  andere  der  beiden  Systeme, 
und  verlangt  nun  zu  wissen,  ob  das  unbekannte  Coordinaten- 
(axen) -.System  durch  die  bekannten  Gleichungen  dieser  Geraden 
zu  bestimmen  sei. 


lli. 

Auf  einer  gegebenen  ebenen  Kuije  bew^  sich  der  Mittel- 
punkt eines  Kreises  von  bekanntem  Halbmesser,  dessen  Ebene 
mit  der  Ebene  der  Kurve  zusammenfällt.  Dieser  Kreis  dreht  sich 
zugleich  um  seinen  Mittelpunkt  und  es  sind  die  beiderseitigen  Ge- 
schwindigkeiten der  Bewegung  gegeben.  Man  verlangt  nun  die 
Kurve  zu  kennen,  welche  ein  Punkt  des  Urafangs  q^b>  beweg- 
lichen Kreises,  dessen  anfängliche  Lage  man  kennt,  während  die- 
ser doppelten  Bewegung  bedchreibt 

Bewegt  sich  z.  B.  der  Mittelpunkt  eines  Kreises  vom  Halb- 
messer r  auf  einem  Kreise  vom  nämlichen  Halbmesser  und  man 
legt  den  Anfangspunkt  der  (rechbvinklichen)  Koordinaten  in  den 
Mittelpunkt  des  festen  Kreises ,  so  beschreibt  der  Punkt  des  be- 
weglichen Kreises,  dessen  anfängliche  Koordinaten  :r=0,  y=0 
sind,  eine  Kurve ,  welche  durch  die  Gleichungen 


Feicne  aurcn  aie  vtrieicnuagen 

= 2r  cos  4  (6 + c)i\  sin  \{b  —  c)f , 
:—2rsin  4(Ä+c)<.sin  i(6  --  c)t 


gegeben  ist,  worin  t  von  0  bis  ins  Unendliche  wächst.  Zugleich 
setzt  man  voraus ,  dass  die  Richtung  der  Drehung  anfönslich  nach 
der  Seite  der  negativen  o:  ging,' und  es  bedeuten:  b  die  Winkel- 
geschwindigkeit des  beweglichen  Mittelpunktes  in  Bezug  auf  den 
testen,  wenn  ihre  Richtung  ursprunglich  nach  der  Seite  der  posi- 
tiven X  ging ;  c  die  Winkelgeschwindigkeit  des  betrachteten  Punk- 
tes in  Bezug  auf  den  beweglichen  Mittelpunkt. 


IV. 


Man  hat 


^11.       _     ^1   1.3   3       .,      1   1.3.5   .       .    .      .    .  . 

X cos  9  +  ö  •  5^  cos 29,  +  Ä  •  ö~i  ^  costJ^  +2  •  9Tjtt«3:*cos49-|-...  in  inf. 

=2 — 2  V  1— 2a;co8  9  +  a:*.cosö-> 

arsiny  +  5.  a or^ sin 29  + a»5-^a:' 81089+2  •  sTB^*'"^^"*  *"  '"^* 

=  2  V  i — 2x€08  9  +  o:«   i      2^; 

worin  if;  bestimmt  wird  durch 

1 — jpcoa<p  ,  arsinop 

cosip=-/^  ■  ,  sint(;=    >>.  i-.- 

V  l— 2.TC08  9  +  a:*  VI — 2a?co89  +  a;* 


und 
sein 


id  zwischen  0  udd  2n  liegt.     a:>0  und   <1;    auch  darf  x=:l 
in,  wenn  weder  sin^^^  noch  cos ^9  gleich  1  ist. 


V. 

Unter  den  gleichen  Bedingungen  hat  man : 

XC0S9  + 1— 5a:*cos29  +  2~3  •  ^^'^^^^9  +  ö~l '  o^^cos49+...  in  Inf. 

4     4  1  . 

=  Sorcosg?  —  g  +  »  (1  —  2j?  cosqp  +  ar*)'.  cos  Jtf;, 

jcainip  +r-na:*sin2g)+5-«  .^a:'sin39  +  g~7  •  K~i^^os4gy^-,„.  in  inf. 

4  »  '  , 

=r3arsing)  — j(l— 2a?co8g>  +  a:*)*8inJ'^.  ' 
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iseellen. 


Bemerkung  zn  der  Abhaudlung  Nr.  I.  in  TU  X.S.  2rZ«7.  v.  u. 

Vom  Herausgeber. 


Bei  der  Angabe  des  CoefGcienten  der  terrestriscben  Strahlen- 
brechang  nach  '  verschiedenen  Beobachtern  in  der  Note  a.  a.  O. 
'  S.  2.  habe  ich  den  Begriff  dieses  CoefBcienten  in  dem  Sinne  von 
Gauss  genommen,  n^oruber  man  Archiv.  Tbl.  I.  S.  76.  vergleichen 
kann.  Um  jedoch  jedem  Mi^i^sverständnisse  vorzubeugen,  bemerke 
ich,  dass  in  den  Lehrbuchern  der  Geodäsie  gewöhnlich  die  Hälf- 
ten der  a.  a.  O.  angegebenen  GrOssender  Coefficien((  dJer  t^rrestri- 
sehen  Refraction  genannt  werden,  indem  man  nämlich  den  Win- 
kel am  Mittelpunkte  der  Erde  nur  mit  diesen  Hallten  lÄultipliciren 
muss,  um  die  terrestrische  Refraction  au  erhalten,  was  Alles  aus 
einer  blossen  Ansicht  von  ThI.  I.  S.  76,*  sogleich  verständlich 
werden  wird. 


Weil  sich  erwarten  liess,  dass  über  die  In  Tbl.  IX.  iS.  90.  des 
Archivs  bei  Gelegßnheil  der  Lehre  .von  dem  Obelisken  von  mir  zu 
einer  analytischen  Behandlung  benutzte*  stereometrische  Aufgabe 
mir  eine  «grössere  Anzahl  von  Mittheilungen  zugehen  würde,  auch 
der  im  Archiv  dargebotene  Raum  meistens  sehr  beschränkt  war, 
so  habe  ich  über  diese  Aufgabe,  mit  Ausnahme  des  in  Thl.  <iX. 
Nr.  V.  abgedruckten  Aufsatzes  des  Herrn  Oberlehrers  Seyde- 
witz  in  Heiligenstadt,  bis  jetzt  geschwiegen,  darf  nun  aber  nicht 
länger  anstehen,  die  mir  gemaclTHnr  Mittheilungen,  unter  Angabe 
des  Datums  der  Einsendung,  nach  und  nach  abdrucken  zu  lassen. 
Alle  diese  Mittheilungen  abdrucken  zu  lassen,  möchte  jedoch 
nicht  rathsam  sein,  da  natürlich  dabei  viele  W^iederholungen  vor- 
kommen müssten,  was  ich,  wenigstens  zum  Theil,  die  geehrten 
Leser  des  Archivs  schon  bei  den  folgenden  Mittheilungen  gütiest 
zu  entschuldigen  bitte.  Wenn  ich  mehr  mittheile,  als  ich  selbst 
eigentlich  für  nöthig  halte,  so  geschieht  dies  nur,   um. gegen  die 


gerillt»»  Bsireik  Ebiaendev  s»  weni^r  ab  mugild»  eine  Ungerech- 
tigkeit 1«  begehen,  vras  bei  cbv  Hieramegabe  eines  Junirnal»  leider 
BMweifett  nicht  gama  zv  vermeiden  ist,  weshalb  ich  daher,  wenn 
es  aeschcbsa»  sei»  sollte,  nur  um  Veraeihnng  und  Niachsicht 
t»  luwn.  6. 


Schreiben   des  Hevro   Fabriken -Kominissionsratha  A.  Brix 

zn\  Berlin  an  ilen  Heraushieben 


In  den»  mir  so  eben>  zugegangenen  erste»  Refto  vom  9ten  Bande 
Ibse»  s^schätzten  Archivs  finde  ich  zwei  Aufsätze  aus  lArer  Feder, 
nemiich  über  den  Satz  von  dem  Inhalte  der  CMieliskefi,   und  Ühmt- 
die  Entstehung  der  Körper  dieser  Art.    Beide  Aufsätze  behandeln 
demnaeh  einen-  CregenstÄnd,  dier  mich  um*  so-  mehr*  intoressirt,  als 
ich  bereits  vor  einer  Reihe  von  Jahren  darin^gearbeifet'llabe,  wenn*- 
^eicb  4i%  von  mir  gefundenen   Resultate  erst  nach    MiHtheilnng 
äier  von»  ifcrni   Kop^pe   geftindlenen  Formel   (^t  den-  Inhalt   der 
Obelisken  im  25crlen  Bande  S.  129.  des  Grelle' sehen  Journale 
tvLr  reine   und  angewandte  Mathematik   (eonf.  aucfr  t§k  130 — 14S. 
de»  Anhan&rs  zur  zten  Auflage  meiner  Statik)  veröffentlicht  wor- 
den sind.   1E^  ist  nicht  meine  Absicht,    hier  auf  einen  PHoritäts- 
streit  einzvgehen,    obgleich  es  mir  leiefat  wäve,    dürob  die  Hefte' 
meiner  Zohörer  den  B^eis  zu  tiefern ,  dass  meine  Resultate  schon^ 
nekrt^re-  Jabre  vor  Berrn  Ko*ppe's  MittheilUng  dter  oben*  genann- 
ten Formel  da  warens    auch  Herr   Koppe  selbst  9fllen1^ieh*  aner- 
kannt, hat,    dass'  ihm    die    Benennung   „Obelisken-*'-  von   dem 
wii;klicbea  Geheimen  ObepJiegierungsrath',  Herrn  Beuth,  Eseet» 
lenz,  angegeben  worden  sei.    Das^  sie  von  mir  herrührt,  kümiten 
allenMIs  die  Mfnisteri'al*  Akten  beweisen,  wenn  darauf  irgend  ein 
Gewiohf  zu-  legen  wäre.    Ich  meinerseits  Ibge-  fceüi  solche»  Crewicftt 
darauf,  «wd'  bin  daher-  weit  davon  entfernt,  Herrn  Koppe  die  ihw 
faktK^sh-  gebührendie  Priorität  bestteiten*  zu  wollen ;    dagegen  kann 
ich  nit^ht  leugnen,    däss   es  mich   einigermassen  überrascht  hat,. 
bei  Anführung  der  Arbeiten  der   Herren*   Kopp«,   Steiner  und' 
Bretscknei^er  die  meinjgen  so  g^zlich. mit  Stillsckweigen. über- 
gangen zu  sehen  *^\    Kann  und  darf  auch  ein  Mitarbeit^  an  Ihrem 
Archiv   nicht  mehr.  Anspruch,  auf  Gterecbtiffkeit  von  Ihrer  Seite- 
machen«    als  irgend   ein  anderer,   so   hat  £e$er  Iffitarbeiter   als* 
solbher  doch  auch  eben  so  wenig   mehr  Anspruch  auf  gätizlicbes' 
Ignoriren  seiher  Leistungen,    wenn   die  seiner  Concurrenten  ge- 
nannt werden. 

Nach  dieser  Expectoratian ,  die  Sie  meiner  menschlichen 
Schwachheit  zu  Gute  halten  wollen ,  erlauben  Sie  mir'  noch  eine 
Bemerkung  in  Bezug  auf  Ihren  zweiten  Aufsatz. 


*y  Der  Herausgeber  kann  deshalb  Herrn  Brix,  mit  dem  er  seit  lan- 
ger Zeit  in  den  freundschaftlichsten  Beziehangen  zu  stehen  die  Ehre 
und  die  Freude  gehabt  hat,  und  noch  hat,  nur  um  Veraeihuag  bitten. 
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Sie  tadeln  darin  ^  and  gewiss  mit  Re<^ht,  dass  man  nach  der 
Erklärung  der  Obelisken  ^  ohne  sieb  um  d^ren  Realität  weiter  zn 
kiimmern,  sogleich  einige  Eigenschaften  derselben  bewiesen  und 
dann  mit  einer  gewissen  Eilfertigkeit  deo  körperlichen  Inhalt  — 
und  die  Lage  des  Schwerpunktes,  hätten  Sie  mit  Rucksächt 
auf  meine  Abhandlung  im  Crelle'schen  Journal  hinzusetzen  kön- 
nen —  zu  bestimmen  gesucht  habe,  wahrscheinlich,  um  nur  recht 
bald  etwas  Anwendbares  für  die  Praxis  zu  gewinnen.  In  der  Thaf 
war  letzteres  bei  meiner  Behandlung  des  fraglichen  Gegenstandes 
der  nächste  Zweck,  was  schon  darin  seine  Erklärung  nndet,  weil 
ich  durch  die  Praxis  eben  auf  ihn  geführt  wurde.  Nichtsdesto- 
weniger habe  ich  mich  ebenfalls  des  von  Ihnen  gerügten  Ver- 
stosses gegen  die  euklidische  Strenge  theilhaftig  gemacht,  und 
deshalb  beeile  ich  mich,  diese  Sünde  so  viel  wie  möglich  wieder 
gut  zu  machen,  indem  ich  Ihnen  Folgendes  zur  beliebigen  Benutzung 
für  Ihr  Archiv  mittheile. 

m 

Ich  schliesse  mich  der  Verstellungsweise  an ,  welche  Sie  S.  89. 
Ihres  Archivs  von  der  Entstehung  eines  Obelisken  geben.  Denkt 
ma^  sich  demgemäss  durch  die  Eckpunkte  eines  ebenen  Polygons 
^i^a^3....^ii  beliebige,  nicht  in  die  Ebene  des  Polj^gons  tauende 
eerade  Linien  X|,  Ju^l  L^9....Ln  so  gelegt,  dass  jeäe  von  ihnen 
die  nächstvorhergehende  schneidet,  so  kann  man  diese  Linien  als 
die  Seitenkanten  eines  seiner  Länge  nach  vorläufig   noch  unbe- 

frenzten  Obelisken  betrachten,  äafern  sich  beweisen  lässt,  dass 
ie  letzte  Linie  X»,  welche  die  vorletzte  Ln—i.  schneidet,  eine 
solche  Lage  hat,  dass  sie  zugleich  die  erste  Li  schneiden  muss. 
Es  kommt  also  nur' auf  den  Nachweis  der  Möglichkeit  an,  durch 
den  im  Raum  gegebenen  Punkt  An  eine  gerade  Linie  Ln  so  zu 
legen,  dass  sie  zwei  andere  im  Raum  gegebene  Geraden  Li  und 
Lnr-i  schneidet«  d.  ,h.  mit  jeder  von  diesen  in  einer  Ebene  liegt. 

Sie  geben  nun  von  dieseih  letzteren  Problem  eine  elegante 
Auflösung  im  analytischen  Gewände ,  und  wiederholen  am  Schlüsse 
den  Wunsch,  dass  eine  Auflösung  bloss  durch  Konstruction  ge- 
funden werden  möge,  damit  dieselbe  in  den  Elementen  der  Stereo- 
metrie Platz  finden  könne.  Irre  ich  nicht,  so  dürfte  die  folgende 
Lösung  geeignet  sein,  dieses  Bedurfniss  genügend  zu  befriedigen: 

Eine  im  Raum  gegebene  Gerade  und  ein  ausserhalb  derselben 
gegebener  Punkt  bestimmen  allemal  die  Lage  einer  Ebene.  Man 
lege  dajher  durch  die  Linie  Z/»~|  .und  den  Punkt  An  eine  Ebene, 
dann  durch  Li  und  An  eine  zweite  Ebene,  so  geben  beide  Ebe- 
nen eine  gerade  Durchschnittslinie  Ln»  welche  die  gesuchte  ist. 
Denn  sie  geht  durch  den  Punkt  An  und  schneidet,  hinreichend 
verlängert,  die  Linien  Li  und  Ln—i ,  oder  ist  mit  letzteren  parallel. 

Berlin,  den  28sten  Januar  1847. 


\ 
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Auflösung   einer    Aufgabe,    auf  weleLer    die    Realil'ät    der 

Obelisken    beruht. 

Von  Herrn  Dr.  Schellen,    Lehrer  der  Mathematik  an  der 

Reaiachnle  zn   Düsseldorf. 


Im  ersten  Hefte  des  IX.  Theiles  S.  89.  dieser  Zeitschrift  stellt 
der  Herausgeber  derselben  bei  Gelegenheit  der  Untersuchung  über 
die  Realität  der  Koppe  sehen  Obelisken  die  Aufgabe:  ,,\Venn 
zwei  gerade  Linien  im  Räume  und  ein  in  keiner  dersel* 
ben  liegender  Punkt  gegeben  sind^  durch  diesen  Punkt 
eine  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien  schnei- 
dende *)  ger-ade  Linie  zu  legen. 

Wir  sind  durchaus  der  Ansicht  des  Hei:^usgebers,  dass  diese 
Aufgabe  und  der  Nachweis  ihrer  Auflösbarkeit  der  Theorie  der 
Obelisken  vorangehen  muss.  Die  von  jenem  gegebene  analytische 
Auflösung  kann  natürlich  in  den  Elementarbüchern  der' Stereometrie 
keine  Aufnahme  finden.  Wir  theilen  daher  folgende  Auflösung 
obiger  Aufgabe  Qiit,  welche  nur  gewöhnliche  stereometrische  Kennt- 
nisse voraussetzt.  \ 

Die  beiden  gegebenen  Linien  im  Räume  bezeichnen  wir  mit 
A  und  B,  den  gegebenen  Punkt  mit^  O.  Wir  unterscheiden  nun 
sogleich  mehrere  Fälle: 

1)  die  beiden  Linien  A  und  B  sind  parallel; 

a)  der  Punkt  O  liegt  in  der  Ebene  dieser  Parallelen  A 
und  B, 

b)  der  Punkt  O  liegt  ausserhalb  der  Ebene  dieser  Paral- 
lelen A  und  B. 

Im  Falle  a)  lassen  sich  offenbar  unzählig  viele  •  Linien  von 
der  verlangten  Beschaffenheit  ziehen. 

Im  Falle  b)  ziehe  man  durch  O  zu  einer  der  gegebenen  Linien 
A  oder  B  eine  Parallele,  so  ist  diese  die  verlangte  Linie^  denn 
sie  schneidet  die  gegebenen  Linien  im  Unendlichen. 

2)  Die  beiden  gegebenen  Linien  A  und  B  sind  nicht  parallel 
und  liegen 

a)  in  einer  Ebene, 

b)  nicht  in  einer  Ebene. 

Im  Falle  a)  mag  der  Punkt  O  in  der  Ebene  der  A  und  B  liegen 
oder  nicht:  die  gesuchte  Linie  wird  diejenige  sein,  welche  den 
Punkt  O  mit  dem  Durchschnittspunkte  der  Linien  A  und  B  verbindet. 

Der  letztere  Fall  b)  ist  der  allgemeinere,  und  auf  ihn  bezieben 
sich  die  folgenden  Untersuchungen* 


*)  Dieses  Wort  in  dem  Sinne,    dass  der  Paralleliimus  nicht  ausge- 
schlossen ist. 


In  TaL  VI.  Fig.  7.  rf«d  die  gegebbneii  Linien  A  xmd  JB^  der 
gegebene  Punkt  O.  Dieiser  Punkt  O  liegt  mit  A  offenbar  in  einer 
und  derselben  Ebene;  wir  legen  nun  durch  O  eine>  die  beiden 
Linien  A  und  B  schneidende  Ebene»  oder  wir  ziehen  t)a  beliebig 
nach  A,  ebenso  Ob  beliebig  nach  JB  und  verbinden  a  mit  h.  Jede 
durch  O  gehende,  die  Linie  A  schneidende  Gerade  liegt  in  der 
Ebene  OaA,  welche  die  Ebene  des  Papiers  sein  mag.  Soll  also 
eine  solche  Grerade  auch  noch  die  Linie  JS  schneiden^  so  muss 
sie  durch  dementgeo  Punlit  der  Ebene  OaA  gehen,  in  welchem 
die  Linie  ß  <neser  Ebene  begegnet.  Es  könnte  nun  der  FaH  sein, 
dass  die  Linie  B  diese  Ebene  OaA  nicht  träfe»  aaudera  ihr  pa- 
xallel  wäre :  dann  hätte  man  aber  nur  durch  O  in  der  Ebene  OaA 
zur  Linie  B  eine  Parallele  zu  ziehen,  welche  offenbar  die  ver- 
langte Linie  wäre.  Im  Allgemeinen  schneidet  aber  die  Linie  JB  die 
Ebene  OaA  und  der  Treffpunkt  sei  x.  Wäre  dieser  Punkt  gefun- 
den, 90  wurde  die  gesuchte  Linie  offenbar  die  Linie  Ox  sein. 
Man  kann. nun  entweder  den  Punkt  x  selbst  oder,  noch  einfacher, 
die  Richtung  der  Linie  xO  auf  folgende  Weise  Mo^s  durch  Con- 
stnietion  finilen. 

Per  Kurze  wegen  bezeichnen  wir  die  Ebene  Oab  mit  (6r), 
Ebene  OaXy  oder  was  dasselbe  ist.  Ebene  OaA  mit'(>^),  Ebene 
axB  mit  (B)  und  endlich  Ebene  Oxb  mit  (Cj;  so  sind  von  den 
drei  Ebenen  (G),  (CJ,  (B)  die  ebenen  Winkel  resp.  Z^abO,  ^xbO, 
^xba  an-  der  körpertichen  Ecke  b  bekannt,  also  kann  man  die  drei 
Neigungswinkel 

1)  der  Ebenen  (fi)  und  (ß)  an  der  Kante  ab  \ 

2)  „         „        (G)    „     (CJ    „     „       „      06[....(I) 

3)  „         „       {B)    „     (C)    „     „       „      xb^ 

durch  eine  Constriiction  in  der  Ebene  (graphisch)  finden  *). 

Gehen  wir  nun  zur  körperlichen  Ecke  O,  so  sind  daran  gegeben 

1)  der  ebene  Winkel  aOb^ 

2)  der  Neigungswinkel  der  Ebenen  (€^  und  (C) 

an  der  Kante  Ob,    (I,  2)  ^    ...  (II) 

3)  der  Neigungswinkel  der  Ebenen  (G)  und  {A) 

an  der  Kante  Od« 

Denn  um  diesen  letzten  Winkel  zu  erhalten,  braucnen  wir  nur  O 
und  b  mit  einem  beliebigen  Punkte  der  Linie  A  (z.  B.  mit  x{)  zu 
Tcrbindeo,  so  sind  die  drei  ebenen  Winkel  der  Ecke  O,  nämlich 
^X\  Oa^  ä^XiOb,  ^a06,<-bekannt,  und  es  lässt  sich  daraiili  der  Nei- 
gungswinkel der  Ebenen  {G)  und  {A)  constnitreo  *).  Aheratiig  den 
o  Daten  (II),  nämlich  zweien  Neigungswinkeln  und  dem  zwischen- 
liegenden  ebenen  Winkel  einer  kiirperlichen  Ecke  O^  lassen  sich 
die  andern   ebenen  Winkel   durch   Construetiön  finden  ^.     Also 


*)  Grunert,  Lelutb.  der  Mathetti.    Theil.  II.  Stereom.  $.  101. 
**)  Ebendaselbst  §.  104. 
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k«DS  «fer  ebene  Winkel  aOxy   d.  h«  die  Neigung  der  gesuchten 
Linie  gegen  ^Ue  bekannte  Ricbtung  Oa  geAinden  werden* 

Den  17ten  Februar  1847. 


Eine  Bemerkung  zu  Nr.  X.  Im  Istea  Hefte  des  9ten  Bandes. 

Von  Heivn  Bf.  Fuldner,  GymnariaHebrer  va  üem^SCreliU. 


Der  Herr  Herausgeber  dieses  Archivs  macht  darauf  auümerk- 
«am,  dass  man,  um  die  Möglichkeit  des  Obelisken  dareutbun,  die 
Aufgabe  zu  lösen  habe:  „wenn  2wei  gerade  Linien  im  Räume 
und  ein  in  keiner  derselben  liegender  Punkt  gegeben  sind^  durch 
diesen  Punkt  eine  die  beiden  gegebenen  geraden  Linien  schnei- 
dende gerade  Linie  zu  le^eu/'  Da  hiebet  der  Parallelismus  natür- 
lich nicht  ausgeschlossen  ist^  so  wäre  die  Aufgabe  wohl  präciser 
so  ^u  stellen:,  ^^wenn  zvTci  gerade  Linien  im  Räume  und  ein  in 
keiner  derselbeh  liegender  Punkt  gegeben  sind  >  durch  diesen  Punkt 
eine  gerade  Linie  zu  .  legen ,  welche  mit  jeder  der  gegebenen  in 
einer  Ebene  liegt.  ^'  Eine  ganz  elementare  synthetisene  Auflösung 
ist  folgende :  Durch  den  gegebenen  Punkt  und  jede  der  .gegebe- 
nen geraden  Linie  ist  eine  Ebene  bestimmt,  welche  beide  Ebenen 
sich  in  einer  geraden  Linie  schneiden  müssen ,  da  sie  beide  durch 
denselben  Punkt  gelegt  sind.  Die  Durchschnittslinie  ist  die  ver- 
langte, wie  sogleich  erhellt.  Liegen  die  beiden  gegebenen  Linien 
in  derselben  Ebene,  so  ist  die  Durchschnittslinie  entweder  mit 
beiden  parallel,  wenn  sie  nämlich  selbst  para^llel  sind,  oder  geht 
durch  den  Durchschnittspunkt  beider,  wenn  sie  convergent  sind, 
wie  dies  ja  in  jedem  Lehrbuche  der  Stereometrie  bewiesen  wird. 
Der  ebenfalls  noch  mögliche  Fall,  dass  die  beiden  gegebenen 
Linien  und  .der  gegebene  Punkt  in  derselben  Ebene  liegen,  wird 
durch  die  Natur  des  Obelisken  ausgeschlossen.  Aus  CMbigem  er- 
hellt zugleich  auch  noch,  dass  die  drei  Seitenkanten  des  dreisei- 
tigen Obelisken  immer  in  einen  Punkt  zusammenlaufen,  der  drei- 
seitige Obelisk  also  immer  eine  abgekürzte  Pyramide  ist. 

Den  3l8ten  März  1847. 


Synthetische  Lösung  der  im  Archiv  Band  IX.  Seite  (tO. 

gestel  Uen   Aufgabe. 

Von    Herrn    Fischer,     Lehrer   der   Mathematik    an   der    Geverbschnle 

XU  Bayrentb« 


Aufgabe.  Zwei  Gerade  und  ein  Punkt  ausser  denselben 
sind  gegeben,  man  soll  eine  dritte  Grerade  durch  den  Punkt  legen, 
welche  die  ersten  beiden  Linien  schneidet. 


t 

f 
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Losung  I.  Man  lege  durch  jede  einzelne  Gerade  und  den 
Punkt  eine  £foene  und  bestimme  die  Durcbschnittsllnie  beider 
Ebenen,  so  ist  diese  letzte  Linie  die  gesuchte. 

Losung  IL  Man  lege  durch  den  Punkt  und  eine  Gerade 
eine  Ebene ,  bestimme  den  Durch gangspunkt  der  anderen  Geraden 
durch  die  Hilfsebene  und  verbinde  den  gefundenen  Punkt  mit  dem 
gegebenen,  so  hat  man  die  verlangte  Gerade. 

Besondere   Betrachtungen. 

Obige  Lösung  wird  auf  das  Postulat,  durch  zwei  Punkte  eine 
Crerade  zu  legen ,  zurückgeführt,  wenn  die  gegebenen  Geraden  sich 
schneiden;  die  Losu6g  wird  unbestimmt,  wenn  die  gegebenen 
Geraden  und  der  Punkt  mit  ihnen  in  einerlei  Ebene  liegen;  sie 
wird  endlich  uoniöglich 

ä)  wenn  die  durch  eine  Gerade  und  den  Punkt  gelegte  Ebene 
zur  anderen  Geraden  parallel  wird:  die  gesuchte  ist  dann  parallel 
2rur  zweiten  gegebenen; 

6)  wenn  die  zwei  Geraden  parallel  sind  und  der  gegebene 
Punkt  ausser  ihrer  Ebene  liegt:  aie  gesuchte  ist  parallel  zu  bei- 
den gegebnen.  , 

Anmerkung.  Die  Aufgabe  gehört  noth wendig  in  die  Ele- 
mente der  Geometrie  und  zu  einer  ganzen  Gruppe  von  Aufgaben, 
von  denen  man  bisher  nur  die  einzige  behandelte:  eine  Gerade  zu 
finden,  welche  zu  zwei  gegebenen  (gekreuzten)  Geraden  senkrecht  ist. 

Den  Slsten  Januar  1848. 

Anmerkung  dei  Herautgebera.  In  dem  Aogenblicke,  wo  die- 
•e4  Heft  geschloMen  vird,  geht  mir  eine  adftfiUiiiiche  sehr  «chöne  Ab- 
handlung des  Herrn  Prof.  Dr.  Matzka  za  Tarnow  in  Galizien  über 
diesen  Gegenstand  ku,  welche  denselben  sehr  vollständig  erledigt;  diese 
Abhandlung  wird  in  einem  der  nächsten  Hefte  erscheinen. 


Berichtigung. 


y  In  Tbl.  XI.  Heft  1.  8.  89.  Z.  9.  v.  o.  statt 


muss  es  heissen: 


Uelber  die  Auflösung  der  Oleiclmiigren 

des  dritten  €lrades. 

Von  dem 

Her  ausgeb  e  r 

und    dem 

Schalamts- Kandidaten  Herrn  W.  Schlesicke 

zu  Greifswald. 


Einleitung. 

Der  Herausgeber  des  Archivs,  vyelcher  schon  iti  zwei  frühe- 
ren Abhandlungen  (Tbl.  VI.  Nr.  I.  und  Nr.  LH.)  von  der  Auflö- 
sung der  cubischen  Gleichungen  gehandelt  hat,  kommt  in  dem 
Yorliegenden  Aufsatze  noch  einmal  auf  diesen  viel  besprochenen 
Gegenstand  zurück.  Die  nächste  Veranlassung  zu  diesem  Auf- 
satze gab  die  dem  Herausgeber  von  einem  seiner  liebsten  Schüler, 
dem  in  der  Ueberschrift  genannten  jetzigen  Schiilamts-Kandidateo 
Herrn  W.  Schlesicke  aus  Königsberg  i.  Pr.,  bei  Gelegenheit 
einer  ganz  anderen  calculatorischeu  Arbeit,  welche  die  Auflosung 
cubiscner  Gleichungen  erforderte,  gemachte  Bemerkung,  dass  sich 
durch  eine  besondere  Transformation  einer  vollständigen  cubischen 
Gleichung  sogleich  eine  quadratische  Hülfsgieichung  zu  deren  Auf- 
losung erhalten  lasse,  ohne  vorher  das  zweite  Glied  der  cubischen 
Gleicnung  wegschaffen  zu  müssen.  Es  ist  also  die  vorliegende 
Abhandlung  ganz  als  eine  Arbjeit  von  uns  beiden  zu  betrachten, 
und  namentlich  rührt  die  Grundidee  allein  von  Herrn  Schlesicke 
her.  Was  sonst  dem  einen  oder  dem  anderen  angehört,  darüber 
wollen  wir  hier  nicht  in's  Einzelne  eingehen  und  am  allerwenigsten 
mit  einander  rechten,  da  es  bei  einem  schon  so  viel  und  so  oft 
behandelten  Gegenstande  wohl  gewiss  nicht  unsere  Absicht  sein 
kann,  uns  damit  einen  gewissen  Ruhm  zu  erwerben,  indem  wir 
vielmehr  nur  wünschen,  der  Sache  zu  dienen,  imd  vielleicht  ein 
zweckmässiges  Hiilfsmitlei  für  den  Unterricht  in  der  so  wichtigen 
Lehre  von  den  Gleichungen  des  dritten  Grades  den  Lehrern  dar- 
zubieten. Beschwerlich  ist  übris^ens  die  Wegschaffung  des  zwei- 
ten Gliedes  der  cubischen  Gleichungen,  bevor  man  zu  ihrer  Auf- 
lösung übergehen  kann,  immer,  wie  Jeder  wissen  wird,  wer  sich 
Tiel  mit  der  Auflösung  solcher  Gleichungen  zu  beschäftigen  Ver- 
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anlassuDg  gehabt  hat;  und  wenn  daher  auch  freilich  die  Weg- 
schaffung  dieses  Gliedes  bei  unserer  folgenden  Aufiusung  eigent- 
lich nur  umgangen  ist,  so  dtirfte  dieselbe  doch  vielleicht  in  dieser 
Beziehung  einige  Bequemlichkeit  vor  der  gewöhnlichen  Auflosung 
darbieten,  worüber  wir  das  Urtheil  den  Lesern  anheim  stellen. 

G. 


<»-— Ijfc     .1   ^«   —im^iim^ 


Die  aufzulösende  Gleichung  des  dritten  Grades  sei 
Wenn  man  in  dieser  Gleichung 


2)    x= 


u 


setzt,  und  zugleich  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  mit  tc'  mui- 
tiplicirt,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen  die 
CHeichung 

welche,  indem  man 

4)    t?  =  tt' 

setzt,  ferner  zu  der  Gleichung 

filhrt,  so  dasR  also  durch  diese  Substitutionen  die  Auflösung  der 
gegebenen  cubischen  Gleichung  I)  auf  die  Auflösung  der  quadra- 
tischen Gleichung  5)   zurnckgeführt  ist. 

Setzen  wir  aber  der  Kürze  wegen 

80  erhält  die  quadratische  Gleicfiung  5)  die  Form 

7)    v^+Av  +  lB=zO, 

und  fuhrt,  auf  bekannte  Weise  aufgelöst,  wenn  die  beiden  Werfhe 
der  Quadratwurzel  aus  A^ — B  durch  ±(7  bezeichnet  werden,  also 

8)     6'«=^^-Ä 

gesetzt  wird,  zu  den  beiden  Wurzeln:  • 

Daher  haben  wir  nach  4)  zur  Bestimmung  tob  v  di#  Gleicbtmg 
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10)   u'=—i(A+C) 
oder 

11)    o»+JM=FC)=0- 

Bezeichnen  wir  eine  Warzel  dieser  Glekhung  durch  u^,   so 
dass  also 

tti'  +  i(^TC)=0 
ist»  und  setzen  allgemein 

so  ergiebt  sich  dnich  Subtraction 

17=»*  — fl,'==(« — «i)(t«*+Witt +«!*), 

und  die  beiden  anderen  Wurzeln  der  Gleichung 

mCIssen  also  durch  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung 

bestimmt  werden.  Dadurch  erhält  man,  wenn  die  beiden  andern 
gesuchten  Wurzeln  durch  U29  u^  bezeichnet  werden,  ohne  Schwie- 
rigkeit: 


«2=— «i- 2 '   «8=— «fl- 2 ' 

60  dass  aiso  die  drei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

tt»  +  4(^+C)=0- 
jetzt 

\      _  i.-v3.V±i 

/  l  +  V3^Vpi 

J   «3=— Ml. 2 

sind. 

Bezeichnen  wir  aber  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung 

tt»+4(2<— 0=0 

durch  Ui,  u^,  u^i   die  drei  Wurzeln  der  Gleichung 

tt»+l(^+C)=0    . 
durch  Uy,  u%9  u^y   so  ist  oaeh  dem  Vorhergehenden 
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13) 


und 


14) 


1 

«1= 

1 

1 

1 

1     V3.V     1 

«a- 

2 

1 

1 
=  — M,. 

l  +  V3.V^i 

Us- 

2 

1 

1 

/ 

1 

1 

1-V3.V-1 
2 

<«3  = 

1 

1 

1  +  V3.V^— 1 

2 

1       1 


Bezeichnen  wir  eine  beliebige  der  drei  Wurzeln  «1,112*113  durch 
u,  eine  beliebige  der  drei  Wurzeln  «|,  v^,  u^  durch  «;    so  ist 

i«+i(^—C)=0,  «»  +  4(^+0=0 

1 

oder 

1 

also 

1 
d.  i,,  weil  nach  8) 

ist, 

15)    i»ii»=iÄ=-,V(*-;aa)». 


Durch  Auflosung   dieser   reinen   cubischen  Gleichung  erhält  man 
aber  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  oben 

16)  uu=  1TV3.V:=1 . 

*        (       3(0  — Ja^. 2"^ y 

d.  h.  das  Product  einer  Wurzel  der  Gleichung 

in  eine  Wurzel  der  Gleichung 

tt3  +  i(J+C)=0 
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ist  entweder 


oder 


oder  endlich 


Hierbei  entsteht  nun   die  Frage >    ob   es  immer  eine  Wurzel 
der  Gleichung 

und  eine  Wurzel  der  Gleichung 

» 

giebt,    deren  Product  in  einander  —Hb — io*)  ist,    welche 'Frage 
auf  folgende  Art  beantwortet  werden  kann. 

Combinirt  man  die  Wurzeln  13)  der  Gleichung 

auf  alle  mögliche  Arten  mit  den  Wurzeln  14)  der  Gleichung 

w3  +  U^  +  C)=0, 

so  erhält  mau,  wie  man  durch  leichte  Rechnung  fmdet,  die  folgen- 
den Producte: 


1 

1 
1 

1 

1 
—  UiUi. 

1 

I-V3.\^-l 
2 

1 

1 

-Ml«!- 

1 

H-V3.V^1 

1    • 

1 

—  UiUi. 

1 

2 

1 

i<atia=- 

1 

1 

l  +  vi.ST-I 

2 

1 

1 

• 

1 

1 

1  +  V3.V-1 
2 

U3tta== 

U^Ui, 

> 

«<3tts  = 

1 

1-V3.V^-1 
2 

»r 
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Hieraus  sieht  man,  dass,  wenn  man  eine  Wurzel  der  GMdmig 

it»+4(^-C')  =  0 
in  eine  Wurzel  der  Gleichung 

mtiltiplieirty  das  Product  nur 


1 


oder 


1 
oder  endlich 


1-.V3.V^-1 
— wi«i. 5 


sein  kann. 

Nun  ist  entweder 


oder  es  Ist  nicht 

iit«j  =— J(6-5a«). 

Im  letzteren  Falle  ist  nach  dem  Obigen  entweder 

1— V3.V^ 


«itt|=i(*— 4«*). 
1 


oder  es  ist 


Ist  aber  ^ 

so  ist 

.      H.v3.V^_       .^^  a-v3.V:::i)a+v3.v::?) 

t^M,. ^ =i(6— Ja»), 2^2 ' 

d.   i. 

l  +  VS.V^      ,..      ,  ,. 


391 

I 

aUo 


— tfiUi . 2 =" — S(^— Ja*)- 

Ist  dagegen 

8o  ist 

^        1-V3.V^     ,,.      ,  ^,  (1  +  V3. V^)(l ~ V3.  V-^T) 
tti^Ji. 2 =i(*— 1«®)-  272 ' 

d.  L 


also 


1— V3.V"=I         ,,.     ,  «, 


Hält  man  dies  mit  dem  Obigen  zusammen ,  so  ergiebt  sich  auf 
ganz  unzweideutige  Weise,  dass  es  immer  eine  Wurzel  der  Gieiclmng 

und  eine  Wurzel  der  Gleichung 

giebt,  deren  Produet  * 

ist 

Lassen  wir  nun  tt|   und  tf^  die  Wurzeln  der  beiden  in  R^de 

stehenden  Gleichungen  sein,  deren  Produet  — 1(* — J«*)  '**»    *^ 
dass  also 

17)    ii,i«i=-J(6-i«*) 
1 

ist,  so  ist  nach  dem  Obigen,  wie  leicht  erhellet,  auch 

18)    iaw,=-J<^-ie«), 
1 

und 

19)    «,«a=—i  (*-!«*). 

Nach  dem  Obigen  ist  aber  allgemein 


Also  künneo  wir 
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it'-i<w-i(ft-ia«) 
*= ü 


1 
setzen.    Dann  ist  auch 


a?=  — — 'j 

tiiUi 


1 
V  d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 


.v= 


11  1  ^ 

1  1   1 


1 

also 

-    i 

a?=— So +  «1+1*1 

1 


Ferner  kOnnen  wir 


X=: 1 


«2 

setzen.    Dann  ist  auch 


'      1         1 

«2^%  («2  -  iö)  -  K*  -  la*) «8 
a:= — 1 ^  * 

«a«3 


d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 

1      - 1  1    , 

x= 1 * 

1 
also 

a:=—ia +  !!»  +  •%. 
Endlich  können  wir  auch 

x:=: 1 
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setzen.    Dann  ist  auch 

««3««  («8  --  3«)  —  ä  (6  —  l«*)  Ma , 
a?= 1 j ?~* 

(L  1.  nach  dem  Vorhergehenden 


also 


x= i 


i 
0?=— ia  +  «8  +  Wa. 


Demnach  ist: 

20)    af=  ^  -ja  +  ig  +  Mj, 

'  1 

-Ja  +  «3+^; 
also  nach  dem  Obigen: 

1 
21)    ar=^-ia— Ml- — — ^ -^u^.-^ — ~ , 

1  i+v3.y=r      i-v3.v^ 

—  Jo— «h« 2 ^^' 2 ' 

oder 

-  Ja  — i(ii  +tii)  - i(ii  — i£i)v3.  V^I 

1  1 

Man  muss  nun  zwei  Fälle  unterscheiden  >  jenachdem  die  Grösse 
C  reell  oder  imaginär,  d.  h.  nach  dem  Obigen ^  jenachdem 

-4*— Ä^O  oder24^-^<0 

ist 

Wenn  zuerst  C  reell  >  d.  h.  » 
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ist,  80  soUeo 

V^— i(i<— C)  und  ^^kiA+C) 
die  reellen  Cubikwurzeln  aus  den  beiden  Grossen 

—  J(^— O  und  --i(^  +  C), 
d.  b.  die  reellen  Wurzelo  der  beiden  Gleicbungen 

u»  +  4(^— C)=0  und,  «"+1(^+0=0 
bezeicbne^;    dann  ist 

V'-HA^C).  V-U-4+C) 
= V'j(.l-C)(^+C)= \i(A*—C*) 
=  VIS = V-sS(6-ia2)»= - 1  (b-la% 
und  nach  dem  Vorhei^efaendeii  ist  man  folglich 

23)     '  *__ 

1 

ZU  setzen  berechtigt,  wo  nun  u^  \ind  t£^  beide  reelle  Grössen  sind. 
Also  ist  iiadi  22)  in  diesem  Falle: 

-1«  -  i { V  -  h(A^C)  +  V  - i(^+C) l^ 
24)    ar=^  +it  V -i(^-C)- V-i(^+C)}  v3.  V^, 

i^ ,  _____  

welches  die  drei  Wurzein  der  gegebenen  cubischen  Gleichung 

a?'+aa:*4- Äa:  +  c  =  0 

sind.    Zur  Bestimmung  der  Hillfsgrössen  A,  B,  C  hat  man  nach 
dem  Obigen  Oie  Formeln: 

25)     \  B=-4r(b-lay. 


Wenn  C  nicht  verschwiiidet,  d.  k.  weao 

A*—B>0 

ist  9  so  sind  die  zweite  und  dritte  der  drei  Wurzeln  24)  imaginär 
und  ungleich,  und  die  gegebene  GMebang  hat  also  eine  raolie  und 
zwei  ungleiche  imaginäre  Warzebi. 

Wenn  dagegen  C  verschwindet ,  d.  h.  wenn 

ist,  so  sind  die  zweite  und  dritte  der  Wurzein  24)  reell  «nd  gleich, 
und  die  gegebene  Gleichung  hat  also  drei  reelle  Wurzeln,  von 
denen  zwei  einander  gleich  sind,  nämlich  die  Wurzeln 

26)    j  _i„^    5^^313, 

Wenn  ferner  C  imaginär,  d.  h. 
ist,  so  ist 

c=\B—A*.yr-i. 


oder,  wenn  yr'it 


setzen. 


27)    D=\B-A^ 


c=D\r^ 


Setzen  wir  nun 


28)  V— i(J-C)=  V"_U+S-OV— l=i»+n V^, 
wo  m  ood  n  reelle  GrOssen  «eüii  sollen,  so  ist  . 

— U  +  4/)  V^=I  =  (TO+n  V^)» 

=»n(m«-3n^+n(3m«— ««)V^, 
also 

29)    m(in*— 3n«)=— U.  n(3i»"— n«)=iZ). 

Folglich  ist 

=m»  -  3m«»  V^  — 3mn«+ «»  V^ =(«—11 V^)», 


ond  wir  siDd  daher ,  gleichzeitig  mit  28) , 

zu  setzen  bereditigt,  so  dass  abo  gleichzeitig,  d.  h.  mit  BeziebuDg 
der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander , 

31)   V-i(2lTC)=V— i^-|-iß\r::i=m±«V^ 

ist. 

Also  ist 

V-i(^_C).  V  — 4(^+  C)=(m+n  V^)(m-7i V^)=w«+«*, 
und  folglich 

(ma+«2)»=i(^-0(J+0=K^»^C«)  =  iÄ, 
d.  i.  nach  dem  Obigen 

(llla^-n2)8=-,v(ö-lfl«)^ 

also,  weil  dies  eine  Gleichung  zwischen  reellen  Grossen  ist, 

ma  +  n«=-K6-la*)  *)• 
Folglich  ist 

V^-i(^-C) .  V  -  J(^+0=(w»+»*V"^)(m-nV^)=-l(6-l«*)> 
und 


m 


+  wV^— 1  und  m— äV— 1 


sind  daher  offenbar  zwei  Wurzeln  de^  Gleichungen  m'  +  i(2< — ^  )=0 
und  u*  +  i{A+C)z=0,  deren  Product  —1(0  — Jo*)  ist.  Daher 
ist  man  nach  dem  Obigen  berechtigt 

32)     ^-r=m  +  nV^, 

zu  setzen.     Führt  man  aber  diese  Werthe  von  u^  und  «i  in  die 

Gleichungen  22)  ein,  so  erhält  man  nach  einigen  ganz  leichten 
Reductionen : 


*)  Dass  im  Torliegenden  Falle  B=:--Jif(P — i^')^,  und  daher  auch 
'   — vV(^~'a^*)*>  ^'"®  positive  Grösse  ist,    versteht  sich  nach  dem  Vor- 
hergehenden von  selbst,  folgt  aber  anch  ftagenbllcklich>  aas  der  Bedin- 
gung A* — B^O,  welche,  wenn   B  negativ   wäre,  offenbar  nicht  erfdllt 
sein  könnte. 


/ 
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33)    a:  =  I  —  ia— m— n V3, 
(  — J« — m  +  «v3; 

und  sieht  also  hieraus  zugleich,  dass  im  vorliegenden  Falle  die 
drei  Wurzeln  der  gegebenen  cubischen  Gleichungen  jederzeit  alle 
drei  reell  sind,  was  natürlich  besonders  bemerkenswerth  ist 

Bis  hierher  ist  die  ganze  Entwickelung  bloss  mit  Hülfe  der 
gewöhnlichen  Algebra  möglich  gewesen.  Wenn  e^  sich  nun  aber 
um  die  numerische  Bestimmung  der  drei  reellen  Wurzeln  33)  selbst 
handelt,  so  kommt  es  hauptsächlich  auf  die  Bestimmung  aer  bei- 
den reellen  Grössen  m,  n  aus  der  Gleichung 

an,  wozu  die  gewöhnliche  Algebra  nicht  mehr  ausreicht,  sondern 
nach  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Mathematik  die  Goniome- 
trie unbedingt  erforderlich  ist. 

Zu  dem  Ende  set^e«  man  zuvörderst 

wo  Q  eine  positive  Grösse  sein  soll ;  so  hat  man  zur  Bestimmung 
von  Q  und  q)  die  beiden  Gleichungen 

34)    ^cos9>= — iA,    ^sin9=^Z>; 

aus  denen  man,  wenn  man  diese  Gleichungen  quadrirt  und  dann 
zu  einander  addirt, 

also,  weil  q  positiv  sein  soll, 

35)    Q=i\nM^^ 

erhält.  Hat  man  mittelst  dieser  Formel  q  gefunden,  so  ergiebt 
sich  9  mittelst  der  Gleichungen 

36)    cos  9)=— 2^/  sing)=2^. 

Da  diesen  beiden  Gleichungen,  d.  h.  den  beiden  Gleichungen  34), 
zugleich  genagt  werden  muss,  so  muss  man  bei  der  Bestimmung 
von  q>  die  Tolgenden  Regeln  beachten : 

Wenn  die  Grössen 

A,  D 

respecJtive 


posHir,  positiv; 
posttiT,  negativ; 
negativ,  positiv; 
negativ  9  negativ 

sind;   so  muss  man  9  so  nehmen ,  dass  respective 

90o<9<180o, 
I80o<9<270S 
0  <g)<  900/ 

ist. 

Man  kann  aber  unter  Beachtung  derselben  Keeeln  auch  zuerst 
9>  mittelst  der  aus  34)  sich  auf  der  Stelle  ergebenden  Gleichung 

^^  X> 

37)    taDg9=— -j 

bestimmen ,  und  erhält  dann  ^  mittelst  eines  der  beiden  folgenden 
Alisdrücke : 


2  COS  9^~"  2  sin  9 
oder 

39),    Q=^-iABecq>^^lDcosec(p. 

Die  numerische  Rechnung  nach  der  zweiten  Auflosung  ist  offen- 
bar leichter  als  die  nach  der  ersten  Auflosung. 

Hat  man  nun  auf  diese  Art  die  Grossen  q  und  9  bestiromt, 
und  also  der  Gleichung 

-  M  +  W  V^=I=p  (C0S9  +  aintp  V^) 

fenügt;  so  ist  nach  dem  Moivre'schen  Satze,  den  wir  hier  als 
ekannt  voraussetzen.  Indem  überdies  sein  Beweis  so  leicht  ist, 
dass  er  selbst  sehr  fuglich  in  die  Elemente'  aufgenommen  werden 
kann,  worin  uns  hoffentlich  jeder  Lehrer  beistimmen  wird: 

i 

y-^^A+iD^-l  =  Q^  (cos  lg)+8mlq>  V^), 

d.  h.  die  Grosse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  ist 
Jederzeit  ein  Werth  der  Cubikwurzel  auf  der  linken  Seite  des 
GleichheitszeicheDS,  und  wir  sind  daher  nach  dem  Obigen  be- 
rechtigt, 

^      I  m  =  9*cosä9), 

(  n  =3^1sin|9 

zu  setzen,   wodurch  daher  die  Grossen  m  und  n  bestinunt,  und 
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die  gegebene  cubische  Gleichung  folglich  als  aufgelost  zu  betrach- 
ten ist. 


Zum  Schluss  dieses  Aufsatzes  wollen  wir  nun  noch  die  ganze 
Auflösung  der  cubischen  Gleichungen,  wie  sie  sich  aus  dem  Obi- 
gen ergient«  im  Folgenden  zusammenstellen. 


Die    aufzulösende    cubische   Gleichung    sei    die   vollständige 
Gleichung 

x^-{-ax^  +  6j:  +  c=0. 
Man  berechne  zuerst  die  beiden  Hulfsgrossen 

aus  den  Coefficienten  der   aufzulosenden  Gleichung,    und  daraus 
femer  die  Grösse 


A^^B. 


Wenn  dann 


a^^b:^0 


ist,  80  setze  man 


und  die  drei  Wurzeln  der  aufzulösenden  Gleichung  sind  dann,  wenn 

V-KA—C)  und  V'-iC^  +  C) 
die  reellen  Cubikwurzeln  aus 

— 4(^— C)  und  -1(J  +  C) 
bezeichnen : 

""-^       +itv— 4(J-C)-v-K^+C)}v3.V":::i, 

-la-i{\  -iiA~C)  +  \—iiA  +  C)] 
Fflr 

I 

werden  diese  drei  Wurzeln: 
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,   -Ja-  V=:i3; 

und  sind  sämmtlich  reell. 
Wenn 

ist,  so  setze  man 

und  berechne  den  Winkel  ip  mittelst  der  Formel 

/) 

tang9  =  — ^, 

indem  man  beachtet,  dass,  wenn  die  Grossen 

A,  D 

respective 

positiv,  positiv; 
positiv,  negativ; 
negativ,  positiv; 
negativ,  negativ 

sind,  der  Winkel  tp  so  genommen  werden  muss,  dass  respective 

90o<g)<180o, 
180o<9<270o, 
0  <<p<  900, 
270o<g)<360o 

ist.    Dann  berechne  man  q  mittelst  einer  der  beiden  Formeln 

_        A D_ 

^      *  2cos97     2sin97 

und  die  Grossen  m,  n  mittelst  der  Formeln 

m  =  Q^co8l(p, 
n  =  Q^8inlq>. 

Hierauf  ereeben  sich  die  drei  reellen  Wurzeln ,   welche  die  gege- 
bene Gleichung  in  diesem  Falle  jederzeit  hat,  mittelst  der  Formeln: 

0?=  i  —Ja — TU— nV3, 
—  Ja — m  +  nV3. 
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Diese  Auflflsa&g  der  cubischen  Gieichiingen  dürfte  sich  na- 
mentlich dadurch  empfehlen,  dass  sie  wenigstens  eine  directe 
Wegschaffung  des  zweiten  Gliedes  der  aufzulosenden  Gleichung 
nicht  erfordert,  und  in  allen  Fällen  alle  drei  Wurzeln  dertfciben 
in  völlig  entwickelten  Ausdrücken,  die  auch  für  die  numerische 
Rechnung,  wie  es  uns  scheint,  hinreichende  Bequemlichkeit  dte- 
bieten,  liefert.  Wir,  glauben  daher  diese  Auf lösung  einiger  Beach- 
tung der  Leser  wohl  empfehlen  zu  dürfen. 


Uelber  dleBestimmnngr  des  schelnliaren 

Ortes. 

Von  dein 

Herrn  Doctor   J.    Dienger, 

Lehrer  an  der-  höheren  Bnrgerschule  zu  Sintheini  bei  Heidelberg. 


Die  allgemeine  Aufgabe  lautet: 

„Ein  sehender  Punkt  bewegt  sich  nach  irgend  einem  gegebe- 
nen Gesetze  auf  einer  Kurve  und  sieht  einen  andern  Punkt,  der 
sich  nach  einem  gleichfalls  bekannten  Gesetze  auf  einer  Kurve 
bewegt;  man  verlangt  die  Kurve  zu  kennen,  welche  der  letzte 
Punkt  auf  einer  gegenenen  Oberfläche  zu  beschreiben  scheint. '^ 

Jlieses  Problem  kommt  offenbar  auf  folgendes  zurück : 

„  Man  denke  sich  durch  irgend  eine  Lage  des  sehenden  Punk- 
tes nach  der  ihr  entsprechenden  des  gesehenen  eine  gerade  Linie 
fezogen,  suche  die  Oberfläche,  welche  durch  alle  solche  gerade 
linien^ gebildet  wird,  und  bestimme  dann  den  Durchschnitt  die- 
ser Oberfläche  mit  der  gegebenen,  so  ist  die  Durcbschnittskurve 
der  scheinbare  Ort  des  gesehenen  Punktes.^' 

Um  diess  nun  zu  bewerkstelligen,  seien 

yz=zf(x),   t=fXx)  (1) 

die  Gleichuiigen  der  Kurve,  auf  der  sich  der  sehende  Punkt  bewegt; 

y=/i(a:),  zi=F^iw)  (2) 

Theil  \I.  24 
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die  der  Kurve,  auf  der  sich  der  gesehene  Punkt  bewegt  dnd 

5(a:,y.»)=o  (3) 

die  Gleichung  der  Oberfläche,  auf  der  die  scheinbaren  Orte  luige- 
geben  werden  sollen. 

Sei  ferner  t  die  von  einem  bestimmten  Anfange  an  bis  zu  irgend 
einem  beliebigen  Zeitpunkte  verflossene  Zeit,  und 

a:=:(p(t),  xz=i(pi(t)  W 

seien  die  Funktionen  der  Zeit,  welche  die  Werthe  der  Abscissen  der 
Kurven  (1)  und  (2)  ausdrücken,  so  werden  auch  die  Ordinaten  y 
und  2  der  beiden  Kurven  als  Funktionen  der  Z^t  gegeben  sein, 
wenn  man  fiir  x  seinen  Werth  als  Funktion  von  t  setzt. 

Man  findet  also  für  die  Kurve  (1): 

wenn    W)^f(qmi  d(t)r:^ F(<pit)) ;  (5) 

wenn  i/;;(0=/i(gPi«)).  *i(0  =  ^i(9i(0).  © 

Die  Gerade,  die  diy'ch  diese  Punkte  geht,  hat  zn  Gleichungen: 

oder 

(y— if(0)(*i«)-<5(<))=(*-Ä(<»(tCi(*)— <K«))-  '        '    • 

I 

Elimintrt  man  zwischen  diesen  beiden  Gleichimgen  die  Grosse 
t,  so  findet  man  eine  Gleichung 

welche  die  Gleichung  der  durch  alle  diese  Linien  gebildeten  Ober- 
fläche ist.  Di€^  Durchschnittskurve  der  durch  (8)  und  der  durch 
(3)  ausgedruckten  Fläche  ist  die  gesuchte  Kurve  ties  scheinbaren 
Ortes.     Gehen  wir  zu  Anwendungen  über. 

1)  Ein  Auge  bewegt  sich  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit 
a  horizontal,  während  ein  Körper  ohne  Anmngsgesch windigkeit 
von  einer  Hübe  h  herunter  fällt.  IVlan  soll  den  scheinbaren  Ort 
dieses)  fallenden  Körpers  auf  einer  vertikalen,  der  Richtung  des 
Auges  parallelen  Ebene  bestimmen,  welche  von  dieser  Linie  um 
die  Grösse  k  entfernt  ist 
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Mao  nehme  an,  ea  fangen  das  Auge  und  der  Korper  ihre  Be« 
weeungeu  zu  gleicher  Zeit  an ;  der  Ausgangspunkt  des  Auges  sei 
Anfangspunkt  der  Koordinaten ,  die  Richtung  desselben  Aze  der 
Xy  die  Axe  der  z  vertikal  und  die  positive  Axe  der  y  gegen  die 
gegebene  Ebene  genrendet.^    Die  Gleichungen  (5)  sind  abo  hier 

ar=a<,  y=0,  2;=:0; 
-die  (6)  dagegen 

wenn  b  und  c  die  horizontalen  Koordinaten   des  Fusspunktes  der 
Linie  sind,  welche  der  fallende  Körper  beschreibt.    Demnach 

g)«)=crt>  '*(<)=0,  cJ(0=0;  9i(0==*.  ^x(t)^c,  (^1(0=*-^; 

worin  g  die  Beschleunigung  durch  die  Schwerkraft  bezeichnet. 
Die  Gleichungen  (7)  werden  also  zu: 

(o:  -  a«)  (A- ^)  ~  35  (6— aO , 

woraus 

2a«(Ay-cx)(c-y)«-.wrca:-6y)a=:0 

fär  die  Gleichung  (8)  erfolgt. 
Die  Gleichung  (3)  ist  hier 

demnach  erb&lt  man  als  Gleichung  des  scheinbaren  Ortes: 

< 

2o»(AA- «)(o—A)»—y*(tfar— **)«=», 

welche  Gleichung  eine  der  wirklichen  Kurre  identische  Kurve  aus 
drückt^  die  mit  ihr  in  der  Entfernung  k  parallel  gezogen  ist. 

bk                      hk 
Setzt  man  statt  x:a!  +  --  »  statt  i: z  H »  so  wird  diese  Glei- 

c  c 

chung  zu 

2a«  (€—*)«<» +^*c«ara=0. 


a:«=r 


2a«(c~A)« 


Demnach  ist  die  Kurve  des  scheinbaren  Ortes  eine  Parabel,  deren 
Scheitel  zu  Ko4^rdinateo  hat : 

24* 
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bk  ,  hk 

und  deren  Parameter ^  .  ^    '     ist.     Die   Axe   derselbeD    ist 

parallel  der  Axe  der  z. 

Hieraus  ergeben  sich  einige  merkwöräige  Folgerungen.  WSre, 
nämlich  ä=c,  so  fönde  man,  dass  der  Körper  eine  gerade,  senk- 
rechte Linie  zu  durchlaufen  scheine,  was  sich  von  selbst  versteht» 
da  er  alsdann  seine  wirkliche  Bahn  zu  durchlaufen  scheint^  und 
durchläuft.  Im  Anfange  der  Bewegung  ist  der  Körper  scheinbar 
in  dem  Pi^nkte,  dessen  Koordinaten: 

d.  h.  im  Scheitel  der  Parabel.  Am  Ende  der  Zeit  t  dagegen  ist 
der  Körper  in  dem  Punkte,  dessen  Koordinaten: 

^= c '  y=*'  "= 2^ • 

l^immt  man  dagegen  den  Scheitel  der  Parabel  (in  der  Ebene  der 
xt)  zum  Anfangspunkt  der  Koordinaten,  so  sind  die  Koordinaten 
dieser  zwei  Punkte: 

a:=0,  y^=^ky  2=0; 
{ß—-U)at      ,      _    gk^ 


ar  = 


,  y=A,  1=^^. 


Demnach  scheint  der  Körper  in  der  Zeit  t  (von  Anfang  an)  die 
Länge : 

^yigkH^a[c     k)  ^^^    '"«  WgU'^fi+aKc-k)*+gki 

ZU  durchlaufen,  während  das  Auge  die  Länge  at  durchläuft. 

2)  Ein  Punkt  bewegt  sich  horizontal  mit  gleichförmiger  Ge- 
schwindigkeit a  in  einer  geraden  Linie,  während  ein  Auge  sich 
in  einem  ebenfalls  horizontalen  Kreise  mit  der  gletchfurmigen  Win- 
kelgeschwindigkeit b  bewegt.  Welches  ist  die  Kurve  des  schein« 
baren  Ortes  auf  einer  Ebene,  die  parallel  ist  mit  der  Richtung 
des  gesehenen  Punktes,  vertikal  steht  und  von  dem  Mittelpunkt 
des  Kreises  um  die  Grösse  k  entfernt  ist? 

Es  sei  r  der  Halbmesser  des  Kreises,  seine  Ebene  die  der 
xy,  sein  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  der  Koordinaten,  die  Axe 
der  z  nach  oben  gerichtet.  Sei  ferner  die  Gleichung  der  vom  ge- 
sehenen Punkte  beschriebenen  geraden  Linie: 

y=c,    2  =  d; 

indem  wir  die  Axe  der  a:  ihr  parallel  annehmen  und  deren  posi- 
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tiven  Theil  nach  der  Richtung  der  Beweguns  hin  gehen  lassen'; 
dessgleichen  sei  der  positive  Theil  der  Axe  £r  y  gegen  dieselbe 
gerichtet.    Endlich  sei 

die  Gleichung  der  erwähnten  Vertikalebene. 

Es  sei  im  Anfange  der  Bewegung  das  Auge  in  der  positiven 
Axe  der  y,  der  gesehene  Punkt  m  einer  Stelle «  deren  Abscisse 
as=^A  sei,  so  ist  für  diesen  Fall: 

£C=rsin(bt),  y=rcos(60>  3^=0 

für  den  sehenden  Punkte  d.  h. 

(p(i)=zrsm(bt),  ^(t)=rco8(bf),  ö(t)  =  0; 

dessgleichen 

IMe  Gleichungen  (7)  werden  also : 

^  (x^rBinibt))d=x(k+at-'rain(öt)), 
(y — rcoe^(M))d:=zz(c--rcoa(bt)). 

Diese  zwei  Gleichungen  mit  der  Gleichung 

bestimmen  vollständig  die  gesuchte  Kurve. 

Wir  wollen  sie  nur  für  den  Fall  ableiten,  dass  (t=0,  d.  h.  der 
gesehene  Punkt  in  Ruhe  sei.    Alsdann  findet  sich : 

r»  (x — d)*= («*  -  da:)^  +  (cz—  df)^ 

als  Gleichung  der  Projektion  der  gesuchten  Kurve  auf  die  Ebene 
der  acZy  welche  Projektion  aber  der  Kurve  selbst  identisch  ist. 
Die  gesuchte  Kurve  ist  somit  vom  zweiten  Grade.    Sie  ist 

a)  eine  Ellipse,  wenn  r<c; 
jS)  eine  Parabel,  „  t'=^c\ 
y)  eine  Hyperbel,   ,,      r>c% 

Diese  Andeutungen  mögen  genügen. 


s«« 


.'•• 


Siln  iiemes  Terfahren,  ohne  IFInkel- 
messinstruiiieiite,  fast  ohne  äüe  Kennt- 
nisse in  der  Oeometrie,  und  nur  mit  ge- 
ringem Oehrauch  der  IMTesskette  selir 
zerschnittene  Flnren  i^enau  und  schnell 
auftennehmen  und  sncartiren;  also  fOr 
▼iele  üandwirthe  und  andere  geeignet, 
die  die  OeometHe  nur  neliensäelilicta 
betrielien  hahen ;  Jedoch  auch  in  fielen 
Fftilen  fOr  Fel(|messer  von  Profession 
anscheinend  vorzugsweise  l>rauchl>ar 

,  Von  dem 

Herrtl  Vermesfiittngs -Revisor  N ernst 

zu  Bessin   auf  der  Insel  Rügen. 


Es  sind  bisher  noch  wohl  keine  Absteckstäbe,  Messflag^en 
oder  dergleichen  vorgei^cblftgen  worden ,  tromit  man  viele  im  Freien 
auf  einmal  damit  bezeichnete  Punkte  in  einiger  Entfernung  (bis 
auf  ungefähr  600  Schritte)  sicher  und  genau  von  einander  unter- 
scheiden, und  darnach  diese  Punkte  leicht  benennen  könnte.  Prak- 
tisch am  brauchbarsten  dürften  solche  Messflaggen  wie  Taf.  Vll. 
Fig.  1.  einzurichten  sein-.  Die  ofi«nen  Endiläenen  des  Cylinders 
aa,  etwa  1  Fuss  im  Durchmesser,  werden  durch  gewöhnliche 
kleine  Tonnenbänder,  der  Mantel  des  Cylinders  durch  verschie- 
denfarbiges Zeug  gebildet  Man  nehme  schwarzes,  rothes  und 
weisses  Zeug,  Farben,  die  allenthalben  acht  zu  haben  sind,  was 
wichtig  ist,  Kegen  und  SonnenS^fti?l!r  widerstehend,  und  die  auch 
in  der  Ferne  am  besten  zu  unterscheiden  sind.  Mit  diesen  drei 
Farben  katin  man,  in  der  Ferne  deutlich  unterscheidbar,  21  ver- 
schiedene solche  Cylinderflaggen  herstellen.  Mämlich,  indem  von 
den  Farben  nur  die  Anfangsbuchstaben  hergesetzt  werden: 
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w.     r.  8»  r.  ^.  w.  r.  s.  r. 

r.  w.  r.  w.  8.  n  w.  r. 

w.  s.  w.  8.  r.  w.  8.  w. 

w.  r.  w.  r.  8.  w.  r.  w. 

Die  Streifen  dürfen  natürlich  nur  horizontal  gehen,  da  die 
Cylinderflaggen  8onst  nicht  von  allen  Seiten  gleich,  aunseh^n  wür- 
den« Mehr  als  drei  Streifen  zu  nehmen  ist  nicht  rathsam,  da 
dann  Undeutlichkeit  entstehen  konnte.  .  Glaubt  man  mehr  als  21 
zu  gebrauchen  9  was  indessen  nicht  so  oft  vorkommen  miigte,  so 
muss  man  lieber  eine  neue  Farbe  hinzu  nehmen.  Gelb  oder  bellblau 
würde  am, besten  sdin;  indessen  ^iefa^  in  der  Ferne  das  Gelbe 
leicht  weiss,  das  Hellblaue  scbwarz  aus.  Die  Streifen  brauchen 
nicht  breiter  als  1'  zu  sein.  Man  muss  nothwendig  in  so  fern 
eine  feste  Ordnung  beibebaltefi^  dass  man  immer  von  oben  an  die 
Flaggen  benennt.  Die  Flaggen  selbst  sind^  ein  fiir  allemal,  oben 
mit  Bändern  zum  Anhängen  versehen,  da  sonst  beim  Abwehen  z.  ß. 
r.  w.  8.  statt  8.  w,  r.  unrichtig  wieder  aBgehängt  werden  kannte. 
Viele  Verrichtungen,  so  auch  diese,  eelingea  nur,  wenn  man 
keine,  auch  nicht  die  unscheinbarste,  Vorsichtsmassregel  ausser 
Acht  lässt. 

fEs  erhellet,  dass  diese  Cylinderflaggen  auch  beim  Mes^sen 
des  Details  mit  dem  Itlesstiscii  von  wesentlichem  Nutzen  sein 
würden.) 


Zu  diesen  Flaggen  kann  man  erusstentheils  kleine  leichte, 
natürlich  aber  nur  gerade  Stangen  nehmen.  Ausserdem  gebraucht 
man  mehrere  bedeutend  grössere  Stangen,  etwa  mit  Stroh  kennt- 
licher gemacht.  Man  errichte  mit  drei  Strohstangen  (Taf.  VII. 
Fig.  2.)  in  oder  um  einer  aufzunehmenden  Flur  zunächst  ein  nur 
ganz  ungefähr  gleichseitis^es  Dreieck  ABC.  Mit  den  Cyfinderflag- 
gen  bezeichne  man  innerlialb  des  Dreiecks  alle  bemerkenswerthen 
Punkte  in  den  Grenzen   und  landwirthschafUichen  Conturen,    in 

fanz  beliebiger  Reihenfolge,  so  dass  di^^se  Conturen  von  einer 
'lagge  zur  andern  als  gerade  anzunehmen  sind;  während'  man 
dabei  zugleich,  nach  und  nach,  in  einer  dabei  entstehenden  ganz 
ungefähren  Handzeichnung,  etwa  wie  in  Taf.  Vif.  Figi  3.,  bemerkt, 
in  welchen  Punkten  und  Conturen  man  jede  einzelne  Flagge  senk; 
recht  errichtet  hat.  Es  erfordert  diese  Handzeicbnung  nicht  etwa 
Fettigkeit,  oder  geometriscbe ,  sondern  nur  moralische  Geoauig- 
Ic^t,    dass  die  notirten  Farben  nicht  verwechselt  werden  kfinnen. 

Man  messe  hierauf  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  ABC  Wah- 
rend man  hierbei  von  B  nach  C  sich  bewegt,  werden  die  säuimt- 
lichen  Flaggenstangen,  die  man  im  Dreieck  ^^IBC  ausgesteckt  hat, 
nach.uiid  nach,  aber  wahrscheinlich  ausser  der  Jßeihe»  mit  d^ 
Strotistange  ^^  in  eine  gerade  Linie  kommen.  Wo  dies  geschieht^ 
wird,  die  jedesmalige  jEntfemung,    immer  von  B  ab  geroessen. 
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notirt,^  und  hierbei  zugleich  aDgeeeben,  welche  Farbe  es  war. 
Nur  die  Linien  der  Flaggen  mit  A  notirt  man  beim  Messen  der 
Linie  BC.  Die  Verlängerung  der  Linien  zweier  oder  mehrerer 
Flaggen  unter  sich,  die  nicht  etwa  auch  durch  A  gehen,  l&sst 
man  unbeachtet.  Mw  kann  hierbei  nicht  leicht  irren ,  denn  man 
hat  nur  zu  beachten,  was  mit  der  einzigen  Stange  A  vorgeht,  die 
durch  ihre  Grosse  und  den  Stroh wiepen  kenntlich  ist  Die  beiden 
Strohwiepen  B  und  C  stören  nicht,  weil  man  damit  in  einer  Linie 
ist.  Ganz  analog  verfahrt  man  bei  der  Messung  der  andern  bei- 
den Linien  CA  und  AB,  Das  unmittelbar  beim  Messen  gef&hrte 
Manual  sShe  sich  dann  so  an: 


■ 

Von  B 

Von  C 

Von  A 

nach  C\ 

nach  i4. 

nach  B. 

R  u  t  h  e  1 

1. 

va 

17,0 

60,1 

48,3 

$ 

22,4 

13,5 

09,5 

r 

24,0 

30,8 

65,0 

WS 

29,2 

57,2 

37,4 

rs 

36,4 

58,2 

30,0 

tCT 

36,4 

66,0 

21,6 

sr 

39,4 

17,1 

57,4 

riß 

41,3 

42,3 

43,8 

sto 

45,2 

36,3 

45,9 

swr 

46,0 

58,8 

19,5 

irw 

69,5 

5»,5 

7,5 

rsw 

78,1 

17,8 

27,6 

90,1 

81,5 

79,7 

Es  ist  nfimlich  fiir  das  Auftragen  zweckmässig,  wenn  bei  jeder 
Farbe  die  entsprechenden  Entfernungen  in  den  Dreiecksseiten  bei- 
geschrieben werden.  Sollte  dies  nicht  gleich  beim  Messen  selbst 
geschehen  sein,  so  muss  doch  vor  dem  Auftragen  das  Manual 
so  geordnet  werden. 

Ans  Taf.  VH.  Fig.  4.  ist  nun  beispielsweise  bei  den  Punkten 
f ,  r  und  u>  zu  ersehen,  wie  bei  der  Coustruction  der  übrigen  Ponkte 
an  verfahren  ist. 

Wenn  beim  Messen  das  Dreieck  fertis  ist,  so  wird  eine  Stroh- 
staoee,  etwa  C,  weggenommen  und  auf  aer  andern  Seite  von  Aß 
damit  ein  anderes,  möglichst  gleichseitiges,  Dreieck  gebildet,  u.  s.  w. 

Die  Aufnahme  des  Details  hat  sonst  eben  so  grosse  Schwie- 
rigkeiten, wenn  auch  anderer.  Art,  ,als  die  Triangulimog  dner 
Flur.  Es  ist  erfahrungsmässie  die  Klippe,  an  der  junge  Praktiker 
am  leichtesten  scheitern;  denn  es  muss  immer  berücksicbtM 
werden,  dass  das  (preussische)  Feldmesser-Reglement  nur  1  S^rJüPt 
pro  Morgen ,  auch  för  die  speciellste  Vermessung ,  gewährt  Durch 
Fehler  oder  nur  UnvoUständigketten  im  Detail  Icann  aber  das 
Eigenthum  eben  so  leiclit  und  leichter  verletzt  werden,  als  wenn 
in  einigen  Seiten  des  Netzes  Fehler  von  einigen  Füssen  obwalten. 
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Das  Detail  Lstiüber  oft  so  ausoeimiend  verwickelt,  dass  bei  einer 
reiD  mechaniscben  Methode  die  Wahrscheinlichkeit  des  Irrens  die 

Serinffere  sein  dürfte ;   bei  der  obigen  ist  man  aber  auch  der  wun- 
erliciisten  Figuren  immer  vollkommen  Herr. 

Wenn  oben  angegeben  wurde ,  dass  auch  Feldmesser  von 
Fach  sich  dieser  Methode  mit  Vortbeil' bedienen  konnten «  so  ist 
es  dann,  wenn  nach  irgend  einer  Methode  das  Netz  über  eine 
Flur  gelegt  und  das  Detail  nur  einigermassen  verwickelt  ist. 
Wären  die  Dreiecke  des  Netzes  zu  gross  für  diese  Methode,  so 
können  sie  erst  durch  drei  in  den  Dreiecksseiten  errichtete  Stroh" 
Stangen  leicht  entsprechend  in  vier  Dreiecke  zerlegt  und  dann 
ganz  wie  oben  angegeben  verfahren  werden. 


Beweis  des  obersten  Orundsatzes  der 
lletliode  der  kleinsten  Clnadrate- 

Von 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka^ 

Professor  der  Madiematik  zu  Tarnow  in  Galizien. 


1. 

Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  gründet  sich  bekannter 
Maassen  auf  die  als  Grundsatz  hingestellte  Annahme,  dass  aus 
mehreren 9  für  eine  zu  suchende  GrOsse  durch  gleich  genaue 
Beobachtungen  gefundenen  Werthen  der  wahrscheinlichste  Werth 
dieser  Grösse  dem  arithmetischen  Mittel  dieser  Beobacbtungs- 
werthe  gleich  sei.  Da  sich  nicht  läugoen  lässt,  dass  in  dieser 
Voraussetzung  etwas  Willkürliches  liege,  indem  es  ja  der  Mittel 
aus  mehreren  Grössen,  also  auch  ihrer^erechnungsw eisen,  unzäh- 
ligerlei  gibt;  so  bleibt  eine  gründliche  und  allgemeine  Rechtfer- 
tigung dieses  obersten  Princips  einer  so  höchst  folgenreichen  und 
nützlichen  Doctrin  gewiss  wünschenswerth.  Ich  hoffe,  die  hi«r 
mitgetheilte  sei  mir  geglückt  und  der  Beachtung  der  Mathematiker 
nient  unwürdig. 

•  « 

'2. 

■  I 

Für  eine  zu  bestimmende  GrSsse,  welche  x  heissen  mag, 
habe  man  durch  Beobachtungen  die  Wertfae  a,  6,  c,....  gefun- 


den ;   man  verlangt  ans  diesen  Beebacfatungswerthen  die  GrSase  x 
selbst  zu  berechnen. 

Sei  die  Abhängigkeit  jeder  Grosse  /r  von 'den  fßr  sie  beob- 
achteten Werthen  a,  b,  c,....  durch  die  ihrer  Form  nach  noch  un- 
bekannte Function  f(a,  b,  c,....)  ausgedruckt;   sei  daher 

x^=zf{a9  b,  c, .,..)• 
Nun  stellen  wir  folgenden  Satz  auf: 

I.  Es  ist  gleichgiltig,  ob  man  nach  der  von  der  Func- 
tion /^  ausgesprochenen  Rechnungsvorschrift  vnmittel- 
bar  die  Grösse  x  selbst  aus  ihren  Beobachtungswerthen 
a,  b,  r....  berechnet,  oder  ob  man  zuerst  ihren  Unterschied 
von  einer  beliebigen  Grösse  m,  nemlich  x  —  m,  aus  den 
Unterschieden  der  Beobachtungswerthe  von  dieser 
Hilfsgrösse  m,  d.  i.  auS  ä-^m,  b-^m,  c — m,....,  nach  der- 
selben Rechnungsvorschrift,  und  nachher  erst  daraus 
mittelbar  die  Grösse  x  selbst  nach  der  Gleichung 
x=m-i-(x — m)  berechnet. 

Anstatt  nemlich  x  geradezu  aus  x=f(a,b,  Cy....)  zu  berech- 
nen,  kann  man  auch  vorerst  ä:  —  in  aus, 

*  •  tf      « 

..         :i:— m  =  /'(ö  — w,  6  — w,.c-r-»i,....), 
und  ^i|i|n  6i»t  X  'oas 

X  =  m  -f  (x  —  m) 

berechnen. 

Z.  B.  soll  .  die  Polbphe  x  eines  Ortes  durch  Beobachtungen 
bestimmt  werden^  undliatman  für  sie  bereits  die  Werthe  gefundeo: 

a=48012'32",  Ä=48oi2'38",  c=48012'43",....; 

so  kann  man  auch  nur  fragen,  um  wie  viel  die  Polhöhe  x  über 
48«12'=»i,  oder  über  48»>r2'30"=:m,  oder  über  48oi2'32'',  oder 
anter  48^12' 45^  oder  von  töH2'm"  entfernt  liege;  und  jede  die- 
ser Annahmen  für  m  muss  auf  den  nemlichen  Betrag  von  x  leiten. 

Die  Richtigkeit  des  behaupteten  Satzes,  der  Grundlage  un- 
serer ganzen  vorschwebenden  Untei^suchung,  erhellet  aus  Folgen- 
dem* Man  kann  ja  den  Unterschied  x-^m  selbst  wieder  als  eine 
neue,  mittels  Beobachtungen  zu  bestimmende  Grösse  ansehen, 
für  die  man  die  Beobachtungswerthe  a-^m\  b  —  m,  c — ni......  ge- 
funden hat.    Der  Voraussetzung  gemäss  soll  aber  die  GlelcfcuDg 

x==f{n,  by  c,....) 

die  allgemeine  Rechnungsvorschrift  aussprechen,  wie  jegliche 
zu  suchende  Grösse  *x  aus  ihren  Beobachtungswerthen  a,  o,  c,.^. 
berechnet  werde.  Mithin  muss  nach  eben  dieser  Reehnungsvor- 
schrift  auch  die  dermalen  unbekannte  Grösse  x-^m  aus  ihren 
BeobachtttikgAwerthen  a*— m»  b-^nti  o^m^.«,,»  A*  ih  nacb-  der 
BestimmungsgleichuBg 
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berechnet  werden. 

9 

3. 

Der  Unterschied  der  beiden  letzten  Gleic|iungeii  gibt  die 
Gleichung 

/"(fl,  6,  c,....) — f{a-^m,  b — itty  er — m »....)=: tu, 

welche' für  alle  Werthe  von  ii/i,  a,  6,  c, ....  gelten  mtiss. 

Zur  Entwickelvng  des  Subtraheiids , benutzen :  wir  Fojgeqde^^ 
Nimmt  man  y>n  einer  »ach  mehrei-en  tos  eijlander  tmibhäogige^ 
Veränderlichen  u^  r,  w,....  sich  richtenden  Function  f(u,v,w,.,..) 
ihre  partiellen  Differentialquofienteli  ^  und.  bezeichnet  man  diese 
Kürze  halber  nur  durch  q>(u),  t(v),  t/;(«7)y....;  so  gibt  bekanntlich 
der  erweiterte  Taylurscfae  Lenrsatz  das  EntwickelungsgeeMstz 

*     /*(«  +  z/tt,  v  +  Jv,  tr  +  ^v)i ...♦)  =:f(u,  Vyto, ....) 

I  ■        .  I  •  • 

w^'  ti  ^'  ^.^— •  abselttte  Zahlen  zwische'n  0  uAd  1  sin^. 

Setzt  man  deninach  u=a,  tJ=6,  «7=c,.„.,  Ju=Jv=±Jw=z..l.=-—i/L 
so  verv\'andelt  sich  obige  Gleichung  in  . 

[(p(a — twi)+x(ft-^'»;>H)+t(;(c— ^Tw) +  ....]  m=m; 

daher  auch  noch,  weil  m  jede  Grosse  annehmen  kann,   in     ' 

q>(a — fm)  +  z(6  —  ^iw)  +  i/;(c  —  &m)  +  ....=  1. 

Diese  Functionalgleicbung  solt  ab^r  fijr  jeden  Betrag  der  von 
einander  ganz  unabhängigen  Grössen  m-,*  a»  b,  c,....  nestehen; 
das  vermag  sie  jedoch  (wie  man  sich  leicht  überzeugt,  wenn  man 
von:  den  Gi:osse%'<X}  6»  c»....  ein^  allein  i^bandert)  bloss  dann^ 
wenn  jeder  Summand  unveränderlich  ist,  folglich  die  Functionefi 
9>»  2'  '^i''"  gewisse  von  ?ii,  o,  6,  c,....  ganz  unabhängige  Con- 
stanten ^,  q^  r,....  sind^  nen^lich  wenn 


♦ ; 


ist   Dann  ist 

> 
Demnach  lässt  sich  nun  leicht  die  Form  der  Function  f  bestimmen. 
Denn  weil  .    i.    .       .• »  « »  i  ■  i       •  .  •         .    ■^-  .  .  i .   " 

also  auch  .  r.  , ..    ..i 
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df^^pdu + frfr  +  rduo + .... 
ist;   so  gibt  die  Integration 

wofem  C  die  Integrations-Constante  bezeichnet. 
Sofort  ist  jetzt 

a?=/'(a,  6,  c,  ....)=  C+/?a  + 5r6-frc+ .... 

Zur  BestimmuDg  von  C  erwägen  wir^  dass  falls  sämmtliche  Beob- 
achtungswerthe  a,  6,  c,....  gleich  Null  ausfallen  wurden ,  nothwen- 
dig  auch  die  aus  ihnen  zu  bestimmende  GrOsse  x  Null  sein 
mllsste.    Dadurch  aber  wird  C==0  and  sonach 

x:=:pa-{'qb'^Te -{-.... 

Um  jedoch  auch  noch  die  wenn  gleich  einüstche  Bedingung»- 
gleichuDg 

p+5r  +  r+....=l 

in  den  Ausdruck  von  x  mit  einzuflechten ,  stellen  wir  uns  vor ,  dass 
die  Zahlen  p^  q^  T»....  mit  einer  beliebigen  Zahl  t  roultiplicirt  die 
Producte  A,  iy  A»....  geben,  nemlich  dass  pt^-h^  qt=i,  rtz^zk,,.,^, 
folglich 

A  i  k 

sei.    Dann  wird 

Aa  +  «6  +  Äc  + .... 


0?= 


1= 


t 
Ä  +  i  +  A  + .... 


Beseitigt  man   nun  hieraus  wieder  die  ganz  willkürliche  Zahl  t 
durch  TheiluDg>  so  wird  endlich 

_Afl+t&  + Ac+ .... 
"~     A+»+A  +  .... 

Oder  auch:    Sind  den  Zahlen  p^  q,  r,....  gewisse  andere  A,  t, 
A«....  (direct)  proportional,  nemlich 

E—9  —  L-. 
h—J-k ' 

80  sind  alle  diese  Verhältnisse  einerseits  auch  noch 

p  +  q+r  +  .... 

»   n »  "  I        I       «         y   ■      ■         I  ^  I 

^  A+1+A  +  ... 
und 
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ka  +  ib+kc  + 


Dann  folgt  bieraas  ebenfalls 

Äa  +  iÄ +  *€  +  •••• 
^*"     A  +  I  +  A  +  .... 

Dabei  ieachtet  zugleich  ew,  dass  die  Zahlen  A,  i,  k,.,..  nicht 
mehr  wie  die  früheren  p,  q,  r,....  mit  ihren  eigeDtlichen BetrSgen, 
sondern  nur  mit  ihren  gegenseitigen  Verhältnissen  in  Rech- 
nung zu  bringen  sind ;  ßlglich  jedes  System  solcher  Zahlen  durch 
jedes  andere  ihnen  proportionaler  Zahlen  ersetzt  werden  kann. 


4. 

Nachdem  wir  nun  die  allgemeine  Form  des  Rechuua^aus- 
druckes  von  a:  gefunden  haben  ^  benutzen  wir  zur  näheren  Erfor* 
schung  der  Hilfs-Verhältnisszahlen  k,  i,  k,....  den  folgenden  Satz: 

II.  Die  durch  Beobachtungen  zu  bestimmende  Grosse 
s  ist  ein  Mittel  der  für  sie  gefundenen  Beobachtungs- 
werthe  a,  6,  c»....;  wenn  anders  bei  der  Auffindung  dieser 
Werthe  lediglich  der  Zufall  insofern  wirksam  gewesen  war,  als 
diese  im  Vergleich  gegen  die  gesuchte  Grösse  nicht  durchgängig 
zu  gross  oder  zu  klem  sich  ergeben  haben. 

Denn  sind  die  beobachteten  Werthe  a,  A,  c,....  von  «  —  wie 
man  jederzeit  voraussetzt  —  in  so  weit  zufällig  gefunden  worden^ 
dass  m^n  keinerlei  vorwiegenden  Grund  hat,  sämmtliche 
diese  Werthe  zu  gross  oder  zu  klein  anzunehmen;  so  muss  man 
zugestehen,  dass  einige  derselben  zu  gross,  andere  hinge- 
gen zu  klein  sich  ergeben  haben,  und  dass  sohin  die  gesuchte 
urllsse  ein  Mittel  ihrer  ßeobachtungswerthe  ist. 

Nun  ist  der  die  Berechnung  von  x  leitende  Quotient  bekannt- 
lich dann  gewiss  ein  Mittel  der  Grössen  a,  6,  c,....,  namentlich 
ein  sogenanntes  arithmetisches,  wenn  die  multiplicativen  Ver- 
bältnisszahlen  A,  t,  A,....  insgesammt  in  einerlei  Aggregations- 
Beziehung  vorkommen,  also  einstimmig  oder  kurzweg  durchaus 
positiv  sind;  wogegen  es  zweifelhaft  bleibt,  wenn  sie  un- 
gleichstimmig sind.  Mithin  müssen  gesammte  anzunehmenden 
Multiplicatoren  h,  t,  A,....  der  Beobachtungswerthe  a,  6,  c»....  po- 
sitiv sein; 

oder:  die  durch  Beobachtungen  zu  suchende  Grosse 
ist  (irgend)  ein  arithmetisches  Mittel  der  für  sie  aufge- 
fundenen  Beobachtungswerthe. 


6. 

■  ^ 

Bis  jetzt  haben  .wir  erwiesen,  dass  die  wahre  zu  suchende 
GrSsse  X  ein  arithmetisehes  Mittel  ihrer  Beobachtunnwerthe  is^ 
wofern  nur'  zu  jedem  solchen  Werthe  der  passliebe  BlultipKcatsff 
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bekannt  ist.  Allein  es  gibt  kein  Mitts),  4ie  ganz  richtigen  multi- 
piicativen  VerhältnisszaSlen  au&uflnden,  daher  anch  keine  Ver- 
sicherung^ dass  man  die  wahre  Unbekannte  selbst  gefondeo 
habe;  mithin  kann  man  nur  erwarten,  aus  den  Beobacbtungswer- 
then  für  diese  Unbekannte  einen  solchen  Werth  aufzuflnden,  der 
sich  von  ihr  moelichst  wenig  unterscheidet,  und  für  sich  den 
höchsten  Grad  der  Wasfar^cheinlichkeit  hat,  und  darum  auch 
der  wahrscheinlichste  Werth  dieser  Unbekannten  genannt  wird. 

'  Aach  dieser  Vvahrscheinllchiste  Werth  der  gesuchten 
Grösse  muss  ein  arithmetisches  Mittel  der  Beobach- 
ttingsü'erthe  sein,  welche  hier  nur  andere  Multiplicatoren  er- 
halten Füssen,  die  jedoch  von  den  trüberen  desto  weniger  unter- 
schieden sein  werden,  je  weoiger  dieser  wahrscheinlichste  Werth 
von  der  wahren  Unbekannten  selbst  verschieden  ausfällt. 

Denn  1.  kann  zufällig  mit. der  gesuchten  Grusse  selbst  ihr 
wahrscheinlichster  Werth  übereinfallen,  wenn  nemlich  das  Zuklein 
d^r  :Be6bachtungswerthe'  mit  ihrem  Zugross  in^  der  ZusaÄunenfas- 

sung  siiöh  gegenseitig  aufhebt 
..  •  '        ^       .  ..       .     . 

2.  Je  grösser  die  Anzahl  der  Beobachtungen  ist,  desto  ofler 
müss  die  zu  suchende'  Grösse  selbst  theils  völlig  genau,  theils 
Röchst  nahe  beobachtet  werden,  und  desto  Öfter  ein  Zugross  mit 
einem  gleichen  Zuklein  der  Beobachtungswerthe  sich  ausgleichen, 
desto  genauer  muss  daher  auch  der  wahrscheinlichste  Werth  mit 
der  gesuchten  Grösse  übereinkommen;  ja  bei  unendlich  grosser 
Anzahl  der  Beobachtungen  muss  sogar  völliges  Zusammentreffen 
derselben  statt,  finden:  und  doch  kann  die  Kechnungsweise  our 
die   nemltehe  bleiben ,   mag  die  Menge  der  Beobachtungswerthe 

klein  oder  gross  «ein. 

• 

;3.  {Endlich  —  und  dies  ist  das  entscheidenste^ —  muss  ja  auch 
der  wahrscheinlichste  Werth  der  Unbekannten ,  so  wie  diese  selbst 
eine  gewisse  einzige  oder  bestimmte  Grösse  sein,  und  diese 
Grundbedingung  allein  hat  uns  den  ersten  Lehrsatz  (I.)  und  die 
auf  ihn  gestutzte  Ableitung  {3)  an  die  Hand  gegeben. 


6. 

Die  (po^tivetj  oder  absoluten)  Verhältnisszahlen  h,  t,  A,...., 
weli^e  den  einzelnen  Beobachtungswerthen  a,  6,  c,....  als  Mnl- 
tiplicatofen^  zugesellt  werden  und  dadurch  auf  den  Betrag  der 
gesuchten  Grösse  x  oder  ihres  wahrscheinlichsten  Werthes  Ein- 
fliise'  nehmen,  folglich  nicht  willkürlich  angenoiameB  werden  kön- 
nen,, sind  voA  der  Grösse  der  Beobachtungswerthe  unab- 
hängig, daher,  von  anderen  Eigeni^chafteaziisammengefasst,  von 
der  so  genannten  Güte  oder  Genauigkeit  der  Beobachtungs- 
werthe, denen  sie  angehören,  abhängig;  welche  selbst  wieder  nach 
der  angewandten  Beobach tungsweise»  nach  den  mancherlei 
Mitteln  und  Werkzeugen,   nach   den  mehr   oder  weniger  günsti- 

Ei  Uinst/in4ep,  der   grösseren  oder  geringeren  Sorgfalt  der 
obaehtiuig  u.  dgi«  geschätzt  oder  bemessen  wird,    wa«  fteükJi 
sehwiexig  md  nur  wenig  sicher  geschehen  kann. 
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Nur  in  dem  besonderen  —  abef  giflcklicher  Weise  am  häii- 
figsten  eintretenden  —  Falle»  wo  alle  fieobachtangen  auf  gleiche 
Weise  mit  einerlei  Mitlein,  unter  den  nemlichen  UmstSnden«  mit 
gleicher  Sorgfalt  u.  s.  f.  ausgeführt  wurden.,  und  man  folglich  die 
gefundenen  Beobachtung« werthe  allesammt  f&r  gleich  gut  oder 

f'  enau  erachten  kann,  unterliegt  es  keinerlei  Anstand,  jene  Güte- 
^erhältnisszahlen  A,  i,  Ar,....  der  Beobachtungswert  he  a,  b,  c,.... 
sämmtlfch  unter  sich  gleich  oder  der  Eins  proportional  anzuneh- 
men, bt  dann:!»  die  Anzahl  dieser  beobachteten  Werthe,  so  ist 
der  gesuchten  Grosse  wahrscheinlichster  Wertb 


a+6+c+ 
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d.  i.  das  arithmetische  IVBttel  der  Beobaehtungswerthe. 

I 

7. 

Für  den  letzten  Fall  hat  Herr  Professor  Encke  in  seinem  astro- 
nomischen Jahrbuche  fiir  1834  einen  interessanten  Beweis  gege- 
ben, der  sich  vornehmlich  auf  eine  Eigenschaft  der  symmetrischen 
Functionen  und  darauf  stützt,  dass  der  behauptete. «Satz,.—  wenig- 
stens wie  Herrn  Rüber's  verdienstlicher  Auszug  unter  Artikel 
„Experiment"  im  „Handwürterb.  d.  Chemie  u.  Physik,  herausgeg. 
V.  August  u.  A.,  Berlin  1842**,  sich  ausdrückt  —  „offenbar** 
bei  zwei  Beobachtungswerthen  gelten  muss.  Da  jedoch  das  Zu- 
geständniss  dieses  Einzelfalls  nicht  unbedenklich  ist,  daher  solches 
„offenbar**  nur  als  Nöthbeweis  sich  ansehen  lässt;  so  mf^ge  mir 
die  Anföhrung  meiner,  auf  das  logisch^  Princip  vom  zureichenden 
Grunde  gestützten  Rechtfertigung  desselben  gestattet  sein. 

Sind  durch  zwei  directe  und  gleich  gute  Beobachtungen  für 
eine  auszumittelnde  Grösse  x  die  beiden  ungleichen  Werthe  a  und 
b  gefunden  worden;  so  muss,  weil  bei  der  Auffindung  dieser 
Beobaehtungswerthe  bloss  der  Zufall  thätig  vorausgesetzt  wird^ 
es  eben  so  wahrscheinlich  sein,  einen  zu  grossen  als  zu  kleinen 
Werth  für  x  gefunden  zu  haben.  Mithin  hat  man  keinerlei  vor- 
wiegenden Grund,  die  zu  ermittelnde  Grüsse  eher  grosser  ats 
kleiner  denn  beide  Beobaehtungswerthe,  oder  eher  dem  einen 
als  dem  anderen  derselben  gleich  anzunehmen;  folglich  muss  sie 
ein  Mittel  beider  sein.  Da  aber  hat  man  wieder  keinen  über- 
wiegenden Grund,'  diese  Grosse  näher  an  dem  grösseren  als  an 
dem  kleineren  Beobaehtungswerthe  vorauszusetzen;  folglich  muss 
sie  zwischen  ihnen  mitten  inne  liegen.  Das  aber  kaiin  nur  die 
halbe  Summe,  das  arithmetische  Mittel  beider  Beobaehtungswerthe, 

— q—  9    folglich  ist  dieses  der  wahrscheinlichste  Werth  der  gesuch«- 
ten  Glosse. 


8. 

Noch  bleibt  mir  in  Kürze  nachzuweisen  ubrip,  dass  und 
wie  aus  dem  von  mir  aufgestellten  allgemeineren  arithmetischen 
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Mittel,  diejenige  von  dem Beobacbtangsfehler  A  abhänffige  Func- 
tion 9>(^/)  eich  aufstellen  läset,  der  die  Wahrscheinlichkeit  des 
Eintrittes  dieses  Fehlers  bekanntlich  proportional  ist 

Für  eine  zu  suchende  Grosse  x  seien  die  Beobachtungswerthe 
üf,  jST,  M",,.,.  gefunden 9  deren  noch  unbekannte  Fehler 

M-x=A,  ilf'  — ar=2/',  »P^x-/f,... 

sind.  Dann  ist  die  Wahrscheinlichkeit  des  ZusammentreiFens  die- 
ser Fehler  proportional  dem  Prodacte 

daher  ist  jener  Werth  von  x  der  wahrscheinlichste  >  für  vrelchen 
Sl  ein  Maximum  ist    Nimmt  man  von  Sl  den  naturlichen  Loffarith- 

men,  differenzirt  nach  x  und  setzt  ^— =:0;    so  erfolgt 


oder,   wenn  man  abkürzend  "7^  •  ""j^  = ''/'(^  setzt, 

^(J)  +  ^(^')  ^-^iA")  + ....  =0. 

Da  aber  der  wahrscheinlichste  Werth  von  x  ein  arithmetisches 
Mittel  der  Beobachtungswerthe  ilf,  M' ,  JV,....,  deren  Güte-Yer* 
hältnisszahlen  g»  g" »  y  >••••  sein  mögen,  also 

'''-        «'+/+/'  +  .... 
ist,  so  folgt  hieraus  die  Gleichung 

iKitf  -  ^) +^'(ilf' -^)  +  y'C*^ -a;)  + ....  =0 
oder 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  OSr  die  A  findet  man,  wenn 
man  die  zweite  mit  dem  unbestimmten  Multiplicator  ft  multiplicirt 
und  von  der  ersten  abzieht, 

{^{d)  -  y^Ä)  +  (tC^')  -  \i^A')  +  (^(^'0  - 1!^^")  + ....  =0. 

Diese  Summe  kann  aber  nur  verschwinden,  wenn  ihre  von  einan- 
der  unabhängigen  Summanden  selbst  allesammt  einzeln  verschwin- 
den,  folglich 

und 

**"  9^  "■  9'^'  ~  9"^"  ~  ■•" 
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ist    Es  muss  demoach  fi= — -^  eine  von  der  Veründerlichen  J 
ganz  umibliängige  Constante  sein.    Dann  bt 

also 

Die  Integration  dieser  Gleichung,   in  der  die  ^  von  der  Grosse 
des  ^  unabhängig  ist»  gibt      f 

l^^=z(iff.iJ^,  also  q>{J)z=Ce^^, 

wofern  C  die  Integrations- Constante  vorstellt. 

Da  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  /l  desto  kleiner  aus- 
fallen muss,  je  grosser  dieser  selbst  ist,  und  da  e=2'71828....>l 
ist;  so  muss  der  Exponent  von  e  negativ  sein,  und  daher  kann 
man  lfi^=  — A^  setzen,  -So  erhält  man  fär  die  gesuchte  Function 
die  Form 

wie  auch  sonst  auf  anderen  Wegen. 


IVacIiweis  der  ]II5|pUchkeit  oder  Erzea- 

g^miir  eines  OHelislLeii. 

Ein   Anhang   zu   dem   im  Archiv,    im  IX.  Bande,    1.  Heft, 
Nr.  X.,  S.  87.»  von  dem  Herrn  Herausgeber  veröffent-r 

lichten  Aufsatze, 

Von 

Herrn  Dr.  Wilhelm  M atzka, 

Professor  der  Mathematik  zu  Tarnow  in  Galizien. 


Herr  Professor  G.runert  hat  seinem  höchst  gegangenen  Be- 
weise (a.  a..O..Nr.  IX.  S.  82.)  der  von  Herrn  Koppe  gefuBdenen 

TheU  XI.  25 
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BereqhnuDgsregel  des  Raumiobaltes  eines  Obelisken  den  obeo 
erwflhnten,  über  die  Entstehung  solcher  Körper  handelnden  Auf* 
Satz  zugegeben  9  In  dessenEingang  er  die  Bemerkung  SHiqbtf  daas 
in  der  streng  vFissenschaftlichen  reinen  Geometrie  9, jederzeit  erst 
die  Realität  eines  geometrischen  Objectes  nachgewiesen  werden 
müsse,  bevor  man  es  überhaupt  nnternehmen  dfirfe,  weitere  Gu- 
tersuchungen  über  dasselbe  anzustellen*';  mit  welcher  Ansicht 
gewiss  jeder  kritische  Geometer  vollkommen  einverstanden  sein 
wird.  Von  diesem  Probleme  hat  er  selbst  eine  analytische  Auf- 
lösung vorgelegt,  ich  dagegen  werde  hier  die  von  inm  als  wüd- 
schenswerth  dargestellte  synthetische  zu  geben  und  die  seine 
so  vervollstlndigen  bemüht  sein. 

Der  Erklärung  gemäss  (a.  a.  O.  S.  83.)  ist  ein  Obelisk  ein 
Körper,  welcher  von  zwei  parallelen  gleich  vielseitigen  Vielecken 
als  Grundebenen  und  von  eben  «e  viel  Trapezen  als  den  Seiten- 
ebenen eingeschlossen  ist.  Die  Frage  ist  nun:  Wie  lässt  sich 
ein  solcher  Körper  construiren  *i 


A.    Syntbetifiche  Auflösong* 

1.    Construction  aus  einem  Prisma. 

Ein  Prisma,  z.  B.  das  5seitige  ABCDEabcde  (Taf.  VlIL  Fig.  1.) 
sei  gegeben.  Man  führe  in  der  einen  Grundebene  zu  dem  in  ihr 
befindlichen  Vielecke  ahcde  ein  durchweg  paralleles  aßyös,  jedoch 
HO,  dass  keine  zwei  parallelen  Seiten  derselben  gleich  seien.  Da- 
zu wird  man  irgend  einen  Punkt  a  zu  der  der  Spitze  a  entsprechen- 
den des  neu  zu  erzeugenden  Vieleckes  wählen,  durch  ihn  die 
aß  II  aber  (ungleich)  ^ab  führen,  dann  durch  ß  die  py  ||  aber 
"Zbc,  und  wo  nötbig  noch  so  fort  weiter  vorgehen,  bis  man  die 
drittletzte  Spitze,  hier  v,  bestimmt  hat.  Durch  diese  nun  ziehe 
man  yö'^cd,  so  wie  durch  a  die  ae'^ae.  Zum  Schlüsse  des  zu 
zeichnenaen  Vieleckes  führe  man  noch  irgend  eine  weder  durch 
6'  noch  durch  b'  gehende  Gerade  8i  [|  de;  so  ist  sicher  yd'Z.cd 
und  uB'ZLae,  Ist  zugleich  auch  noch  öe'Zlde,  so  hat  man  erreicht, 
wa^  gefordert  wird«.  Ist  aber  zuf^ti^  äi=^de\  «0.  brandit  tarn 
nur ,  ^'emi  ete  ond  y^  convergiren ,  me  SeW  äü  "Sicn  um  efn  Ange- 
messenes zu  verrlfckeii,  und  wen»  sie.  peraltel  IwtCin,  den  Punkt 
y  in  der  ßy  etwas  zu  verschieben  und  das  vorige  Verfahren  zu 
wioderhelen.  — ^  Endlich.  Jkgt  nBian.  durch  jedes  Paar  paralleler  Sei« 
ten  der  zwei  parallel  gestellten  Vielecke  aUcde  nnd  tißydz  ihre 
Ebene;  so  entstehen  eliien  so  viele  Seitenebenen,  welche,  weil 
die  parallelen  Seiten  unsteich  gemacht  wurden,  sicher  Trapeze 
sein  müssen ;  was  erforderlich  ist,  damit  der  Körper  ABCDEaßyit 
ein  Obelisk  werde. 

V 

2.    Construction  aus  einem  Vieleclc  und  einer 

paraHeien   Ebene. 

Biae  AMndening  der  gelehvtta  CensIractM»  Wsfeht  darin, 
dM8  M»  sieli  mk  hdiekige«  ebwes  Vieteck;  z.  B.  ABCBEf  ^ 
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ZU  tcÜOT  Ebene  eine  andere  P  parallel  conetrnirt,  und  in  dieser 
bei  einer  beliebigen  Spitze  a  anhebend  ein  ebensovieiseHitfee  na^ 
ralleles  Vieleck  aßy6u  so  eonstruirt,  daee  jede  zwei  paralläe  Sei- 
ten dieser  Vielecke  ungleich  seien/ 

Man  wird  in  dieser  Absieht  durch  a  und  AB  eine  Ebene 
legen  ^  welche  die  P  in  einer  zur  AB  parallelen  Geraden  schnei* 
det>  von  der  man  äß'Z.AB  abschneidet.  Eben  so  legt  man  dnrch 
ß  und  BC  eine  Ebene,  diese  schneidet  die  P  in  einer  zur  BC 
parallelen  Geraden >  auf  der  man  die  ßy'2lBC  abtrügt  So  föbrt 
man  fort  bis  man  zur  drittletzten  Spitze,  hier  y,  gelangt  ist  So 
wie  bis  hieher  verfährt  man  auch  weiter  am  Schlüsse  des  zu  con- 
struirenden  Vieleckes  dem  Wesentlichen  nach  wie  in  der  früher 
erörterten  Welse. 


3.    Construction   aus  den  Seitenkanten. 

Sei  ABCDEF  (Tat.  VIU.  Fig.  2.}  irgend  ein  ebenes  Vieleck. 
Durch  eine  Spitze  A  desselben  sei  eme  beliebige,  die  Ebene  des 
Vieleckes  durchstossende,  ganze  (unendliche)  Gerade  a  geführt. 
Durch  einen  Punkt  dieser  Ueraden  und  durch  die  nächstiolgende 
Spitze  B  lege  man  eine  neue  Gerade  6.  Ingleichen  führe  man 
durch  einen  Puukt  der  b  und  durch  C  die  Gerade  c;  und  durch 
einen  Punkt  der  c  und  durch  D  die  Gerade  d.  Ueberhaupt  ver- 
fahre man  in  gleipBer  Weise  an  allen  Spitzen  des  Vieleckes,  bis 
man  vor  der  vorletzten  Spitze,  hier  £,  angelangt  ist  Da  nun 
kommt  Alles  auf  die  richtige  Führung  der  Geraden  e  durch  diese 
vorletzte  Spitze  E  und  durch  einen  Punkt  der  nächst  früheren  Ge- 
raden d  an;    was  die  folgende  Betrachtung  vermittelt. 

Die  durch  die  letzte  Vielecksspitze  F  zu  führende  Gerade  / 
soll  die  erste  Gerade  a  schneiden,  also  muss  auch  die  Ebene  eF 
(A.  h.  die  der  Geraden  e  und  des  ausser  ihr  beßudlichen  Punktes 
F)  die  a  schneiden ,  und  darf  daher  zu  dieser  a  nicht  parallel  sein. 
Führt  man  demnach  durch  die  letzte  Vielecksseite  £F  die  Ebene 
H II  a,  so  schneidet  diese  die  Ebene  dE  in  einer  Geraden  ei,  welche 
zur  verlangten  Geraden  e  nicht  geeignet  ist.  —  Dieselbe  letzte 
Gerade  f  soll  aber  auch  noch  aie  vorletzte  Gerade  e  schneiden, 
also  muss  die  Ebene  aF  die  e  gleichfalls  treffen  und  darf  daher 
zn  dieser  Geraden  e  nicht  parallel  sein.  Legt  man  demnach  durch 
E  die  Ebene  23 1|  aF,  so  schneidet  sie  entweder  die  Ebene  dE 
in  einer  Geraden  e^,  welche  dann  ebenfalls  nicht  zur  gewünschten 
vorletzten  Geraden  e  geeignet  ist,  oder  die  Ebene  Stallt  mit  der 
Ebene  dE  selbst  überein,  was  nur  geschehen  kann,  wenn  DE  ||  AF 
und  €Jf||aFist,  wess wegen  man  da,  wo  DE\\AF  ist,  schon  die 
Gerade  d  nicht  ||  aF,  also  nicht  mit  der  Durchschnittslinie  der 
Ebene  cO  und  der  durch  D  zur  Ebene  aF  parallelen  Ebene  über- 
einfallend, wählen  darf. 

Von  den  zwei  Geraden  ei  und  e^  muss  wenigstens  Eine  die' 
d  schneiden.  Fuhrt  man  nun  durch  was  immer  für  einen  Pankt 
der  Geraden  d,  welcher  von  jenem  einen  oder  diesen  beiden 
Dbrdisebnlttspiinkten  verschieden  Ist,  nnd  durch  E  die  Gerade  e ; 
so  genügt  diese  venndge  des  Obigen  gewiss.  Legt  man  nemlich 
jetzt  die  Ebenen  eF  und  aF,   so-  schneidet  jene   die  Gerade  a, 

25* 


380 

diese  die  e,  mithin  schneidet  ihre  Durchschnittslinie  fbMe  letz- 
teren Geraden. 

Sämmtliche  darch  die  Vielecksspitzen  gelegten  Geraden  a,  b,  c, 
di  e,  f  geben  demnach  das  Gerüste  aller  »Seitenkanten  des  zu 
construirenden  Obelisken.  Legt  man  sofort  durch  jede  zwei  be- 
nachbarte, sich  schneidende  »Seitenkanten  ihre  Ebene,  so  erhält 
man  die  Gesammtschaft  der  Seitenebonen.  Dazu  führt  man  noch 
als  zweite  Gruodebene  eine  zur  Ebene  des  Vieleckes  parallel,  je- 
doch so,  dass  zwischen  diesen  zwei  Grundebenen  keine  zwei  oe- 
nachbarten  Seitenkanten  sich  durchschneiden. 


4.    Abänderung  des  Schlusses  dieser  Construction. 

Der  Schluss  der  letzten  Construction  lässt  sich  nach  folgender 
Betrachtung  abändern. 

Vor  den  zwei  letzten  Seitenkanten  e,  /*  (Taf.  VIII.  Fig.  3.)  an- 
gelangt, fordert  man,  1.  dass  e  die  d  sehneide,  2.  dass  /  ^ie 
a  treffe,  und  3.  dass  auch  e  und  /  einander  begegnen.  Es  ist 
demnach  durch  die  Grundseite  Er  eine  Ebene  eEFf  oder  kurz 
Vn  dergestalt  zu  legen,  dass  sie  nicht  nur  den  Geraden  d  und  a, 
deren  jede  mit  der  EF  sich  kreuzt,  begegne,  sondern  auch  die 
Durchschnittslinie  g  der  Ebenen  dE  unä  aF  treffe,  welche  sich 
mit  ihr  (der  Ebene  tTT)  in  den  Seitenkanten  e  und  /"schneiden; 
folglich  so,  dass  die  Normale  m  dieser  Ebene  VCl  auf  den  3  Ge- 
raden idy  a,  g  schief,  auf  der  EF  aber  senkrecht  stehe.  Eine 
solche  Normale  m  ist  aber  leicht  zu  construiren. 

Legt  man  nemlich  durch  was  immer  för  einen  Punkt  M  auf 
die  Gerade  d  senkrecht  die  Ebene  JD,  auf  a  senkrecht  die  Ebene 
21,  auf  o  senkrecht  die  Ebene  (B,  endlich  auf  EF  senkrecht  die 
Ebene  iL;  so  schneidet  die  letztere  die  drei  früheren  Im  Allge- 
meinen in  drei  Geraden  j,  «,  y.  Dann  kann  jede  durch  M  gehende, 
von  d,  a,  /  verschiedene  Gerade  der  Ebene  iL,  weil  sie  auf  E¥ 
senkrecht,  auf  c2,  a,  g  aber  schief  steht,  die  Normale  m  der  zo 
suchenden  Ebene  tn  sein,  die  man  construirt,  indem  mau  aufm, 
durch  die  zu  ihr  senkrechte  £F,  ihre  senkrechte  Ebene  errichtet* 

Nur  wenn  die  Ebene  {^jEJ||  «tJPist,  also  die  Gerade^  verschivin- 
det,  wird  jedenfalls  e\\f.  Damals  ist  aber  DE\\AF  und  cfjlaF. 
Wo  demnach  DE\\At  ist,  darf  man  nicht  auch  noch  i2||af 
wählen. 

Da  wo  nur  DE\\  AF,' nicht  aber  d  ||  aF  ist,  muss g  \\  DE\\AF 
sein,  folglich,  weil  die  Ebene  TXi  jederzeit  von  der  Grundeuene 
verschieden  gedacht  wird,  muss  sie  die  Gerade  g  sicher  schnei- 
den, wesswegen  hier  das  Legen  der  senkrechten  Ebene  (B  über- 
flüssig ist. 

Sind  von  den  3  Geraden  d»  a,  g  zwei  oder  alle  unter  sich 
parallel,  so  genügt  jede  der  parallelen  schon  allein  fiir  die  andere 
oder  fiir  beide  andere. 

.  Anmerkung.  Augenfällig  sind  die  zwei  ersten  Coostructio- 
nen  mittels  der  zweiten  Grundebeue  weit  eiofacber  als  die  zwei 
letzten  mittels  der  Seitenkanten. 
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B..  Algebraische  oder  analytische  Auflösung. 

1.    Ausgehend  von  der  Construction  der 
zweiten    Grandebene. 

Construirt  man  wie  vorhin  (in  1.  nnd  2.)  zur  Gnindebene 
ABfDE  (Taf.  yill.  Fig.  4.)  eine  parallel  gestellte  aöcde,  deren 
Seiten  von  den  parallelen  verschieden  sind^  so  kommt  es  am 
Schlosse  doch  immer  nur' darauf  an,  zu  einem  Viereck  ACDE 
ein  anderes  acde  so  zu  construiren,  dass  cdW  aber  'Z.CD^  de\\ 
«tber  'Z.DE  und  ea\\  aber  :Z.EA,  also  der  Winkel  d=zD  und 
e-==A  sei,  während  die  Seite  ac  mit  den  Winkeln  a  und  c  zwar 
gegeben  ist,  aber  nur  zufällig  ac\\  oder  r:=AC  und  a=^,  also 
c=C  sein  kann. 

Projicirt  man  (orthogonal)  die  geschlossene  Polygonale  acde 
auf  die  Senkrechte  der  iSeite  ae;  so  haben  die  Seiten  acy  cd,  de, 
ea  beziehungsweise  die  Projectkonswinkel  a,  a  +  c-t-G,  — e,  G, 
wenn  G  den  gestreckten  Winkel  vorstellt;    daher  ist 

ac.sina-{-cd.sin(a-{'C+G)-hde,sin( — «)  +  6a.sinG=0. 

Es  ist  aber  a  +  c=2G— (d  +  c)  =  2er— (D+jB),  also 

ac.sina-t-e<{.sin(Z>-f  •^) — cfe.sin£J=ü. 

Projicirt  man  (gleichfalls  winkelrecht)  die  geschlossene^  ^^'^' 
gonale  dcae  auf  die  Senkrechte  der  Seite  de ;  so  haben  die  Sei- 
ten de,  ca,  ae,  ed  beziehungsweise  die  Projectionswinkel  d,  rf+c+<?, 
—  e,  G;    daher  ist 

rfc.8ind  +  ca.sin(rf  +  c+G)+ac.sin(— e)  +  erf.sinG=0. 
Es  ist  aber  d=D,  d  +  c=2G-(« +c)=26r-(a  +  ^,   folglich 

de. sin  Z>+ ca. sin(a  +  ^ — ac.8injB=0. 

Diese  Gleichungen  müssen,  wenn  man  de  und  ae  durch  die 
von  ihnen  verschiedenen  Seiten  DE  und  AE  ersetzt^  da  sin£ 
nie  Null  ist,  jedenfalls  in  Ungleichungen  übergehen;  mithin  ist 
die  Seite  cd  immer  so  zu  wählen,  dass  gleichzeitig 

cd:z:CD, 

cd.  sin  (D-i-Ei)'Zl  DE.  sin  E-^ac,  Hin  a 
nnd 

cd. sin  D  "ZAE  .sinE — ae.sin(ii-f  £) 

sei;    was  ohne  Zweifel  jederzeit  mdglieh  ist. 
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2«    Ausgehend  von  der  Construction  der 

Seitenkanten. 

I 

Bei  dieser  Construction  sind  alle  Seitenkanten  mit  Ausschluss 
der  zwei  letzten  nur  an  die  Bedingung  gebunden ,  dass  jede  fol- 
gende dareh  einen  beliebigen  Punkt  der  vorhergehen4eii  gehe. 
Mithin  bleibt  zum  Schlüsse  mittels  der  Analysis  nur  noch  die  fol- 
gende Aufgabe  zu  iOseas 

„ZvL  einem  Paar  Geraden,  (1)  und  (2),  sollen  durch 
zwei  Punkte,  (lit/iSi)  vi^iA  (^^Vi^^) »  welche  ausser  ihnen  und 
mit  keiner  von  beiden  {n  einer  Ebene  liefen»  ein  Paar 
andere  sich  schneidende  Geraden»  (3)  und (4),  so  gefihrt 
werden»  dass  die  eine  (3)  der  ersteren  (1)  und  die  an- 
dere (4)  der  zweiten  (2)  von  jen^n  begegne«  . 

Seien  die  Gleichungen  der  gegebenen,  die  erste  und  dritt- 
letzte Seitenkante  vorstenenden  Geraden 

(1)        .  £z:£i=3t=Äi^£=:a, 

«1  bi  Ci 

und  die  der  zwei  zu  suchenden,  die  letzte  und  vorletzte  Seiten- 
kante voratellenden  Geraden 

(3)  .  £:i&=.l^2L^lziL,      . 

«i         Pi         yi 

(4)  ^-fes_y^%—.3^~SB 

•  H  Äi  Yt   ' 

Dann  sind  .eip;eiitUch  nur  die  zweierlei  a,  ß^y  zu  bestimmen, 
weiche,  so  wie  die  bekannten  zweierlei  a,  b,  c»i2ahlen  vorstellen, 
die  den  Cosinus  der,  von  der  positiven  Richtung  der  betreffenden 
Geraden  mit  den  positiven  Richtiuigen  der  win^elrechten  Coordi- 
natenaxen  der  x,  y,  z  gebildeten,  hohlen  Winkel  proportional  sind. 

Nun  soll  erstens  die  Gerade  (3)  £e  (1)  schneiden.  Dazu 
Ist  zunächt  erforderlich,  dass  sie  beide  in  einerlei  Ebene ,  nament- 
lich in  der  die  Gerade  (1)  und  den  ausser  ihr  befindlichen  Punkt 
i^Vtti)  enthaltenden  Ebene  liegen.  Seien  Ai»  Bi»  Ci  proportio- 
nal den  Cosinus  der  (wie  vorher  bestimmten)  Winkel  der  Normale 
dieser  Ebene  mit  den  Coordinatenazen:  so  müssen,  weit  diese 
Normale  nicht  nur  auf  der  Geraden  (l),  sondern  auch  auf  der 
dnrch^die  Punkte  (xiVizA  und  (Ii5i&)  gehenden  Geraden,  bei  der 
die  Cosinus  ihrer  Winkel  den  Unterschieden  ^i^|i»  ^i — ^\* 
*i  —  ti  proportional  sind,  senkrecht  stehen  muss,  die  Gleichungen 
gelten : 

aus  denen  man  die  Proportionen  findet: 


Jt  r*i  (Xg  *-*  tl)— «l^i~1h)Ä 

As«i  (jfi— ni)— 6i(^i  -  &)* 

mitteis  derer  sich  die  Proportionalen  Ag,  B^^  Q  bestimmen  lässeii. 

Damif  in  diese  Ebene,  .auch  die  gleich  ihr  durch  den  Punkt 
(li^i&)  gehende  Gerade  (3)  falle,  nfuss  auf  ihrer  Normale  auch 
diese  Gerade  senkrecht  sein;  mithin  erhält  man  für  die  Forde- 
mng^  dass  die  Geraden  (3)  und  (1)  in  einerlei  Ebene:  liegea»  die 
Beoingungsgleicbung 

(fS)  '•     A,ag+BJ,  +  (\Y,^0: 

IKeseiben  Geraden' sollen  sich  aber  auch  darchschtieideii,  da- 
her nicht  2n  einander  parallel  sein ;  folglich  diQrfen  die  Oosiens 
ihrer  Winkel  mit  einerlei  Coordinatenaxen  nicht  tnsgeiitammt  pro- 
portional, d.  h.  von  den  drei  Verhältnissen  dürfen 

(Tk  ^     h     Yl 

ih      bi      Ci 

höchstens  ein  Paar  gleich  sein. 

Zweitens  soll  die  Gerade  (4)  die  (2)  schneiden.  Darum  muss, 
wenn  A^,  B^^  C^  den  Cosinus  der  Winkel  der  Normale  Ihrer'Ebe- 
nen  proportional  sind,  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin 

(9)  ^^a«a  +  Ä^a+Ciya=0 

sein;   und  zugleich  dürfen  von  den  drei  Verhältnissen 


(10)  ^,  ^,  a 

.  er»      «a     Ca 


höchstens  ein  Paar  gleich  «ein. 

Drittens  endlich  sollen  die  Geraden  (3)  und  (4)  selbst  ein- 
ander durchschneiden.  Dazu  müssen  die  Cosinus  der  Winkd» 
welche  die  Nonnale  der  sie  beide  enthaltenden  E^bene  mit  den 
Coordinatenaxen  bildet,  insofern  sie  auf  jenen  Geraden  senkrecht 
steht  ^  gemäss  den  Proportionen  (5)  den  Unterschieden .' 

•  * 

hH'-^%n>   yi«iB-ya«i»    «il^a— «aA 

Sroportional  sein;  tmd  weil  dieselbe  Normale  auch  auf  der  dtireh 
ie  Pmikte  fliffiti)  und  ((ii^ata)  gehenden  Geraden  --  der  vorietz- 
teil  .Gtfnndseite  «^  senkrecbl  stehen  m«s««  wird  die  Bedingung 
gldchong  bestehen: 


I  \ 


9»L 

(11)        (k-ki(ßift—ß^)+('m—^(yi'^—rifi) 

+(&-fe)(«ifc-«*/»i)=p. 

Damit  endlich  diese  Geraden  zu  einander  nicht  parallel  seien, 
dürfen  von  den  drei  Verhältnissen 


(12)  -^    |,    ^ 

^  ^  «2    Pä    r« 


höchstens  ein  Paar  gleich  avsfaUen. 

Für  die  zu  suchenden  zwei  Triaden  von  Cot^inus-Proportiooa- 
len  «i,  ßi,  yi  und  oi^y.ß^t  72  hat  man  demnach  einerseits  ctie  drei 
Gleichungen  (6),  (9),  ril)  und  andererseits  die  drei  Bedingungen 
0>  (ICT)»  (12)*  Zwei  Unbekannte  y  z.  B.  y^  y%,  lassen  sich  aas 
jenen  uleichungen  eliminiren,  und  man  erhält  sofort,  blos  Ebe 
Gleichung  mit  vier  Unbekannten.  Von  diesen  ist  sonach  je  eine, 
z.  B.  ^1  und  ß2  9  völlig  frei  wählbar,  und  die  zwei  übrigen,  hier 
«1^  una  a^f  müssen  so  bestimmt  werden,  dass  der  letzten  sie  ent- 
haltenden Gleichung  und  jenen  drei  Bedingungen  Genuine  geschehe. 
Dies  ist  aber  sicher  jederzeit  möglich,  weil  diese  Unbekannten  in 
jener  Gleichung  blos  in  der  ersten  Potenz  erscheinen  und  zugleich 
stetig  sind. 


.  C    Annahme  einer  allgemeineren  Erklärung 

des  Obelisken. 

»     -     * 

Bisher  hatten  wir  die  engste  Erklärung  des  Obelisken  fest- 
gehalten, der  zufolge  sämmt liehe  Seitenebenen  desselben  ohne 
Ausnahme  Trapeze  sein  müssen,  folglich  keine  zwei  parallele 
Grundkanten  einander  gleich,  und  keine  zwei  unmittelbar  nach 
einander  fol&^ende  Seltenkanten  unter  sich  parallel  sein  dürfen. 
Dies  geschan  hauptsächlich  darum,  weil  diese  Einschränkungen 
die  Construction  wesentlich  erschweren.  Allein  die  Erklärung  des 
Obelisken  muss,  wenn  anders  die  Lehre  desselben  umfassend 
brauchbar  seki  soll,  dermassen,  und  wie  es  auch  schon  sein  Er- 
finder, Herr  Professor  Koppe,  gethan,  so  erweitert  werden,  dass, 
wenn  auch  nicht  alle,  so  wenigstens  manche  Seitenebenen  Paral- 
lelogramme ,  also  manche  Paare  paralleler  Grundkanten  gleich,  oder 
mapiche  Paare  benachbarter  Seitenkanten  parallel  seien.  Dem^ 
mäss  legen  wir  folgende  weiteste  Erklärung  des  Obelisken 
zu  Grunde. 

Ein  Obelisk  ist  ein  Körper,  der  von  zwei  paraHelen  nnd 
parallel  gestellten  gleichvielseitigen  ebenen  Vielecken  als  Grund- 
ebenen  und  von'  den  Ebenen  jeglicher  zwei  parallelen  Vielecks- 
sfiit^n  (Grundkapiten)  als  Seitenebenen  begrenzt  ist 

Nach  dieser  Erklärung  wird  der  Obelisk  insbesondere 
ein  Ptisma,  wenn  jede  zWei  parallelen  Grundkant«h  gleidioder 
die  Grundebenen  congruent  sind. 


Legt  man  diese  aUgemeinere  ErklXrang  ra  Grpnde,  so  ver- 
einfacht sich  die  Constrttction  des  Obeliskeo  oamhaft.    Denn 

1.  bei  der  Constructioo  der  zweiten  Grundebene  braucht  man 
die  nach  einander  folgenden  Seiten  derselben  jenen  der  ersten 
Grandebene  blos  parallel ,  übrigens  nach  GefaUen  ungleich  oder 
gleich  zu  machen. 

2.  Bei  der  Constructioo  der  Seitenkanteo  hat  man  nur  aliein 
zu  fordern 9  dass  jede  folgende  in  derjenigen  Ebene  liege,  welche 
die  Spitze  der  Grundebene,  durch  die  sie  zu  filhren  ist,  und  die 
vorhergehende  Seitenkante  enthält.  Nur  die  letzte  Seitenkante  / 
in  Ta^  VIII.- Fig.  2. -wird  sich  ergeben,  wenn  man  die-jßbeQe  eF 
und  aFl^gt,  wonach  ihre  Durchschnittsiinie  jene  Kante  «ein  wird. 
4si  nun 

a)  die  e  ||  a,  so  ist  auch  ^||  (e  und  a) ; 

b)  schneidet  e  die  a/  niuss  auch  f  sie  beide  im  selben  Punkte 
schneiden ;    und 

c)  endlich,  wenn  e  und  a  sich  kreuzen,  kann  e  bloss  aus- 
nahmsweise zu  Einer  aus  ihnen  parallel  sein ,  in  der  Regel 
wird  sie  jedoch  beiden  in  getrennten  Piiidcten  begefgnen. 

Man  kann  also  fast  immer  erwarten,  dass  /  sowohl  die  e 
als  auch  die  a  schneiden  werde,  und  niyr  selten  wird  sie  zu  Einer 
aus  ihnen,  und  noch  seltener  zu  beiden  parallel  ausfallen. 

Anmerkung.  Diese  letztere  Construction  nun  wurde  eigent- 
lich von  dem  Herrn  Herauseeber  des  Archivs  a.  a.  O.  als  Lösung 
einer  analytisch  -  geometrischen  Aufgabe  mitgetheilt.  Denn  seine 
Gleichungen  (2)  und  (11)  kommen  der  letzten  Seitenkante  :als 
Durchschnittslinie  der  zwei  durch  seinen  Punkt  (tt^b^c^)  und  durch 

i*e  eine  der  beiden  gegebenen  Geraden  zu ,    und  dass  sie  die  vor- 
etzte  und  erste  Seitenkante,  d.  i.  jede  dieser  gegieibenen  6eradelii> 
schneide,   hängt   davon  ab,    dass  sowohl  von  d^n  drei  V^rUSH- 

nissen 

■      '         .         j 

cosg):costf|j  co9^:cos^i,  eos%:cQ«}{| 
als  auch  von  folgenden  dreien; 

cos^rcosor^,  cosif/icosjSjg,  c6s%:c6s>y^ 

^  r  

nicht  mehr  als  zwei  gleich  ausfallen,    oder  dass  von  den  Propor- 
tionalitäten 

coscTi  :cos/?i  :cos7i  ^coso^icos^scosyii 
keine  zwei  vollständig  bestehen. 
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tlelier  die  miferenziation  der  Expo- 
nenzlalgrrSssen  und  des  üograiitliiniis. 

Voo  dem 

Herni  Professor  Dr.  O.  Schi 5 milch 

an  der  lIuTertität  sa  Jbmi. 


Wenn  mao  in  der  DlfferciDzIalreobnung  die  DiffereAiSatioD  der 
einfachsten  Funktionen  aasfuhren,  also  die  Differenzialquotienten  von 

aj'*>  ä'  «nd  \ogx 

entwickeln  wilU, so. bedarf  man  bekanntlich  dazu  des  Nachweises, 
4^3  sich  di^, Grossen 


i         '   ^"^"^  '        « 


bestimmten  ai^gebbaren  Gränzen  nähern,  sobald  map  i  bis  zur 
ättll  abnehmen  ISsst.  ,,  Gewöhnlich  zeigt  man  diess  mit  Hülfe  des 
binomischen  Satzes  für 'ganze  positive  Exponenten,  wie  auch  der 
Verlasser  in  seinem  Handbucne  der  DinerenziairechnunG;  gethan 
hat;  es  bleilii  aber  wOnschenswerth ,  den  Nachvrels  der  ^istenz 
jener  Gränaen  unabhängig  von  dem  Bioomiaitheoreme  zu  liefern, 
um  nachher  dieses  selbst  mit  Hülfe  der  Differenzialrechouog  ab- 
leiten zu  können.  Für  den  ersten  der  in  No.  1)  verzeichneten 
Ausdrücke  ist  diese  Förderung  bereits  durch  den  Aufsatz  No.  II. 
Qd.  X«  des  Archivs  erfüJlt,  und  es  bleibt  daher  noch  übrig,  das- 
selbe lür  die  anderen  Ausdrücke  in  1)  zu  leisten,  was  hier  ge- 
schehen soll. 

Für  jedefli  gan^e  positive  m  und  beliebige  y  gut  bekanntlich 
die  Formel  •, 

woraus  für  y^\-\rx  folgt: 

(H-;r)»--l  ^  1  ^  (1  ^  ^^^-^  ^  ^^,  +  ....  +  (1  +  ;r)"-«. 


Geben  ¥$U  aitf  der  rechten  Heile  dtfm  al«  poeilliv  vQnmg&k^Mm 
X  seiDen  kleinsten  Werth  Null,  so  folgt 

0? 

oder  nach  Multiplikation  mit  x  und  Transposition  vop  ^^l-i        .^ 

(l+a?)«>l+»iMr. 

Setzen  wir  jr  =  — »  wo  a  eine  positive  Grosse  ist,  und  erheben 
die  so  entstehende  Ungleichung 

auf  die  Potenz  «,  so  wird 

■ 

wobei  wir  ma=ß  setzen  wollen.  Da  m  eine  von  der  Einheit  ver- 
schiedene positive  ganze  Zahl  ist,  so  muss  offenbar  fita>or,  d.  h. 
ß^a  sein»  und  wir  können  daher  die  obige  Ungleichung  auch  so 
aussprechen:    für  «</}  ist  zugleich 

und  hieraus  folgt,  dass  der  Ausdruck 

fortwährend  wädist,  sobald  man  u>  immer  zunehmen  lässt 

Das  Wachsthnm  der  In  2)  verzeichneten  Grosse  geht  aber 
Dicht  ins  Uoendliobe  fort  upd  zwar. vermöge  des  Tbeorenes^  dskm 
für  fiiar<2 

'  ^         ^     ^2 — mx 

ist.  F{irm=l  findet  man  diesen  Satz  leicht  bestätigt;  denn  man 
hat  offenbar 


t  .     I     ■■: 


2+ar-a:«<2  +  jr, 
woraus  wegen  2+d?  — a:*=(l  +  ar)(2— «).  folgt 

2  +  « 

Oass  aber  der  Satz   auch  allgemehier  filr  jedes  positive  m  rilt, 
lässt  sich  mittelst  des  Schlusses  von  t|i  aufm-fl  dArthsn.    Hol- 


tipViztrt  man  Dämiicb  die  UngleldiuDgen  S)  und  4),  so  fo^ 

Wendet  man  darauf  den  bekannten  Satz  an ,   dass  fiir  positive  a, 
by  c  und  a<fr 

b^e       b 
a-{-c       a 

ißt*),  so  folgt  för  a=4-2(m  +  l)a;,  6=4+2(m+I)x,  c=2jiu:*: 

4  +  2(7«  +  l)ar  +  2mj:«     4  +  2(m  f  1)3; 
4 — 2(m  +  1)^  +  2wu:a  "^  4 — 2  (m  +  l)ar  * 

wobei  aber  a,   d.  b.  4  — 2(m-f  l)x,  positiv  ausfallen  muss.    Nach 
5)  ist  nun  aucb 


iiA.    v^.  ^4  +  2(m+l)a: 


d.  b. 


für  (m~|-l)a:<2;  dasselbe  stimmt  mit  dem  überein,  was  aus  der 
Ungleicbung  3)  folgt,  wenn  man  m  +  1  für  m  schreibt. 

Nimmt  man  in  3)  3^  =  — ,  so  ergiebt  sich  für  jedes  positive  m 

(l+i)"<3, 

1 

woraus   man   ersiebt,    dass   der  Ausdruck  (l -f —)>"  mit  m   nicht 

tn 

f^elcbzeitie  ins  Unendliche  wachsen  kann ,  sondern  sieb  einer  be- 
stimmten Gränze  nähern  muss,  welche  <3  ist  Dieser  Satie  lässt 
sich  auf  bekannte  Weise  dabin  erweitern,  dass  auch 

Lim(l+^)« 
eine   bestimmte   endliche   Grosse  sein  muss,   wobei  nun  m  eine 


*)  Wenn  a</>,  ist  anch  ac^^öc,  ferner 

aö'\-ac<^ab-\'M 

oder 

iind  dufch  Oiv)«i«n  mit  aia^^c)  folgt  darau«  der  obige  Satt. 


beliebigeljpositive  unendlich  wachseode  Zahl  bedeutet    Für  o>=i> 
worin  d  gegen  die  Null  convergirt,  ergiebt  sich  daraus  der  zu  be- 


egen  • 
Satz, 


weisende  Satz,  dass 


i 

Um(l  +  S)^ 


eine  endliche  bestimmte  Grosse  ist  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit 
«,  so  folgt  weiter 

Liml?£i^±i^  =  Limlog[(l+a)^J==loge. 

Da  hier  nichts  darauf  ankommt»  nach  welchem  Gesetze  8  abnimmt» 
wenn  es  nur  der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  so 
setze  man 

wobei  a  die  Basis  der  obigen  Logarithmen  und  (  eine  bis  zur 
Null  abnehmende  GrOsse  bezeichnen  möge.     Es  wird  dann 

Lim-;^-^^=logc,  basa 

oder  umgekehrt,  und  wenn  man  wieder  d  ffir  $  schreibt,  . 

a^'— 1        1 

Lim-j~==j^^,  basa; 

%tomit  das  letzte  der  io  Rede  stehenden  Theoreme  bewiesen  ist. 


Velber  den  Integni^alsinns  und  Intej^ral- 

cosinus. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Seh  15 milch 

an  der  UniTertität  sn  Jena. 


Einige  Untersuchungen  aus  der  Theorie  bestimmter  Integrale 
erfordern  die  Betrachtung  zweier  transscendenten  Funktionen,  oeren 
Definitionen  durch  die  Gleichungen 


CO       ,      »•      .  ,  «* 


Jl 


^»'^^f^^ro+^rroTO^  •"'   * 


W*    .   ,         OD*  .         «' 


geeeben  sind,  und  für  welche  ich  die  Namen  ,»lDtegralsinu8'' 
«nd  ,,l9teeralc^8iiia6'.'  vorgescUagea  habe.  Man  kann  übri- 
geos  statt  der  obigen  Definitionen  auch  die  folgenden  setzen; 

1)                              SH«)^fj^da:, 
•  2)  C?(a))=/      dx; 


genden  über: 
3)  Si(n.u)=.f^''^dy, 

in  denen  m  eine  beliebige  constante  positive  endliche  Grosse  be- 
zeichnet Wir  wollen  von  diesen  Formeln  einige  Anwendungen 
mittheilen. 

I.    Es  Ist  für  »>y^0: 


Jy = sin  y  —  4  ßin  %/  +  i  sin  Zy  — 


•••• 


Dividirt  man  beiderseits  mit  y  und  inte^rirt  darauf  zwischen  y=0 
bis  y=^Uf  wobei  te<7r  sein  muss,  wed  nur  für  ti<9c  die  obige 
Gleichung  besteht ,  so  ergiebt  sich  unter  Benutzung  von  Mo.  3) 

,,3  ••{   »  '  '      «        • 

Von  gr5sserem  Interesse  sind  die  folgenden  Betrachtungen. 

II.  Man  setze  in  der  Formel  3)  m:=l,  3»  ^^^An  +  l  und 
nehme  alle  so  entstehenden  speziellen  Gleic)iungen  mit  wechseln- 
den Zeichen  zusammen;    es  ist  dann 


•  Si(m)—  8i(9u)  +  «i(5«)— ....  +  Si(4n+lu) 
=  /      [siny — sin%-f  sinSy — ....+sin(4n+l)y]-^, 

und  wenn  man   die  unter  dedi  Int^raizddwn  stehende  RcSie 
summirt» 


St'(«)— «^)  +  5I(W)— ....  +  Si(Ä+T«) 
^  /^»sin(4n  +  2)yrfy 
t/o         2coay       y' 

Lasseo  wir  n  ins  Cnendtiche  wachsen,  so  wird 

«)  &•(«)  — S<(3M)+Si(?u)—Si(7u)+....  in  inf. 

.^  /•«sini4«+^^ 
'        ^Q  cosy       y 

wo  es  nao  daranf  aDkommt,  den  recbta  angedeateten  Gräazwerth 
zu  fioden.    Wir  aoterscheiden  zu  diesem  Zwecke  zwei  Fälle«    ob 

Dämlich  tf  <  o  ist  oder  iiiclit    Im  ersten  Falle  kann  man  den  Sata 
anwenden 


i^^fj  ^f^^,^-flf,). 


worin  das  Zeichen  Lim  sich  auf  das  unbeerSnzfe  Wachsen  der 
Grösse  k  bezieht  und  nur  vorausgesetzt  wird,  dass  f(y)  während 
des    willkiihrlichen    Intervailes   ;y=:0   bis   y  =  tt  ^nicnt    unendlich 

werde*).  Da  fflr  ^=4?i+2,  /(y)= und  «<s'  diese  Bedin- 
gung erfiilit  ist«  so  haben  wir  jetzt 


Lim  f'^^^^M^J^^'i 
t/o  y  cosy     2 


und  folglich  nach  No.  5)  für  u<(r* 
7)  |=Si'(«)-Si(3i«)  +  S»(5«)— ~. 

Ist  dagegen  tf^  5-9    so    darf  das    vorhin    citirte    Theorem   nicht 

unmittelbar  angewendet  werden ,   weil  f{y)   daan  wenigstens  ein- 
mal unendlich   würde  Während    des  Intervalles  y=0   bis   y=^u. 

Zerlegt  man  aber  sin{4ai-\-'^)y  v^  ^^^{in^ly-Sry)»  so  wird 

«sin(4n+2)yrfy  '       |^ 

cosiy        y 

^  /-«sin(4n;H)y       ,    /->cos(4n+l)ysiny 
Jo  y  ^     1/0  cosy  y      ^ 

<  Den  (Srflnewerth,  gegen  welchen  das  erste  Integral  rechts  Ar 
unendlich  wachsende  n  convergirt»  .findet  man  leicht  mittelst  def 
vorigen  Theoremes  für  k^^in-tr^i  fiy)  =  ^>    derselbe  i^t 


*)  Man  ••  de«  Verf.  Annlj tische  Studien  II.  §•  a* 


.  t/o 
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Um  auch  den  Gränzwerth  des  zweiten  Integrales  zu  erhalten, 
erinnern  wir  uns  an  folgenden  Satz*);  „wenn  /*(y)  innerhalb  des 
Intervalles   y=0   bis   y  =  u  endlich  bleibt  und  u  ein  ungerades 

Vielfache  vohg,  also  etwa  tt =(2*  + 1) 2    ist»    so    hat    man    für 

= » { /(i«)  +  /'(!«)+ AI«) +••" + If^^  «)  1  •' 

wenn  dagegen  u  kein  solches  Vielfaches  von  »  ist,  so  giebt  es 
doch  immer  zwei  auf  einander  folgende  ungerade  Vielfache  von 
q>  zwischen  denen  u  enthalten  ist,  so  dass  man 

(2»  +  l)|<«<;(2,+3)| 
setzen  darf.    In  diesem  Falle  findet  die  Gleichunjg 

= « { Ai»)  +f(^) + A5«) + •••• +f^^  »)l 

Sin  v  sin  v 

statt*'    Da  nun  — ^  immer  endlich  bleibt,  so  kann  man /'(y)=  - — ^ 

TT 

setzen  und  hat^ann  fiir  tt=(2f-f  1)^: 


Lim  /^'«^"«(^"  +  l)y^rf 

t/o        c»sy       y    * 

• 

dagegen 

wenn  «  zwischen  (2^4-1)2  ^^^  &*+3)^  liegt.     Substituiren  wir 

die  gefundenen  Resultate  in  No.  8)  und  6),  so  ergiebt  sich  folgen- 
des Theorem:    die  Summe  der  Reihe 

*}  A.  a.  O.  $.  4. 


39S 


'}    'i 


ist 


M    •  / 


wen 


nt.. 


n  ii=(2«-|-1)ä-  ist,  dagegen 


I «  •  • 


wenn  «  Z47i8chen'(2<f  i)~  nnd  (2f-|-3)^  fällt. 


<  • 


^mnit  man  hierzu  noch  die  Formel  7),  so  hat  man  in  jedem 
Falle  den  Werth  der  gesuchten  Summe. 

II.    Eine  ähnliche  Betrachtung  lä«st  sieb  auf  die  Gleichung  4) 
^  anwenden.    Schrei||m  wir  di^ 'letztere,  in  der  Forin' 


!• 


^a(mu)^fj^d9 


setzen  m:?=I,   3 9   5,....2it-|-l  und  addiren  alle  so  entstehenden 
Gleichungen,  so  wird 


-[a(to+ci(3i«),+cs$»)+,.-+c*(afi+i«)i 

=  /      [cosy  +  cos  3y  -|-  cos  5y  -f ....  +  cos  (9«+  %  ]  "^^     ^ 

_  /^«s'mcaii4^%   %    .. 
Ju  2sln.y       '  y  ' 

Zerlegt  man  sln(2n-|'2)tf  10  sin  (2ii -f  1y  4*  y)  und  ISsst  dann  n 
unendliob  wachsen  l  so  wira 

■ 

p-  sin(an+l)ycosy      ;^,;.^  >•  eos(2n+l)g 

Der' zweite  Gränzwerth  rechts  ist  Null  zufolge  des  Satzes,   dass 
überhaupt  für  unendlich  wuchseade  k 


Lim  /     /(y)  cos  kydy =0 ' 

■     •      < 


wird,  sobald  f(^)  von  y=a  bip  y^6  ^endlich  bleibt,  was  hier  der 
Fall  ist,  sobald  u  die  Null  übersteigt.    Wir  haben  daher  für  tf>0 

9)  '    0(u)  + 0(3«) +  C*a5«)+C'i(7ii) +  ....' 


=-'"-/*  ^^-^ 


Tbeil  XI.^ 


x  , 


so* 

Ferner  giebt  e$  folgende»  TboelreBi  '^)i  weaih^u  ein  Vieifaches 
Ton  Jt,  etwa  sn  ist,  so  hat  man 

'  i       ;     ,       ■       .       i  •  i 

füllt  dagegen  u  zwischen  sn  und  (s+l)n,  so  ist 

Für  s=<x>  Tereinigen  sich  beide  Gleichnngen  zu  der  einen 

=Ät  1/^(0) +  A^)+*/r2^)+/(8^)+''..:.l.' 

Zieht  man  hiervon  erst  die  eine. und  dann  die  andere  der  beiden 
vorigen  Gleichungen  ab,  so  folgt 

Lim  /  .       f(y)ay-  -    .h'^mu    •>. 

ftir  tt=rr  J    dagegen  . .      •  .  I  v.  !  , '  '-■<• .  |  >  «> .  i       \  -~ 


i  .  »  /  .'•  f  /  t    «f 


=  «(/•(!+ 1»)  +  A» +2«) +jf:<*-F3rt) +  ;..;}  .   _. 

wenn  u  zwischeo  sx  und  (s-{-l)n  liegt  Wenden  wir  diess  für 
j/^y)=55^  auf  die  Gleichung  Ö)  an)' so  ergiebt'^lch  der  Satz: 
die   Summe   der   Reihe 

J  *     f  \^  %      .  ^    , 

■.    ,C»(«>+Ct(3«)+Ci(5tt).+.<S(?V) +  -..., 

ist.  •  •„  •       •  .  •  •.  '^ 

far  «  =  «9r,  dagegen  j,   . 

(-i)M  1       i   .'  r        i 

sobald  u  zwischen  m  und  (i  +  lj^  enthalten  ist. 
♦)  A.  a.  O.  §.  a.   >■'  ...,;;..       .   •    '•" 
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Für  «=0»  d.  h.  fiir  »>tt>0,  betrSctz.  B.  jene  Summe  Iß.  — 
Obwohl  die  hier  entwickelten  SStze  aU  spezielle  Anwendungen 
weit  allgemeinerc^r  Tbeoreme.  Erscheinen  (deren  Beweise  übrieens 
nur  htiennt  elementare  Betrachtungen  erfordern),  so  sind  sie  doch 
vielleicht  desswegen  nicht  ohne  Interesse,  weil  sieden  Zusammen- 
hang aufdecken,  in  welchem  der  Integralsinua  und  Iniegralcosinus 
zu  den  harmonischen  Reihen  stehen. 


•I 


Theorie  der  modnlar-  (elUptteidieii) 
■\  ■       Funktionen. . 

Von  dem 

Hefrn  Doctor  J.  Di  enget, 

Lehrer  der  UaAcinatik  und  Fbytik  an  der  höherei  WkfgMutih^ 

IQ  Sinsheim  bei  Heidelberg, 


#' 


In  dem  Folgenden  wollen  wfr  versuchen »  diejenigen  Sfltze 
hervorzuheben^  w  nothfe^  sind,  um  zu  einer  voUstlndfgen  Kennt-  - 
niss  dieser  Klasse  von  Funktionen  zu  gelangen,  ohne  dabei  die 
Mastie  von  Formeln  anfzn bieten,  die  das  Studium  dieser  Futtktio- 
n^  cfschweren  snd  verwickeln*  Wir  lehnen  uns  dabei  an  das  an 
Fofmeln  und  Umfang  reiche  Werk  Ton  Dr.  Gndernvanrt:>„Th^ö- 
ri«  der  tModuiar-Funkttonen  und  Modular-Integrale. 
(Berlin  bei  Reimer  1844.)'*  Sind  die  im  Folgendei^  aufgeirten- 
ten  Formeln  keineswegs  neu,  so  ist  vielleicht  doch  eben  dadurch, 
dass  nur  vdas  WeseiuNche  hervorgehoben  worden»  der  weitern 
Verbrdtuncj;  d^  Keiii)tDtss  die^r  Fufiktionen  eh  Dienst  geleistet ; 
und  diess  ist  auch  einziger  Zweck  vorliegender  Abhandlung. 


■  % 


Die  veränderlichen  GrOssen  x  und  y  seien  so  beschaffen,  dass 
sie  der  Gleichung  ^ 

•      a:*H:2  V"(l-a«)a— w»«aa)jy +y»-m«o«a:V=a'   •.  (1)  » 

{genügen,  wenn  a'<l,  m^K^h    Au»  dieser  Gleichung  e^iebtsicfar 
eicht,  indem  m^  in-  Bezi^;  aurf  «  difei^eiM&trt;  v 

26* 
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Nun  ergiebt  sich  aber  aus  der  Gleichung  (i): 


wenn  man  für  y=0  a:=  +  a,,  för  a?=0  jy=  +  a  voraussetzt. 
SDerausIfolgt:' 


Setzt  man  diese  Werthe  hr  die  Gleichung  (2),   so  erhält  ipan: 


• )  • 


dx 


=0 


oder 

3y 


< I  ■  I  ■  » I «      »- 


Es  ist  somit  die  Gleicbun«^<(4)  als  eine  erste  DiffirrenssialffleicbuDg 
der  Gleichung  (1)  zu  betrachten,  und  die  8y«ttene  von  Wertheo 
vpn  .^r  ud4  y>  weiche  der  Gleicbung  ^1)  genügen ,  erf^en  auch 
die  durch  (4)  ausgesprochene  Beaiehujig.    Das  Integral  der  Glei- 

ctmag  (4)  l?t 


•  / 


Diese  Gleichung  wird  mit  (1)  zusammenfallen,  wenn  die  willkfibr 
liehe  Konstante  passend  bestimmt  ist. 


Setzt  man 


woraus  ' 

y  8y 


woraus  '     *      n 


.k 


V"(l-.fa)(l-^V)       •        '     -»«<K«0 


mi 


so  ist  die  Gleichung  (4): 


bv 


df> 


nnd  d^e  (5); 


^a*+^ay=o 


t+ti  —  C. 


I    t 


Da  diese  GielchuDg  eine  Beziehung  zwischeo  x  apd  ^  ausspricht, 
so  wird  C  von  a  und  m  abhängen.  Nun  ihuss  aber  für  x=zO 
y=a,  und  för  .v=Ö  x=sa  sein;    diess  ist  nuf  der  F|4I»  |)^'^n 


=/ 


dz 


;•! 


V(l-2«)(1— »»«Z«) 


==» 


SO  dass 


X 


da; 


;/: 


9 


^ 


V  (1  -  a:»)  (1 —m^a»)   J  o  V  (1— y*)(l  — "^^ 


dz 


t/o    V(l— z«)(l— rö*»«)' 

Diese  Gleichung  folgt  aus  (1),  Ist  ihr  also  gjfeichbedetitend.  '. 
.    Atts  ihr^^^Jgt^      > 


(6) 


•  '  « 


1t .  • 
'I 


Man  wird  daher  sagen  kOnnen:  ^ 

Ist         ' 

ist  ferner  v-f^  eine  konstante  GrOsse»  und  folgt  aus  diesen  Glei- 
chungen: a:=zq>(v),  also  y=:q>(u),  setzt  4uan  ferner  a^tpiu-^-v), 
so  sind  die  Grossen  a,  y,  a  durch  di#  Gleiebung  (I)  t^rbunden. 


Es  seien»   wie  im  vorstehenden  Paragraphen ,  v  und  or ^nrcH 
die  Gleichung 


dx 


V  (1— a:«)(l— fi?*d?«) 


(D 


verbanden»  in  welcher  m^<l»  a?^^l,  so  nennen  wir  x  den  Mo- 

dular- Sinus  von  v  flir  d^n  Moduhis  m  und  bezeichnen  Ihn  durch 
sn(r),  während  v  das  Argument  (arg.)  heissen  mag.    Die  Grösse 

VI— a:*  sofl  Modular- Kosinus  boissen  för  den  Modulus  m»   und 


I 

I        • 


bezeichnet  werden  durch  cn  u ;    die  Grosse  •  r^    -  ^  heisse  Älodo- 

VI— a:* 

lar-Tangente  voD  t?=tnr; — r*h^isseModular-Kotangente=ctnt; 

VI— mV^  aber  heisse  Modular-Differente  =:dD».    Endttch Wollen 

wir  die  Grosse  Y  1 — nfi  durch  vi|  bezeichnen  und  die  auf  den 
Modulos  m'  bezogenen  Modiilarfunktionen  durch 

hxi'v,   cn'r^  tn't?,'  ctn'ü,   dn't?.         *  • 

Alan  hat  sönach: 

cn*t>  +  Bn'r=l, 

snt>  ■     • 
tn»=-— , 

CDV 

Bnv 
dnv=  V  l--m*sn*i?=V  cn*r  +^'*s'*V 

=;V^m'2^^cnac; 

"      ■     •  •        • 

aus  welchen  GUichung^Ui  n^ch  Art  dejrBebandhmgder  cj^kltecbe« 
Funktionen,  man  leicht  neue  bilden  kann',  aus  deneii  hervoi^eht, 
dass  wenn  eine  der  filnf  Modularfunktionen  gegeben  Ist,  imh  die 
andern  yier  daraus  ableiten  kann. 


Für  m=?0  erhSit  man: 


8no=8inr, 
cnt)=cosr, 

■ 

tnt?=;?tangii, 
'cino=cotg9. 


/  •• 


FAr  f0i=cl  ergiebt  sich  ..    '  . 

Da  also,  was  auch  immer  m(>0  und  <  1)  sei,  x  oder  tmv  immer 
kleiner  als  1  ist,  so  eiebt  ea  eiue  Grosse  <p,  sq  dass 

.     'Iinn;irsfa^>  daher  on«=9cosi^/tne=z:tiiiig9,€tiii^^:%«9lg9i 
dnr9=V  J^^?ti^0ini^4=  VcQiiV*|'.i«('^«ni^» 


Di^ae  GruMe  ^  nai^it  man  die  Anplitiide  des  Argumentes  v, 
für  den  Hodi^us  m^  and  die  Bezeichnnng  ist 

.........    (3) 


9x==amv. 


1 1 


'   §.'3/  •'  -'•■'■ 


;/! 


Wir^  wollen  nun  den  Gang  der  Modularfunktionen 'etwas  näher 
erörtern.    Dazu  ist  es  nothig/.  da^  wir  die  Differentialquotienten' 
derselben  kennen.       .    .  ,  -    ^ 


V    . 


Aus  der  Gleichung  (1)  des  §•  2.  folgt  zuerst 

dv  ^  1 1   _ 

cS     V 1— a?*Vl— m*Ä*     cnt,dno* 

also,   da  ^.=snv:  '^ 


1-J  ' 


•  ■ 


•  j 


.  I 


Da 


SO'  ist 


sn*©  +  cn*e  =  l, 


^v     >      ' 


i 


;  I 


8.8n»  .        ö.cnc   *  ^ 
.  ,ffll^7^-Hai?-gj-=,a.- 


und  setzt  man  den  Wer^  aus  (1),  so  eirgiebt  sich: 


.      i  •  I  I  I         )     t  'r 


d.cnü 


1    .    • » 


=-^snodno. 


.     (2) 


8©  / 

Ebeni^o 


.  ^'' 


d.ctnv     dnv       d.amo       . 
X.   • — 5- — =dn  V 


.     .^  VI. 

Nun  ist  für  r=:0  :r^0«  also 


ar 


t    •    MJ". 


;'.!■' 


ti' 


\r 


sp(P)v-0,  «P(P)=1.  t'\«P)=0.  ."i 

d.snv 


w 


Da  aber,  der  Gleiv^bunjg  (1^  gemäss,  -^  ~  so    lange.  pesiti|r 

bleibt  als  cnn/ ümd  für  exsO  cftt^ttsl  .ist,  Ise  ^4lellStl^ako  s»ii 
von  vs=0  an  so  lange  bis  cne  negativ  wird.  Heisst  M  der 
klemste  Werth  Wn '»  <fllf  den  Modolli«  m),    für  den  cn9=0  ist, 

so^Utt  man  ; 


^  \ 


"\ 


/ 


41» 


ön(ilf)=l,  cn(iir)=?0,  tB(M)'i=^l»' ". 


f  n 


...    (5) 


ctn(iir)=0;  dn(J!f)i=:m',  am(M)=:^; 


und  es  heisst  M  der  zum  Modulus  m  gehörige  Modnlarquadrant 
Was  seine  Bestimmung  anbelangt,  so  ist 


<«  •   :    1 


9  V  (1— a:«)(l-«i««*) 
oder  da  drsssingo: 


«=/ 


2"  .8||^ 


V  1— ii»*ain*flB 


m 


Der  Gang  der  Modularfunktionen  innerhalb  der  Werthe  0  und  ilf 
des  Argumentes  ist  also  al^  beki^nnt  vorauszusetzen. 


> 

Setzt  .man  — x  statt  a:  in  die  Gleichung  (1)  des  §.  2.>  so.  wird 
V  zu  ~«o»  und  somit  ist 


sn^— 1?;;=— snr,  cn^-r-r^s-onct,  .in^**-r;=— inc,     i       . 
ctn(— e)=-^etnp,  dn(— r)  =  dnr,  ^m( — f?)=— amr,  J 

was  auch  immer  der  Werth  des  Argumentes  v  sei. 


>  §.  5. 

Aus  den  Gleichungen  (3)  des.§.  .1.  zieht  man^  trenn  man  die 
erste  mit  :r>  die  zweite  mit  y  mnItipUjsirt«  alsdann  subtrabirt, 
x^sana,  y  =  snAy  a=sn(a-pA)  setzt: 

• '     '    ' 

•  ^    '    ^"^snacn^dnA-^sD^cna  dna' 

Nun  ist  aber 

sn*a  cn^Ä  dn*6  —  sn*6  cn^a  dn^a 

=  sn«a(l-sBi«*)(l'-^m«so«6)-8n«6(l— srfla)a— «^n«a) 
=  (sn«o  -  8n*6)  (1  —  w«sn«asn«6). 

MultipKs^irt  man  also  in  vorstehender  Gleichung  Zähler  und  Nen- 
ner mit  •n«cn6dnA-f.SDi6^nadno,<  so  ergiebt  sich:  . 

t    ■  rv      surtcnftdn^+snÄcnadiva  .  ,», 

8n(a-t-6)= 1 5 — 5 ST »  -  .  .  .    u) 

^    '    '  1 — mHn'asn*6    ^  '     ^*' 


im 


I 

8nacii6dti6 — 8n6cnadna 


N 


Hieraus  folgt  nun  \ 


cii(a4*)  = 
cii(a — 6)= 


endend  —  gnaanA  dnadnfe 

cnAcn6  +  6na8n6dnadn6 
l-ift*sn«osn«6 


x^/     ■  JLN        tnadnfi+tnftdna 
*"<«'+^>^l-tnatnödnadii6 

tnadnft— tnftdna 

*''^'*~^>^l+t|iatn6dii'adnÄ 

■ 

ctngctn^  —  dnadnft 

c  o^fl+  ;      dn6cto6v|- ctna  doa 

^      /  ^ ""  cti  a  dn  a  —  ctn  6  dn  6 

j  /    .  rx      dnadnft  — iii®snacnasn6cn6 
dn(o+6)  = 1  ^«,>sn»«Wii26 

dn(a-*)=  i:^«»8naasp«6 

Setzt  man  endlich 


am(a  +  6);:5:a  +  /?. 


80 ( ist 


.  » 


•,    i- 


•i> 


»  „ 


Ix' 


tn'(d+«)=i:taDg(it4-jJ) 


,1 


oder 


t>  .   i. 


tangg-f  tangfl tnadn6-|- tnft^pq 

1 — tanecytanfir  i8  *ü  1  -*- tn  d  dnÄ  tn  6  dn^i  * 


I  ( 


m 


(3) 


(4) 


(8) 


V  • 


-tangcytaiigj} 
welcher  Gleichung  genügt  wird,  wenn 

tanga=:tnadn6,  tang/3=tnftdnay 
^^arc(tang=tnadQ6),  ß:=:arc(taiig^t|iAdna>; 

am(ii-f6)  =  arc(tang=tnadn6)-|-arc(tang=:^tn6dna)»  i 
am(a'-i)=arc(tang=stnadn6)— arc(tang=ta6dna); )     ^' 

welche  Werthe  auch  wirklich  den  Formeln  (I)  bis  (5)  genügen. 


I 


l«2 

Setzt  man  in  den  vorateliMKifei  Felrnielo  6:3ca^  so  0Mik  maa 
leicht  die  folgenden: 

Ä        2$na.cnadna 
8n2a  = 


cn  2a  = 


l  —  m^sn^o  ■ 
cn*a— sn*rxdna 


(7) 


2ttiadHa 
/       *"^«-l-.to?adnaa' 

^  tv       ctn*a-^dn*a 
.2  ctn  9  4n  a 

1   r^       dn*a — m*8n*acn*« 
dn2a==  ■      . — — s — r-"' — > 
1 — i7i*ön*a 

am2a==22arc(t(tng  =7tn,a  f  na) ; 
woraus  wieder  gefolgert  wird: 

■   4  /  /dn^4  cn2a\y    ....    (8) 

;  tlladii^.=steng(iam2a).     ' 

Ueber|iaüpt  kann  tnän  bierah^  einü  Heihe  Formeln  ableiten  auf 
ganz  ähnliche  Weise y  wte  di»  entsprechenden  Formeln  der  cykli- 
sehen  Funktionen. 

y 

5.  6. 

Die  Formeln  des  vorstehenden  Paragraphen  werden  ans  das 
fernere  Verhalten  der  Modularfunktlonen  vor  Augen  ^stellen. 

Setzt  man  a^=^M,  so  erhält  man,  mit  Beachtung  der  Formela 
des  4*  ^-  • 


K'.' 


I    ^< 


tii(Af— 6)==^;    ctn(M-b)  =  m'tab,  '         SO) 

TU  ^     •       •« 

.     ■   :•  .  .  ,      .'     :<.    1  1:,     ^  .     . 


m'  ,.      w 


dn(Jlf-nft=^j^,  am(4f— 6)=»|jr-afe(tai«t=w'tn6); 

vorausgesetzt,  dass  zuhSchst  b  zwischen  0  und  M  sei,   ohtroU 
diese  Formeln  fät  jedes  b  selten, 

»  '.     ....1  "   »       '••.     i    i"    .■•.'.  .        ;..';•,.;■..     !'.">( 

Eb^D  so.  ,  V   .       ~  \        . 

am(4f+^)=sr.+arc(tang^.m'tn6)-     ,,       . 


m 

und  wenn  man  hier  M — b  statt  6  setzt: 

•■■.:..  .'  -  - 

.    a«i(2iP/— &)=«— ani6, 

d.  L  fSr  irgepd  ein  ganzes  piosltives  r: 

am  (2r  AT + 6)  =*'''p  +  a™  ^• 
Abo  WS. (2):    .        ,   ^ 

'«'■'..  'Ä      •  .    ,     i  • 

fein((2r+l)Jf+6)  =  (2r  +  l)|±arc(tang=w'tn6).  ...  (3) 

Dieselben  Formeln  gelten  für  ein  negatives  2r  und  2r-i-l, 
Hieräiis  ergiebt  «ich 

8n(2rir^6)=srftitt(am(2ifr^6))  »9in(r?i^ 
cn  (irif^  b)  ==  cog[am(2ritf 4-  6)] = cos(f;i;+arii  ftj  =  (— ;l)**ca  6/  f  .^ 
tn(2rilf +  6)=tÄiig[am(2ril!f+6)]  =  t^Dg(rÄ-f;am6;|==tn6,    '^  ^  ^ 
ctn  (2r  Jf +6)  =;=  cotg  [am  (2r  Üf  +  b)]  =  co  tg  (wr  +  am  b) = ctn  b. 


Setzt  man  hier  r=2n^  so  slöht  man,  dass  die  Funktionen  sn6, 
cn6,  tnb,  cinb  sich  nicht  ändern,  wenn^  sich  i?m  Anm  ändert; 
diese  Funktionea  ^ind  also  periodisch  u du  der  UMnng  ^einer  Pe- 
riode ist  4W,  -  •  '  ;         y      -    f 

Was  die  Funktion  dn6\anbeiangt,  so,' ist     •  \   ^      ^ 


f 


diese  FunktioD  verhält  sich  also  wie  tnö/kiid  'litn&.. 

,  ^  AnaNdw  Forroc^?  W|Ql*t,:  '  ^  ''  •  <  *';  •  . 

SD^(2r+l)Jlf+6)  =(-l)'sn(ilf+6)=(-l)'|^,    \ 
cn  ((2r  +  1)  ^ + ft)  =(-v  l)'cn  (^+6) = (- l)r+i-^,  j 

.11'..;.        .  •    .»I     .'■.'•!     1     «i'f:i   ..■ 

ctn((2r+l)Jlf+A)=ctD(Jlf+6)a5f— m'tnÄ,,        i.    l    ..tJ 
dn(ßf  +  l)J!r+6)=:dn(ilf+6)=^.  )       .l 


I      I 


!• 


m 

Setzt  man  in  den  Formeln  (4)  und  (5)  b  negativ ,  so  efhftlt  itiao 
leicht  zwei  weitere  Systeme  von  Fprm^liN-  Setzt  man  aber  6=0» 
so  erhält  man : 

» 

sn2rJlf=0,  sn(2r  +  l)ilf=(~i)^ 

cn2rJf=(-l)'',  cn(2r+l)ilf=0, 
tn2rilf=0,       '      tn(2r+l) ;»'==:»,        }    .  .  .    (6) 

ctn2ril!f=:ä,         v  ctn(2r+l)  ilf =0y 

dn  2rüf  =  0 ,  dn  (2r  +1)M=  m'. 

Was  das  Vorzeichen  von  i  anbelangt,  so  verhält  es  sich  da- 
mit wie  bei  den  cykltschen  Funktionen ;  es  ist  dasselbe  gewis- 
sermassen  ein  d0p^ltes,  je  nachdem  man  zu  den  nnendlicb  wer- 
denden ""Funktionen  gelangt  ist;  ob  durch  ein  negatives  bis  0 
wachsendes »  oder  ein  positives  bis  0  abnehmendes  6. 


§.  7. 

Aus  dem  Vorhergehenden  erhellet  nun,  dass,  sobald  man  die 
Werthe  der  Modularfunktionen  von  0  bis  M  kennt,  man  .die 
Werthe  derselben  für  iedes  beliebige  Argtiroent  zu  bestimmen  im 
Stande  ist.  .  Allein  selbst  ionerhalb  djeser  Gränzen  lässt  sich  noch 
eine  Vereinfochung  einfahren.    Aus  deti  Formeln  (I)  des  §.  0.  folgt 

»     ■  ^ 

nämlich,   wenn  man  q-~^6  statt  6  setzt: 

*  . 

(1) 

*"(f+0=        m'         '  an.(f+4)=f-arc(tg=».'tn(f-6)); 

M 

durch  we(ebe  Formebi   man  .die,  Funktionen  för  Argumente  >  -^ 

*      -  MM  ( 

aus  denen  fär  Argumente  <^  berechnen  kann. 

Setzt  man  6=0,  'so  erhält  tnan  Formeln,  di6  leicht  die  Mo* 
dularfiinktionen  ven   -^  geben. 


/' 
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§:  8. 

'■    ■"  I 

Pflr  die  Anweodttnfe  -  der  ModolarAanktiooen  wäre  es  potfiwdn- 
diff^  dass  man  Tafeln  besässe^  aud  denen  mati  die  Wertne  vöii 
jeder  derselben  für  ein  bestimmtes  Arguineiit  entnehmen  kunnte. 
Solche  Tafeln  kunnteii  sich  leicht  auf  die  gewöhnlichen  trigono- 
metrischen Täfeln  beziehen  lassen.  Denn,  wie  wir  in  §.  9.  sehen 
werden,  ist  es  leicht  mugluA,  aus. einer  ge^ekenen  Aji»plltiid^  5I 
das  zngehörige  Arsument  v  zu  berechnen.  Man  stelle  nun  ffir  die 
Moduln  von  0  bis  1,  diese  beiden  ausgescliloseeii,  Tafeln  auf,  die 

für  jede  Amplitude  von  0  bis  ^  <lic  zugebSrig^n  Argumente  v  ge- 
ben ,  80  wird  man  umgekehrt  aus  diesen  Tafeln  füntciaeM  Medaliis 

^vSoJ  ^'^   einem  Argtmiente  v  zugehörige  Amplitude  (p  finden 

können.  Da  aber  Bnvrzsiotp,  env  =  cosq>  u.  s.  f.,  so  kennt  man 
also  auch  die  dem  Argumente  v  zugehörigen  Modularfunktionen 
mit  Hilfe  der  gewohnlicnen .  trigonometrischen  Tafebi.  War«  eiAe 
der  Modularfunktionen,  z.  B.  inv,  gegeben,  40  würde  man  (p  der- 
gestalt beiechqen,  dass  -        '  i     )  . 

tang9  =  tne, 

und  aus  diesem  Werthe  von  <^  kann  man  dus  Argument  v,  so  wie 

die  übrigen  Modularfunktionen  finden.  . 

...  ■•  ",       '  •         '■•'■•.) 

Hätte  man  also  Tafeln,  in  weichen  für  die  Moduln  Vmi  0  M» 
'  1,  diese  zwei  ausgeschlossen,    die   zu   jedem   9   von   <pvaO  bii» 

7>^^^  zugehörigem  v  (von  0  bis  M)   zu  finden  wären,  so  wurden 

diese  vollständig  genügen.    Es  wäre  vielleicht  genügend,  dass  sie 
^nach  Tausendtheilen  des  Modulus  fortschreiten  werden;    ihre  Ein- 
richtung kunnte  der  der   trigonometrischen    Tafeln   ähnlich   sein. 
Soll   überhaupt   die  Anwei^dung.der  Modularfunktionen  irnchtbrin- 

fend  sein ,   so  sind  ^solche  Tafehi  Von  unabweisbarer  Nothwendi^- 
eit.    Es  bleibt  uns  also  noch  zu  zeigen,    auf  welche  Weise. 4iti 
Grosse  v  aus  q>  berechnet  werden  kann. 


'       -         .  -  ■  '      ■  I 


§.9.  •  • 

Ganz  wie  ip  §.  3.  «i^giebt  «ich,;  frena  i|uiv=:9>  ges^txt  ^id, 

f  dv  .     .. 


< 


V^r=m*8iP^* 


<i) ; 


worin  9  unter  s*  vorsusgesetzt' werden  |Mnn>  i^der  jbj^^^tens  =n'' 

Um  also  e  aus  q>  zu  bestimmen,  haben  wir  bloss  das  Integral 
in  eine  konvergirende  Reihern  entwickeln.  Nun 'ist,  cik  m*ä{n^<lV 


4m    ' 

(1 — m*sinV)~*==l+Q»»*s*"'*V+o~l'«*8'n*9+ö~j~^ 


^-'v7^^'^'*2"?/o '  «'-"«'^ + o«t/^  ^^"'^'' 


I     I     .  I  I        I 


Das^  all gemeirre  <$Med  dietm  Reihe  M  t  <  > 

«Oi.ei^gifilJt  sich   .^ 


V 


»•»'■•■.,»  f ' . 


.  /l.3.S...:(!?r-l)\''  ^  .,  ,^  (  ••"  ^^ 


Durch  diese  Formel ,  die  Funktionen  fXg>)  als  bekannt  vorausge- 
•elzt^  letbält  voakt  v  aus  tp.  Zugleich  folgt  Ueoatti.,  dass  zä  — m 
dto  glmt|en:ModiilarriinktioRen  gehucen)  trie  au  m.  >. 

^.  ,.^«,  i^t  i^unm^hr  nofsh  ..eine  B,^echnifqg8weiii^  der  FunkSonen 
f((p)  anzugebend    Aber  nianhat:  ■    ^ 


* . " } .'.''' 


AA^-      ''■'«;.'•  .       .  '        •   •    V     i    V    !!  ..     S 


r 


.•  I 


sin 


lin  «H-ig)  cos  9 = (2r  + 1)  /    *"  sin  ^-g)  8g>^  (2r + 2)  /  %in  *'+V9 

c/  0  «/  0 


oder 


Woraus  nmij  da  fo(g>)^=^(p:  .      , 


f 


*•  •• 


4m 

/s(9>J = g)  —  «in  qp  cos  9  —  5  sin  '9  cos  (p —  srgsln^qMSOsy,       f 

2  ^  '2.4  ■•*••  * 


I.!.."         ^.4.ö....fi?r— ^>   .•=         _         ■  i- '- 


wodurch  die  FunktioDen  f(q))  doo  bestimmt  sind.     , 

Diese  Fiinkfioiieii  sind   abnehmend  und  positiv,   da  sie  Nail 
sin^  fiir*9t^0  Uud  ihr  Differenxiaiqaotient  positiv  ist  von  9=0 

biß  9>=#5:i .  I)a.  dieser  (Ar  ein  nn^ildlicb'  erosses  r  NoII  |stj^.4o'ifll 
^9>)  fSr  ein  one^dlicb  grosses  r  selbst  Null,   wenn  9^<(ö')  * 


n 


was  man  auch  auf  Mdefe  Ar<;  beweisen/ kaon^   Ffir  9>=ö'  erhält 
man  de»  ÜVerth  vö»  ilf.     .    •      .    .  .     '-  ,      1  ,  ., 

Somit  hätten  wir  die'  im  $.  ^  geforderte  Auf|B[ab^'  gdSst^-  odkl' 
die  Möglichkeit  der  Kopptnik^ion  der  Tafpli^ .  gez^^ l^t  .^ 

Die  unmittelbare  Theorie  der  Moduiarfunktioneq  ist  damit  ger 
schlössen,  und  wir  haben  riür  noc)i  ihr  Verhalten  anzugeben,  VeüÄ 
das  Argument  imaginär  oder  wenn  der  Modulus  >1  ist. 

in       . 

■ 

$.  10. 

• « 

Ehe  wir  aber  diese  Untersuchung  vornehmen,  wolleB.wir 
noch  einige  ^leicbupgen  aufstellen^  '-welche  die  Beziehvitgen  der 
Argiiniente  zd  den.  Modulvrfunktioneu  näher  darstellen. 

L    Ist  V  eiB  Argument,  dessen  Modular-Steus  =a:,  so  hat  man 

'  '  I  ' 

It.  Ist  V  ein  Argument  »^dessen  Modulaf-Kosinus  =ar,  so  ist 
sein  Modular-Sinus  =V  1— ar*=y,  also 

/*<  -^5«        j_^      /*•'••  ■  .  —8a; .     ,   \.' 


.•I-  (  I   (.(lU  ;• 


I  >    .1 1 


4fl8 


V  lat  Null  fUr  :2f==l;   da  aber  o;  Dicht ^gtSsaetala  l,  sokaDoman 
auch  setzen   ^  ^ 


=/; 


*■      « 


''  '".•ao;  • 


^  .  '•'^l  '!• 


^ :.    .        .    ,    .      (V) 

Für  j?=0    ist   die  Wurzeigrusse '=m^    fär  a?=l  ist  sie  0,   tut 
07  >1  ist  sie  imagin&r. 

HI.    Sei  ^  efli^  Argtt^tt^A^)  dto^«n  ^fddular-'fangente^ar,  so 

jyy  mitbin 


48t  sein  Modular-Sltius  /  W:g^>^^ 


'.«. 


(3) 


:»  . 


:.    .  V     \ 


•   '•  ••» 


"Vo  v^r- 


do7 


+'(*w<«fl)a;«*fm'»Ä* 


1?  ist  Null  för  a;=0;    a:  aber  kann  jeden  positiven  WcrtK  haben. 
F«r  as»i  Ist  v^M. 


/.  I 


IV.    Ist  t)  ein  Är^cument,'  dessen  Modülar-Kotang^ente  =x,  so 
isJt4^8^en.lä[odMlar-Tangente  ;==X:==^9  n^Uhin  .   .;      -  -, 


»»    '. 


- .  (4) 


•  *       * 


»•I 

-8a: 


t»  Ist  .Nun  far  4i:  ==  06^  fl!r  o? =0  tst  r  ~  üf .;    .^ 
,    V.    Es  sei  dn9=a:/so  ist  si\t>=v= — z: — ^5    demna«h 


=/ 


9 


^ 


,V  (l-«-y»)(l-m^«) 


)    i/i    V  (L—x*){x*—m'^  ( 


(5) 


i*— i*  / 


V  ist  Null  fSr  a?=l,  «  ist  =ilf  iurjjr=fit';  a?  iist  imaier  swischen 
1  und  m';  tut  xr=i  Ist  die  Warzelgrusse  NiiR>  üfr  a:=srii/  eben- 
«falls*  Null ;    aunserbalb  dieser  Gränzen  ist  sie  imaglnSr. 


40» 


also 


yU    Es  sei  taDg(iaiii.9)=:a;.    Nun  ist  taogi^^ssV  jy — ^* 


dr=:tang(^nio)=:V  737; 


1 — cnr  1 — a^^ 


cnv 


>    CD»  = 


l  +  ar*~y- 


Daher  nach  IL; 

VII.    Es  sei  — Tss \= =^»   so  ist 

8n(^*— v)      cn© 

dx        in'cn^üsnr  +  snudD*»  ^  _ 

S?=— ^^*^ =8n»(^-m«). 

Aber 

VT— iw^sn*»         ^         1  — a;« 

Demnach  '    .^ 

also 

_/** dx  r* Zx 

V  ist  Null  ßr  ^  =  1,   r  ist  =ilf  för  ar=OD;    also  geht  x  von  I 
bis  Qt. 

VIII.    Es  sei  CB(i|l— «>t=fii'5~=Ä?,»s9  ist 


/^^  %x       '  _r' 

"V-o   V(l -ar«)(w'Hwi*i^*) "^  ö  -^ 


m'H(»>^^— m'«)a:«— m«ar* 


Für  ar^O  ist  t>=0,   für  rr^^l  ist  t=tiir.     Die  Wurse^Csse  ist 
reell  von  ar=:0  bis  a:=l. - 

IX.    Es  sei  — =:x.  so  findet  man  ganz  wie  oben 

cnr  ® 

n  ist  Null  fflr  a?s=l,  und  ist  =ilf  (vir  ;r=Qo;    also  geht  x  von  1 
£is  00.    Für  ;r'<l  ist  die  WurzcAgrOsse  imaginär. 

TheU  \I.  2T 


«  \ 


410 


X*  '  Eb  sei  dn(Jlf-^i;)±=i — =^9  so  findet  inan  efoeDfalls: 


(10) 


V  ist  Null  fiir  x=^m! ,   und   ist  =il!f  fiir  ar=l;    also  geht  j:  tod 
m'  bis  1«  iilnerhatb  welcher  G ranzen  die  WurEelgrOsse  auch  reell  ist 

A^hnlicbe  Forinelo  lassen  sich  Tioch  imchtabl^te^;  .die  ge- 
gebenen genügen  aber  zu  unserem  Zwecke. 


§.  11  ^      . 

•  ■  p    1  .  ^  •  *         ■  ~ 

Die  Formeln  des  vorstehenden .  Paragraphen  werden  uns  auch 
die  Aufgabe  lösen,  die  Verhältnisse  der  Modularfunktionen  anzu- 
geben,  wenn  das  Argument  imaginär  ist. 

Setzt  man  nämlich  sntrssiz,  so  ist  also  . 

''=Jo  TüT^yrS^^'."'""  '=yo 


*     • 


V'(l+2*)(l+m^2y^  Jo    V  (1+V«){1+«1%«) 

Hieraus  folgt  aber,  nach  $.  10.  III.,    dass  x=tn'r,  wenn  man  die 
In  §.  2.  ferner  erwähnte  Bezeichnung  einfährt.    Demnach  ist 

•  fl 

.    8Btr=^^tn'r,   .      _ . 

wean  i^  V.'-rl-  ^öieraps:  .... 

1  •■'  • 
•    cntozsi — j-.-    *tntD!^f sn'«, 
cn^^'  ' 

*  etn «?==.■>.,  duii??=:-2-r^,  '7  ....    (1) 

tsnri^  ön  t?  •   i  ^  ' 


iinfo=£log(ii^^); 


daraua  «iJieht  sTch,  wenn  man  die  Fotmdo  des  §.  5«  baaditet:  > 


•  ••   •   ^ 


.1  «41 


sn(a  +  6t)=: 


<  \ 


V 

I 
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_8Dadn^6  4-t8n^6cn'6cngdiifl 
""  l-dn^asn'a^ 

/    .'i-v     cnacn'Är— .tÄnadnfl8n'6dn(6 
cn (a  +  w) =-• — — 79jr-B — «   ^«-   *   .oü 

_cnacn^&  —  t8Pfldttasii^6dp'fr 
.^  1  — dn%b8ii'«6 

^     %n(a  +  bi)  • 

j^/     ■  A-v^  ^flnadn'Äcn'Ä  — tm*snacna8D^.6 
M(a  +  «)= l^drflaan'^     ' 

am(a+ 6t)=arc(iang= —    ,.i    )  -f  af?(taDg=i8D'6ano) 

Aus  diesen  Formeln  lassen  sick  einige  bemerkenswerthe  For- 
meln ziehen.  H^sst  nämlich  M'  Hier- zu  m'  gehorise.  Moduiar- 
qnadrapt  (§.  3.)»  so  ist  nach  §.  6.,  wenn,  man  h=:2rm'  setzt: 

SB(a  +  2rilf'0=sna,  cn(ä^'irM'i)=:(-'iycna,  \ 

tD(a+:^Ä^-)===Hl)'-tn^,  etn{a.+  &i!f'ö=(-TJ)'ctnaJ    (3) 
dn(«+2rÄ<t)=a(— l)^do4i;  ' 

woraus  folgte  dass^  wenn  a  um  ArJU'i  wächst ,  die  fünf  Modular- 
funktionen  sich  nicht- ändern.  Setzt  man  noch  ki^2nM  statt  a, 
so  ergiebt  sich:  :  «    . 

sn  (« + 2iiiK+ 2riir'i)=(- D«  sn  a , 
'     €n(ir+2wilf4^2r^i)={-:l)'-+»cna, 

tn(a+2»üf+2rif'0=(-.l)'tna,      }     (4) 

'ctn  (o +2«i«f +2r  Jf'i)=(— l)'ctn  «; 
^  dn(a+2nüf+2rilft)=i'(-l)»'dna;   . 

ads  welchen  ^eichunged  sich  ergebt/  dass  >lie  aufgezählten  fönf 
Bltktularfiinktione^  doppelt  ^^iodisck  iE^iid^  und  dass  der  Umfang 
einer  reellen  Periode  4Jlf,  «er  iMner  imifginäreQ.'2sc4V{^8Bi.  <-       ' 

§.  12. 

Ist  der  Mbdülus  grösser  als  1>  .so  kann  er  durch  —=^mt 
dargestellt  werden,  4a*m<.l.     Die^  Modularfunktionen,    die  sich 

27* 


•«v 
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« 

auf  diesen  Modulus  beziehen » «^Bftugeo   durch  aniv,  cnx«  u.  s.  t 
bezeichnet  werden. 

Ist  nun  süiv^^z",  so  hat  man 

Seist  man  nun  z=mz! ,  so  ergiebt  sich 

/^«^  mBz' g  _  /^»^  dz'     ^ 

^Jo   V(l-^V'^)(i-z'«)'    wi"Vo  .V(i— f'*)(l-ni%'*)' 

d.  ^^ 

•^  i'=sn(  — ),  also  6nit)=z=iii2'==iii8nf— )• 

Hierauis  folgt: 

sn,i?  =  insn^J,  cDiD  =  dnQ^>  \ 

V  /snf  — )      V   ".         dnf—  I 

tniü  =  iw — 7"~v  ^*"i*^== — .  ^  y^,)    '  '  :  '  :    \'f 
,      dn(  —  j  ?/isn(  -  j  I 


dni  1?  =  cn  (  —  ). 


Ei^^sind  noch  zwei  weitere  Modularfnnktion^n  einseßlhrt  wor- 
den; da  sie  aber  erst  bei  den  IritegraJformeln  nOthig  änd^  mo  ver- 
schieben wir  ihre  Theorie  dorthin. 


f.  13. 

Zulh  Schlüsse  dieser  Abhandlung  soll  fner  eine  Anwendung 
der  Formeln  ^s  §.  10.  gegeben  weroen»  Diese  ^Anwendung  be- 
trilt  die  ^IntegraÜormel  , 

'  *   J   Vlt^Bz^+Cz^' 

Hierbei  sind  nun  folg<ende  Fälle  zn  unterscheiden: 

.  L  '  A\^i  p^osStip  or  n^'C  ist  dessgleichen  positiv  =:(^,  B^niiibn, 
worin  a^<  1  >  fibrigens  ä  positiv  oder  negativ.  % 


Man  hat  also 


='f'\r4"*P"     '    '" 


I 
/ 
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Wir  V wollen  diese  Formel  Identifiziren  mit  (6)  des  §.  10.,  so  ist 


Demnach 

a 


dx , 


^     1  AP' 
WbJo 


1 8«^ 1      V 

V"l+2(/ii'a— mV^+o:*""  V^ '  K 


Mao  hat  also 


^     2  V«6  * 

VI— cnr       a/6  a— 62* 

i~i =«V  -»  cno= — m» 

1  +  cn»      ,^  a*  a  +  62* 


(2). 


m 


=V'- 


2    •  / 


Durch  diese  Qleichungen  ist  nun  die  Aufoabe  gelSst    Man  suclit 

'  f'  M        tt 

in  dem  Systeme,  dessen  Modulns  =V  ~~iT~>.    ^^®    Argument   r, 

dessen  Modularkosinus  = — 7-r\»   *o  "st  tt7==^  das  verlangte  In- 

tegral. 

Da  in  VI.  des  ^^  KX  or  geht  von  0  bis  od  ,  so  geht  z  von  0  his  od. 
Für   z  =  0  ist  vorausgesetzt  y^Qy    ffir  2=00  ist   9=2^,    also 

y^z-j~=^    Die  Formel  (1)  giebt  also 

VI—« 


Da 


/•        '■ 


^  /•* &_^ /*« »2 

■"t/o.  Va»  +  2a6«2«  +  Ä^    t/o   VV*+2a6«2«+6V' 

so  ist  dieser  Fall  leicht  auf  den  Vorhergehenden  zu  bringen. 

n.    Es  ist  Ä  positiv  =ra^9  C  positiv  =76^5  B  positiv  :=:2«6« 
und  o  >  1.    Alsdann  hat  man 


J, 


IdentiOzirt  man  mit  III.  des  §^  10.,  so»  hat  man 


woraus 


Demnach 


Daher  hat  man  zur  Bestiramong  von  y  das  folgende  System: 

Da  in  III.  des  §.  10.  x  geht  von  0  bis  ao,  so  geht  x  von  0  bis  x; 
für  z=Ö  ist  vorausgesetzt  ^=0,  för  ztäqo  ist  ff  =  \J  \~T)*^i 


daher 


0     V  fl«  +  2abaz^  +  6 V^\  Va^/' 


I   '» 


wenn  a,  ^,  a  positiv  und  ix>  1.      ^  ist  der  Modularquadrant  des 

Systems,    dessen  Modulns  =  VI— iw'*,   m'i^if— V«* — 1.     Die 
Übrige  Behandlung  ist  die  glei<^e,  wie  in  I. 

HL.    Es  ist  ^positiv  =a*,  C positiv  =h^,  Ä  negativ  = —2iiÄ« 
und  CK>1.    Hier  sind  zwei  Fälle. 9a.  unterscheid»»  :\i       '^ 


IIL  1.    -2«<1. 


f. 


Identifi^rt  man  mit  §.  10.  L,  so  hat  man  -2z4=^mV*, — i':pmHL 


woraus   ^  iis4r  r — J . « ,  •  m = «  —  V'ß* — 1  r    Daher 


•        * 


i! 


DeniBa^rh 


Sa: 


nfi+l)x^+m^a^ 


-V(s)- 


m=a—  Va*— 1. 


'    ^ 


{         «!     « 


{  <  < ,  1 


Da  sc  geht  von  0  bia  1»  S9.  geht  z  vod  O^i^  1/  -?-,    y  von  0  bis 

III,  2.    ^z*^>  1.    Man  idefftifizirp  mit  VD.  dta  §.  10.,  «lo  iia^  4» 
dort  mo  = 


6*^     X*      26a  -     m«+l    , 

AS 


m 


a 


2*= 


m^ 


*"; 


r  woraus 


=V'.(s)'"=V'\($)''n  , 

Far  VIL  des  j,  10.  geht  jr  von  1  bis  cao ,  af^fQ  z  von  V  T^}  ^i'  ^• 
Demoach»  wenn         ^x      x 


.  «>1; 


so  ist 


26aaz>  +  6»** 

1 döü A  /  /«»^\ 

snjÄ-rr)— cnc  — Y  Va/*' 

mjE=«— ^Va* — 1. 


z' 
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Fiir  2=00  ist  v=s]U,  also: 


/»OD 


^  4 


worin  Jlf  der  Modalarqnadrant  zum  Modulus  a —  \  o^— 1  ist. 

IV.    Es  ist  A  positiv  x=u^^'  (; negativ  =6*,  £=2a6ff,  worin 
a  ganz  beliebig  ist. 


Man  kann  setzen 


9 


Verglitheo  mit  Vlll.  d6s  $.  10. ,  wo 


""i'yf^i^A- ^- 


giebt 


a«**"~m'»'^' 


26a 


z»= 


m* — m'* 


m 


'S 


^, 


woraus 


v 


=VO*''»=v 


1  + V 


V^347 


\ 


v^ 


Vl?+I 


Also: 


'      I 


*= 


Also 


=V(»)»''=V(=S^);- 

S      -  -    . 


ar« 


cn 


m=y 


Ut7==^ 


,   1» 


=V 
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von 


Fflr  VIII.  d66  §.  la   g^t  X  von*  0  bis  1>   also  gebt  hier  z 

F«,  .=0  i.,  fO,  ffl,  ^y  (55)  ..t,=V  (!^).Jf. 

.  V.    Es  sei  A  negativ  =  —  1«*,  C  positiv  =6*,  J??=2a6a,  ^icnn 
a  beliebig. 


y= 


■/v 


Ans,  IX.  des  {.  10^  folgt 


iwr= 


1+    ■      j,'    a:H^^ 


TO*    .        "  m' 


IdentiAzirt   man,    wie    oben,    so   findet    sich    ^=V  vüw'y*'' 


m=Y  ö — ^»  demnach 

^x 


=V  (s=)-  •  ■ 


w«      •*  ^  m« 


Also 


^1+ 

m 


CO 


Da  X  geht  von  1    bis  <x>,    so   geht  z  von   V  (j^)  bis  c»;    y 

l.tOfilrx=y^(^),    i.ty^).J!ffilr,=  oe. 

VL    Es  sei  A  negativ  =r^a*,  C  negativ  =  —  6*,  B  positiv 
=2a6iK,  worin  a>l  sein  muss. 


.y= 


"A^ 


Aos'X.  des  {.  10.  folgt 


"'ilr- 
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IdentiGsirt  man  und  verfiibrt  vie » früher^  so  erhält  man  leicht  das 
folgende  System: 


y 


-V(Sh 


d.<»_.,=^=V  f-j:)... 


m' 


=^a-V^?=n[. 


'4   ■  •  » 


Da  a:  geht  von  m'-hu  1,  so  gefit.z.Ton  V  -j-  bis  \ .T^i'^ 
y  ist  Null  fflr  r  =  y  ~!i^  und  gleich  ^  (^\m  fiir  z=y  £7- 


Ausserbalb  dieser  uränzen  kann  z  nicht  treten,  wenn  die  Wurzel 
Tusso   reell 
[es  Integrals 


grosse   reell   bleiben  soll.     Diese  Fälle  sind  bei  der  Betrachtung 


\ 


f 


Bz 


auGsHzfthl^ii;.  sie  ecschupfen.  ubrig«(ns  alle  möglidien  Fä|^. 


In  einer  folgenden  Abhandlung  wollen  wir  einige  Integralfor- 
mein,  in  denen  Modularfunktionen  vorkommen,  behandeln,  so  wie 
eine  Erweiterung  der  Resuftate  ^es  letzten  Paragraphen  dieses 
Aufsatzes  geben.  Wir  wiederholcfn  fiier  nochmals,  dass  es  durch- 
aus nicht  unsere  Absicht  ist.  Neues  aufzustellen,  vielmehr  wollen  wir 
—  und  das  ist,  wenn  wir  nicht  irreil,  eine  Haupttendenz  des  Archivs  — 
zu  näherer  und  leichterer  Renntniss  dieses  wichtigen  Zweiges  der 
Analysis  beitragen.  Es  wurde  desshalb  unbedenklich  Fremdes  be- 
^niitzt,  zuma^  dasselbe  in  grossen  Werken  aufbewahrt  ist,  die 
durchzugeheiL  Dicht  Jeder  Zeit  und  Liist  hat.  ^ 

...  I       ^  ,  #,i  ••• 


ii» 


V 


)  ; 


t 


\ 


t< 


:  '.  J    fi!     < 


^,       N 


4W 


'      •    -     . 


.  ♦ 


■  — ■ ^     -v  . 


lleXii^r.,  die  Spnuiilriiiiir  Teriscihledener 
'      unendliclier  Beiheii. 

■'•■", 
Von  dem 

Herrn  Dr.  J.  Ph.  Wolfens, 

attronomiflchen  Rechner  ^D'di^  königlichen  Sternwarte  lu  Berlin. 


I. 


Wir  wollen  hier,  die  Summen  Tersphiedener.  unendlicher  Reihen 
za  bestimmen  suchen ,  weiche  meistentheils  in  den  Lehrbiichern 
dei  Differential-  und  JntftmJr^cb^uiig  hecgeleitet  zu  werden  pflegen. 
Unseres  Wissens  wird  dort  umgekehrt  die  Summirung.nid^t  ge- 
zeigt, da  dieselbe  aber  mehrfache  Gelegenheit  zur '  Anwendung 
der  hohem  Axialysia  darbietet  i\i9e  Bchelnt  ihre  Betrachtung  nicht 
ohne  Nutzen  zu  sein.  *  '  '        ^ 

§.  I(' '  Wir  suchen  die  Summe  der  unendiicKen  fleihe 

welche  wir,  .wie  stets  in  diesem  Aufsatze »  mit  s  bezeichnen  wol- 
leo.    Durch  Differentiation  erhalten  wir 

'    •  ->       '  .  *     ■     ■    '  . 

di   '    '      ^  '      \     ' 

also  — =rfa:,  und,  wenn  ^ir  integriren,  JtgÄ^r'ä?  od^er 


\ 


•  .  I 


.  I 


1)    «  =  e*. 

,  Eine  Constante  Ist  nicbt  hiizüzuffigen^  weil^für  ^=0  5=1  wird. 
'  Setzt  man  ^=  1 ,  so  wird 

WO  e  die  Basis  der  hyperba|i^^en  Logarithmen  ist.     ^ 


I 


4^, 


\ 


§.  2.  ^  Es  wird  gesucht  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 

">^  *+rS:3 +0x0 +«**=•=' 

,  Wir  erhalten 

ddt j:*     ,         .T*  

a^—*+ 0.8 +  1.2.3.4.5®"^-" 

also  ddM  —  adafl=^0. 

w 

Haben  wir  allgemein  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
.     adx^-^bidx^  +  cdtdx  +  hdds  —  Os 

*         I 

's 

deren  Integral  wir  suchen,   so  setz«  ma» 

wo  a,  ß  und  m  zu  bestimmeo  sind.    Da  nun 

d$=^ßme^^da!  und  dds^ßni^^^dx^,  n 

iso  erhalten  wir,  wenn  wir  diese  Werthe  in  die  gegebene  Gleichang 
substituiren: 

(a  +  Äa)  rfa?*+ /J(6  +  et»  +  Am«)  B~  Ap*  =0, 
und  dieser  letztern  Gleichung  geschieht  Genfige,  wenn  map 

a-f  &a=0  oder  dt=— t- 
und 

A..     LA    2^n    A             -cdbV7^^=4g;       I»' 
6  +  cm  +  Ain'=sü  oder  /w= ^T — : =  1     n 

setzt.  Wir  erhalten  demnach  zwei  Werthe  von  m,  femer  bleibt 
der  Werth  von  ß  unbestimmt,  und  da  eine  zweimalige  Integration 
notbwendig  zwei  unbestimmte  Constanteo  einführen  muss ;  so  wol- 
len wir  dieselben  durch  ß'  und  ß"  bezeichnen,  und  erhalten  so  als 
Integral 

Im  vorliegenden  Falle  ist  a=0,  6= — 1,  c:=0  und  A=l,  also 
7-=:0,  vft'=^l  nnd  m^=-^l;\  wir  haben  daher 


4^1 


Zur  Bestimmung  der  unbestimmten  eonstanten  GrSasen  ß'  und  ^ 
haben  wir,   tat  x=0,  - 


•  I 


also  ß'=:l  und  /^'=— i>   mitliio 

§.  3.    Wir  suciiett  die  3uinme  der  uneDdliohen  Reihe  ^ 

III)  i+o+t:o:4«*'=='- 

Dieselbe   stimmt  offenbar  mit  der  Reihe  Qber^in,   welche  wir   in 

ds 
§.  2.  für  -T-  gefunden  haben,  und  da  Dunnach  U)  das  dortige 

d$ 

i=K^— «""')»  also  a^=i(«*+>^>;      ' 

90  erhalten  wir  sogleich  An  unserm  Felle       ■  ^ 

IH)    ,=i(^+e-)=?^^ 

k  ■ 

Zusatz  1.  Man  hStte  den  eben  gefundenen  Werth  der  Summe 
auch  erhalten 9  weni^  man,  wiegln  $•  2.,  zweimal  diffierentiirt  und 
übrigens  d^s  dortige  ^^erfahren  Beobachtet  hätte.         ^ 

Zusatz  2.  Addiren.wir  die  beiden  Werthe  von  s  in  U)  uiui 
IIl),  so  wird  ihre  Summe  =€*,  wie  in  I).  Diess  ersieht  man  auch 
sogleich,  wenn  man  -die  Formen  der  Reihen  11)  und  III)  mit  der 
▼Oll  I)  vergleicht. 

/  Zusatz  3.  Subtrahirt  man' die  Reihe  II)  von  der  III),  «nd 
eben  so  die  Summe  der  erstem  von  der  Summe  der  zweiten;  so 
erhält  man 


x^ 


X' 


IV)    l-x^f^- j^-3  +  j^j;-^ = etc. = e-=^. 
Aus  der  -Vergleichung  von  I)  und  IV)  ersieht  man  also,  dass 


ar* 


x' 


'  x^ 


X*  x^  x^ 


•  •        '  -  •    •  >• 

Zusatz' 4.    Setzt  man  in  II)  und  III)  a;=l,  so  erhält  Inan 

'       •  '         ' ' 

11)    i^^i—7^r=i^^^^^^^^^^-^  ==1,1752005,.... 


e 


e 


I .    • 


in 

III)    i*  =  i^-^  =  1.5430807..... 

Ihre  Summe  wird  daher  =2,71828)....,  nnd  wenn  man  11)  von  III) 
subtrahirt,  nach  IV):  .   _  ,  . 

I 

1  - 1  +  A- i-^  +  T-r^-ete.=036788p.. 


1.2     1.2.3^1.a.a;4 
$.  4.    Wir  suchen  dtc^  Summe  der  unendlichen  Reihe 


a:'  o:* 


:    ^>   ^-^i:ST3+ 1.2.3  4.1*^**^==^ 

Wir  erhalten 


i:  " 


also  i2<2f-|-'^*=0*' 

Nach  §.  2.  haben  wir  hier  6  =  1,  a=:0,  c=0  und  A=l,  also 


fii=V^— 1,  m"=:— V"— 1,  und  80 


./ 4/_1        -«'/ ^ 1.      «,*A.»'y.     •  .        ..        , 


,"='j5'c'i^,f^r«-'r=i... 


Für  a?=0  wird  aber 

'  I  •  '  •  '1 


♦      '  fl' =±: —:^=;  und  iT':^ ^=i.; 

»^      2V^^   ,  ^  ^  2V^ 

^Mhia*''   ■••^-     <"    .'i  '•  ■•■      • 

■ 

$.  5.    Gegeben  ist  die  Reihe 

deren   Sumitte  i   wir   suchen   sollen.     Dieselbe  ist  off<c^nhar  der 
Reihe   gleich «    welche  wir  in  §.  4.  fSr  das  dortige   ^  gefunden 

haben,  und  da  letzteres  =! t- =3C08a:;    so  erhalten 

wir  unmittelbar 


> 
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VI)    «= 


Denselben  Werth  hätten  wir  unmittelbar  nach  der  Methode  des 


§.  4,  erhalten  können. 

§.  6.    Wir  suchen  die  Summe  der  Reihe 


Uff 


x^  .  «♦ 


V.   \ 


VII)    ar+y+g^  +  yetc.=*. 


Wir  erhalten 


^  =  1+ a:«  +  X* +x«etc.  =  j— I 


V      T 


also 


I » 


&= 


_  '^        -i*4l  *^    N 


l-i«— «•i  +  ;p-rt.j_^. 


+  i. 


dx 


and  so 


VH)    .=ilog(}4|> 


j— —  J=0  wird,   so   ist  keine   CWr. 
stante  hinzuzufügen^. 

Setzen  wl^  a:=5l,  so  erhalten  wir  I<>g(Ttl7*)==*log(ä}i=IogaD 
=  X,  lind  daher 

§.  7.    Wir  sollen  sammiren  die' Reibe 


X*  ..  x^     x* 


dt 


I 

1 


't'     'I      ^ 


Es  wird  ^=1 — :r*+:r*— a;«-|-etc.=:jT^, 


=yrHF^=*'^^^ 


.X 


und   da  lär  jr=0  sowohl  die  Reihe  .=zO,   als  auch  arctgar=0, 
so  ist  keine  Constante  hinzuzufügen,  und  wir  haben  daher 

■ 

VIII)    «=arctgar. 


Setzen  wir  :r=I,  so  wird  arctga:=i9r,  und  daher 


V 


"l     1 


§.  8*   Wir  können  aus  der  Reihe- des  $.6.  eben  so,  wie  aus  der 
in  §•  1.,  zwei  baden  upd  dieselben  besonders  sumrairen. 
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Es  Bei  zunächst  zu  sucIiM  die  Süsiine  der  Reihe 

IX)    ^  +  ß" 4-  g-  etc.=f. 
Wir  erhalteo 


f  • 

4  '     f 


£=^i+**+^+*^=i;rii=*rn?+ira' 


mithin 


W).   ,  =  i  arctg  X  +  4  log  (x~) 


Solleu  wir  ferner  Sachen 


x\ .  jf''  .  a:*^ 


so  wird 


*^   X"'"  y  ■*■  II  ö*«.=f , 


*         a.    «1     lo^  ^*         1  — (1-ar«) 


mithin 


l-^r*     1+a:«' 


also 


X)    *=rilog(x3i-J|— i  arctg  a?. 


Zusatz.  Wjenn  wir  einmal  X)  zu  IX)  addiren»  hierauf  erstere 
von  letzterer  subtrahiren,  so  efgeben.sich  socleich  die  in  VII)  und 
VIII)  aufgestellten  Reihen  nebst  Ihren  Wertnen  wieder. 

§.  9.    £s  ist  zu  summiren  die  Reihe 


X 


x^  .  ^ 


Da 


XI)    1  +  -2  +  4-  +  -g  etc.=*. 
ax  .  1— o:*» 


i  -- 


so  wird 


/rdx 
j3^  =  -ilog(l  -a?«)+Const. 

^Ffir  x—0  wird  die  Reihe  «=1  und  ldg(l'^a^)^0,  mithin 


Gonst.  2£  1  > 


und  so 


/. 


n 


• 
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■^.     XI>-»tBlJ-|lig(l— a»?).  .-  ^^  •• 
Setzen  wir  ar=l,  so  wifd  lo^(l-— a;*)c=  I^9==Vod,  und  daher 

}.  10.    Wie  auchen  dje  Sunhne  der  .lÜibe 


■  I 


'= -y  I^^=— ilog(H-A%4€i>n8t. 

l 

oder,  wie  im  vongen  Para^plien»  Coi»t=^I,  also  yollständig 

XII)  .i=l-4Iog(l+ar«). 

Der  liogarithmus  iet  eib  hyperbolischer,  und  da 

iloghyp2=0,3465736....,     " 
so  wird  i&r  xx\   •  . 

1  •- 4  +  i— i  etc. = 0,6534264 .,.. 
J.  II.    Es  sei  zu  summiigeD  die  Heihe  . 


I       M  ' 


'  JT*'.   X^'    X^ 


XIII)    ar  +  "rt  +  T  +  ^  etc.=*. 

•r|  ..II»"'       .  •  ■     ti     .  .     .  "iii      '"'  ,\      I . 

d$-     •     >    »•  '-^^     -       *  1«. •' 

■ 

80  frtrd  #=;:  /*j^=^~iog(l-^4r)  +  Const',  oder;  iveti  fflr 
s =0  und  log  (I  —  a:<)  srO:  .  Coniit  =^  0  niid  so 

XllI)    «:F-log(l-ar). 


daher 


Zusatz  1.    Setzen  wir  07=1«  fowird  log(l— a;)=c — od,  und 


T 


Zusatz  S.    Setzen  wir  etwa  j:=:0,01,  so  wird  ^    r. 

log  (U-arJ = I©gO,99=lop  h^  99  ^Jijgby^lOO 

'      '''"  =4^5961198 -4,to6mi. 

midiiii 
.1 


Theil  \L  '  18 


Zusatz  3.    Fflr  ä=Ji  wird  4og(l»r-ap)ii=log(4)  =  '-loghypi 
und  daher 


>     • 


=  ä  +  8  +  Ä  +  Ö  +  IBÖ + «'*  =0,6931471:... 
,§.  12.    Wir  soffen  'dile;/$uni|nie  dei^  nnendiiclien  Reihe 

<**2        <«*S        /««^ 

bestimmen.    Ss  ivurd         t  i 

'^-  •  '  r  i*  ».  t  '     •     •    -    .        t    \ 

a«  •.         ...       1 


»  ■<  , 


.:Im.-:.-. S^=Tl-'*+F*-.,«»^c=^'iq:5, 

also  .  ■  .  :  t  !'  '. 

,xiv)  ,,^,iog(n-A).    ,         .  '^ 

Eine  Constante  ist  offenboc^  uipbt  hinzazufaeen.    Wir  erhalten  z.  B. 

1-4+1  — i  etc.  =  loghyp2=0,693li7i; 
§.  13.    Zu  Summiren  ist  die  Reihe 


^^    *  +  2^*4+  0?^"^5r476^* "*^  etc.=*. 


>  t  Vt 


»     '      .     <  *  • '  ■ 


I  ;r.< 


Wir  erhalten  hieraus  durcli  Differentiation 

^^         .  1-3^..  1.3.5   ^  ..^ 

I^rauf«  Jn^m  niii.mit  ;i:  diji^idii:en.  i^i^d.dann  iritegriiieai.  ^ 

PJL  _^,  i  4'^P  .41« -»> .  il^iretc 

oder 

^      •'•    .  i  '  I  ,  !  I  dM 

Differentiirt  man  diese  Gleichung«  so  erhSIt  man   —zi^xdt^td» 

oder  '»  w   OH   ^i««.0-.: m       i!//   n.\''«*'      .?.\)«:^i'* 

,^7.=j:;i:^  urfÄ  iog,=-iiog(l-:i^/ 


also  ^ 

I 

l 
I 


'  "•  ''*  *^rÄ3^^4»^^*??.if45'  * 


1- » 


^sa 


0 

Eine  Cofistante  ist  nicht  bin/azufüg^n ,  weil  aus^Ueiden  GIcichun* 
gen  XV)  fär  ar=^  fs=l  fclfet..  V 


Setzen  wir  a?=l,  so  erhalten  wir 

,  .  1  .  1.3  .  I.3.8. 


§.  14.    Wir  sollen  summireD 


I  ^ 


Es  wird  sogleich  2^=l+2**+274^*'*lX6^*®*^~471 
also 


t:Sv^^'^  '^'"  *  ■•'  *^'*^' 


oder,  weil  fflr  j?=0  auch  f=0  und  aresin  :3:=sO: 


XVl)    f= aresin dr. 
Für  xsil  wird  arra/6i4;=xitt,-alB«  ' 

t« -»+'2. 3  +  2. 4.5  +  2.4. 6.7"** 
$.15.    Sollen  wir  summfren  die  Reihe 

so  können  wir»  durch  Veigleichung  dieser  Reihe  mit  XV),  aus 
dieser  unsere  jetot'  Yorliegende.  herleiten^  Indem  wir  — a*  statt 
-t-sfl  substituiren ;  wif  erhalten  daher  durch  dieselbe  Substitution 
auch  sogleich  die  gesüolitd  (^online,  nKmli^h    - 

Für  jr=l  erhalten  wir 


t « 


§.  16.    Wir  suchen  die  iSumme  der  Reihe 


il\  l 


dt      ,     l.a*  .  l.ar*. ,  l.i,5««L_  1      '  1      ''  ^^VII) 


E.  i|ird  j.^l^^^+.^u.y^ete.=-^^=^ 


^ 


I 


88» 


iß» 


\ 


I  — 

Für  :r=-0  wird  t^zO,  aUo  Const:=0,  und  so 
Setzt  man  rr=l,  ^o  wn-d 

Da  nun  |ogbr(l  +ya)=Ö,38-27797^,sd  wjrd 

;  loghyp(l  +  V2)  =  2,302B8509><0i827757 
and  so 

I    :    r.3       1.3.0 


1- 


O  +  2 ±S  -  0±7  **=•  -  0.8813736. 


§.  17. .  Wir  suchen  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 

<*•  A«8  «««S  <«^ 

^■v  a  ^H^  #^y  %%/  W^  V'v 

XIX)    i72+27a  +  f:4^4;ö^^— '•         i 


Multipliciren  wir  dieselbe  mit  i:  iind  dilTereiitiiren  hierauf,    so  er- 
halten wir  '    *       •  . '.    * 

?^  =  :r  + 1%  I*  +  ^etc.  ==  ^  log  (l-i)^ 

_ 

•  *  ♦  *  •  -     -  - 

■  p  «  t  •  •  • 

=— jHof5(l  — .jr>ffar+tog(l.**-fl?)' 
=  (1  —  a?j)  log  (1  — a:)  +  or  +  Const. 

FQr  a:=0  wird  <=0   und  rdet  gefundene  Ausdruck  =(h   daher 
Const.=0  und  so 


*  ^  XIX)  ,^a-^)»og(i-?)^;^ 

*  . 

Für  a:=l  wird  * 

1.2+0^0+4:5+®*''=^' 

ind«m  allgemeiti-  ';  ,,  ;  t.     ,,  j    .  »  ^* '  ' 


«    ^ 


X  »ar     ^'\  ■       T~3       4**'' 


tf2f 


und  für  a?:^l 
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=0(— 1-5— r.-:ieto.)=0. 


2     3 
§.  18.    Sollen  wir  die  Reihe 


»..1  ' 


X 


^X)    |— Ä — 


Of 


.  ü:^ 


f   / 


0""2.3 


+  Q   i  — ^  -etc.  —  * 


3.4     4.5 
summiretiy  so  erbalten  wftr,  itie  |pi'*u«rlg<^  Pidbgr^beil»:  •  ''n' 


•  »1 


.k\ 


Ä|=iif/log(l+;r)rfa?fcsa:log(I  +  a:)-. /.  ^~ 
odet  ähnlich  wie  dort  v  1 

■ 


(xiy) 


Für  ar=l  ergibt  sieb 


•!• 


1.    7    ;_     .»'i    i<   I 


{• 


^  -  I 

I 

<§.  19.  Wir  brechen  für  jetzt  die  Sumroirung  derunendffchef^ 
Reiben  ab,  bemerken  aber  zum  Scbluss,  dass  die  einzelnen  hier 
aufgestellten  Reihen ,  deren  Summen  wir  anfgesncht  >bajl>en  ^ ,  nur 
opecielle  Fälle  derjenigen  sind,  «deren^umnie  auf  die  Ihtegratiofi 
einer  bestimmten  Function  oder  Gleichung  zurückzuführen  Euler' 
in  defk  Abhandlungen  der  Petersburger  Akademie  gelehrt  hat« 
Die  Integrale,  welche  dort  aufgestdR  werden,  lassen  fiticU  allge- 
mein nicht  ausfuhren,  und  daher  verfiel  ich  auf  den  Gedanken,  in 
dem  vorstehend^p  Afifsa\ze  eine  Anzahl  specielleL  Reihen  aufzu« 
stellen  und  zii  süd^nireii..  Dm  .aber  auch  hier:  eine  Andeutung  des 
Verfahrens  zu  geben,  wielcbes  Euler  dort  auftttellt,  wonen  wir 
die  allgemeine  Keihe  betrachten : 


.     V 


1)    i=; 


P% 


jr« 


,  'T'^S^^^^  *'^'  ^»^«+«('f +f) ' 

deren  C^esetz^l^ar  vor  Aiken  Kegt-wd  weiche  zuitäehst  endlich 
sein  Huig.  Man  soll, ihre  ownme  /i  bestimmen. -^mula^lk^t  man 
dieselbe  mit  pa^  und  differentiirt  das  Prpduct^  wobei  nur  x  aU 
▼eränderliq^  ange^^n  wird,|^so  erhalten, ^ir 

^^         ds      ^(af6)(crfe);''(^+6)(2c+0^'"(n«  +  6)(nc+«)' 

Um  die.  hoeb/;kiniies£isimtcrt  GrUssen.  p  umI  !c3  zweckmässig 
zu  bestimmen,  setaen  wir,  und  zwar  unabhängig  von  dem  Wbrtfie 
von'  n:     -  '  , 


/ 


_     b      b 
p(o+n)=:na+b,  alsa  p^:a  und  0  =—=:—  , 


und  erhalten  so  ) 


n^ 


I       < 


Diese  Gleichung  multipliciren   wir  aufs  neue  mit  mj^^'und  dife- 
rentiiren  da«  Fr«Aiist^  aliidaiin  «rhalten  rä  .    ^ 

4)    am. — •'"'  ■  V  p:; ■  .  + 5—; h— 

* 

Um  m  und   y,  zweckmässig  zu   bestimmeo,   setzen  wir,    uad 
zwar  unabhängig  Ton  dem  Werthe  von  n, 

b  b     ß ' 

m(^+«+/* — l)  =  «c+:^»  f^  m^c  uud  M=l —  +"> 


und  erbalten  so 


*       1  »  «      I 

•     '1    ,  ■  I      I 


Integprirt  ipan  nun  zweim»^^  so  erb&lt  man 


\ 


=A/i-=->/i(^g)^; 


oder,  wenn  man  partiell  nach  der  Weise  fydx^=^yx^fxdy  iDtegrirt, 


t^t         •  t  . 


6)     f3« — 


(bc—ae)tei    '  ,  ^> 

Ist  itsQOD  u*d:wird,  dainit  die  Kadbe^iiotiiMiendig«  comv^re, 
4;  <  I  vorausgesetzt»  so  wird  a^mO  und  so  die  8tunme  der,  als 
unendlich  vorausgesetzten.  Reibe  ^ 


^ 


«81 

Setzt mai^  ml)  find 7)«=!,  6=^0,  c^,l,  «==1;  so  eK^Jip^tQ 

*        x^      a:^        iT*  "  '•'•**'•''  *'^ 

*=0 +  573  +  5:4  +  171  ^'  ™  infmitum 


"^X  mß  A  "^^ X  X 


•  •   ^  »  ' 


log(l-4:) 


i«  •-     .  .1  «[i»..  •   »  ..      'Ilj!*/    .'     *i; 


5»      \  J(J-rayhg(3— «)<^! 

=1  + :::: » 


wie  in  $.  ^7. 

Wie  man  zu  verfahren  hat,  wenn  die  einzelnen  Potenzen  von' 
X   in   der   vorausgesetzten  Reihe    bestimmte,   gesetzmässig  fort- 

febende'  Nenner  hab^n^  erfliebt.man  aib  dem  .eben  aufgeführten 
'alle.  Wir  wollen  »oh  nocb  kuf^  andeutonv  ^i®  man  zu  verfah- 
ren hat 9  wenn  die  einzelnen  Potenzen  Factoren  haben,  welche' 
naeh  «iiiem  beütattftdn  ««sMft»  f)Mg«lMfii!. "  lMcbt^kn'ffi#iSVkMm6 
der  Reihe  /  "•'•  '^^*'  ''•   '"'  *''' 

80  multiplicire  man  dieselbe  voXijgaf^dx  und  erhält: 

2)    pa^idx^sipia  +- 6)  (c  +  e!)x^^^ dx 
+  p  (2a+6)(2c  +  e)  j:«+i»+»....p(iia+6)(nc  -f  «)a:«+(*-*V+® 

Zur  Bestimmung  von  p  undjcS.s^tze^pan,  unabhängig  von  n, 

alse>^:/     ikV^...\y  .j    'V2'    i ''i'ü  *>'  "'  '   '-::v-/'f 

«=!-  und  ö=!-— l-i- ; 

und  wenn  mw.dildo  Wertii4'Bdtistifc1rt,'JklertUlfl'ab^r  integrirt,  so 
erhält  maii         >  ,;   ./,  .j;  •    .      li  ..m  ^:.^'  t.;    :      :t"\ 

wo  wir  der .  Kfir46  'vmge»  S  luif  d^r^  rechter  'Seile  haben  stehen 
lassen.    Multiplicirt  man  diese  Gleichung  wieder  mit 

.     »      1  ;.      .  t9W^dXf  f         ...'•  «n  « 

iie^uT^  upabhängig  von  it:    ...  (    ..   * 


Q  ßb—aa  +  ßa — öa—2a   .ßbc-^ac — ßae , 

a   ^  a  ac 

«0  ei^SH  man,  nach  tSubstitatioD  dieser  Wertke  undf'^ai 
Integration,  *    '    i- 

Ist  «soo  uttd  x^\,  fXso  die  Reihe  unendlich,  so  wird 

^^  =  0 
und  80  . 


:\  "«i'-M 


•n:i 


..'1         .  .  .1 

Uli.   I     ■' 


•        ■ 


aus 


■  *  • . 


;^nifin,dieae;  CUelchnqg  nnn  ffteimaf  dtlmtiltiirt,   wird  faiao 
a  mt  s  erhalten.  ^   . 


1 1  < 


'  < 


n  — ; 


»      t   «  ■  «^ 


•  i  • 


Temiisclite  kleinere  ireometrische 

Rem^rfcuni^ea. 

Von 

(..       >i  .He^1l<^Dlr•  iWilli«lni  Matska,  >• 

Profetsor  der  Mathematik  lo  Tamow  ia  Galiden. ' 


• '» 


I.    Reihe  ziir  Berechnung  des  Flacheainhaltea  eines 
alwdteiiUes  aus  seiner  8ehtfe  und  Ssgitte. 

Der  Feldmesser  sieht  sich  bei  der  Berechnung'der  FlSchen- 
Inhalte  krummilou;  begrenzter  Grundstücke  öfters  In  der  Lage, 
Bogen  Ihres  Umfinges  nahe  (ur  Kreisbogen  ansehen  zu  i^ilrCeD; 
wonach  er  dann  f&r  die,  von  den  ängehongen^ehnen^  äbgeschnit- 


IM 


teneo  Kreisabschnitte  eos  IMrer  4eldii«  tfüs^dmesseodeo  Sehne  und 
8agitte,  als  ans  Grundlinie  und  Hdhe»  die  Flächeninhalte  berech- 
nen kann..  Zu  diesem  Zweclc  l^iJst,  ^ih  ^ine.  oft  rasch  c^nver- 
gente  Reihe  aufstellen ,  die  icH  itf  einem  Lefarvortr'age'über 
praktische  Geometrie'  durch  weiti¥endi((e  Integralrechnung  abgelei- 
tet finde,  wofür  ich  die«  fplg^ende  J^^trzerA  Hetieitung  setzen  möchte. 

Sei  (Taf.  Till.  JPig.  5.)  in  dem  Kreisabschnitte  ABCA  die  halbe 
Sehne  ==k,  die  Sagitte  oder  der  Pftiil  DG=p.  Für  den  zunächst 
zu  suchenden  Halbmesser  0:i=i  6^=^  leibt  das  Dreieck  ADO 
die    Gleichung    r'=  (r^j»)*  4- A*»    nnd  daher,  den    Halbmesser 

Setzen  wir  zur  Hilfe  der  Winicel  AOC=-w,  so  ist  im  recht- 
winkiichen  Dreiecke  ACDiet  yS\^k\.GADz=ii\ip,  daher 

I 

tattgi9?:^j^.     »  '  ; 
Nu^  ist  ;^ 

Kreisabschn.  JfTCJ^Kr^saussthJ  oJlCi^O- Dreieck  ABO, 


dazu 


\ 


wenn  Pden  Gehren',  d.  i.  denjenigen  Winkel  bezeichnet»' despen 
bestimmender  Kreisbogen  seinem  Halbmesser  gleicht. 

Di^  v>r}g?.Gfeic(ung,g|f>tabe(j^|,;=lin"ftAnt|)  ^a)ier  ist     • 


.1  •■'* 


ifj    T    1 


Fetner ^  ist  des  l^rei^ckes  J J9^p  If Obe  Döl^t ppt:^k (^^\ 
daher  sein  FUcheninhalt  it^AB.DOd^{k(^^p\ 

Hieiiiis!  >Mgl  de^KreisahsdRiltle»  jtö^ 

'  /=!'>t!^+l)  "Ä$-(~?)]- 

und  man  sieht  sich  dadurch  aufgefordert,  zur  Abkürzung  das  Ver- 
hUtni^s  1*  elnm^  Mrcl  t4iA  llezelehii<iffi<.w<Aiacli'  kai^M^h^lt    '^'^ 


ti')',.i  :  Ji  »-r    jiliJ 


»  .  •». . 


Setal  tiab  noch  ilrc^Ben  AngenhUek   r,  \J  .(^m 


•T 


r        I 


n»' 


J 


(^  +  l)angtabg/-j=i<l' 


•I)  ,■ 


ite 


kalb  tl^rseUbMij  «ml  d«b  Bfebtbmkt  <}Üe^  (TaI:  VIU.  Fig.7.>ia 
wmer  QntndaMk^FG,  kitder^A,  einoi  EtiAnokke  F  notbiMiidis 
ein  eiDgebender  Winkel  sieb  befindet,  clessen  loneires  «•  wie 
bei  F*  In  di^r  Zeichnung  (Taf.  VUL  Fig.  7.)  durch  SebraUininff  an- 
gede.utet  sein  ,nkfi^/  Wird  nun/  die  pri^matiß<^be  Seitentaote 
FfW  QO  geuijtirt,jM)  muss  Vweiugstens  im  Aligeroöipen)  ider  Pnokt 
/ins  Innere  der  oberen  Grundebene  fallen. 

i  •>>  &>  B*.fKii4eiii5ich:  der  -jSlivabl  'JQAatuH^^  .^hiBÜ^^jiBwmt 
«ler.G^uadebene,  «o  liegt. fin  Taf;  VUL  Fig*  ,6.)  der  Punkl  «/ 
frÄnigsteni»  im  Allg^einen  taiucli  aDAnerbaib  denidlbc»»^  «ad 
dloMT  Strahl  sohtieidet  (Taf.  VllL  Fig«!  8.)  eiiie  «rundMite  F6i 
ai»'  ide#eh  ' einem  fickpnnicfte  F  lunthtitelidigk  «ih  hingeheD^eT 
Wkiic«!  «feh= Itefindet.  Zißhl  naH  di«&  pmntisohe  8eiU  Ff\\  QO^ 
mo-mms  miseiiigirfteiifl  för  geMfanllch^-d«».  Punkte/  toa  Inner«  4et 
oberen  Grundebene  zu  Kesen  kömtii^ik 


Aue  beiden  lc|tzleren  CJntereöchuiigeft  crhelleivdeainach,  daas» 
sobäM  ^aoch.  nur  ein  einziger  Sirahl  «ua  i  einem  -ai^^eftoiBflieimn 
Rioiiipnnkle'taii  itg^nd  ein^  Eckpunkt  der*  Giuhdehenet  gäna  oder 
znm  ThÜil  aMser  dieselbe  feilt;  weider  daaaber  detf  obetenfiraiid- 
ehene  d^^^P^nunid^nstuni^feserricbtete  Priisma  igelife  ia  ihn»  noclt 
itm  fibaoMSBiner  lunteren  aufgestellte  Prisma  ^na  ausser,  ihn  falle, 
folglich  auch  nicht  mit  Sicherbeit  nngegehmi.:  werden  k$«ia,  das» 
das  erfttere  Prisma  k.|einer  und  das- letztere  grosser  als  der 
Pvramldenst-umpf  ^ei;  und  gerade  aut  di^se  STcherheit  kommt 
hie(  Alles  ^n.  .     >       , 

"Jdl.  Was  nun  die  Gastalt^der  grundebene  anbelangt^  bei 
welcher'  geeignete  Richtpunkte  möglich  sind,  oder  hei  der  das 
Ein  ^  und  Umschreiben  von  Prismen  in  und  um  die  Pyrandden- 
litampfoansföfarfoar  ist;  so  hängt  selbe  -•  vrie  aus  dem  Vok^ige» 
eMevbhtet -*^^oa  der  Menge,  Li|g^  nadGfuaeis  ihrer  ein^^ehen* 
deiii  Winkel  lab. 

'  ,  I^.;  'Hat  insbesondere  die  Gn^debene  gar'keineh  eingehen- 
den/4lso  lauter  ausgehende  Winkel,  wie  rornehmlich  das  Drei* 
eck ,  so  liegt  in  der  Oeifnung  jedes  IJmfangswinkels  eines  solchen 
Vieledkm  &8  -ganse  Vielevk  selbst;  ^mithin  ist'  jeder  innere  und 
Umfaagspttnkt  diehes  Vieleckes  zu  einem  Ricbtpaakte  taagüeh, 
aemlicn  so  gelegen,  dass  keim&r  def  iails^  ihm  an  die  Vieieclcs* 
settzeti  flihrenden  Strahleh  den.fJniAmg'dtQfes  «Vieieckee  Hbetätohreilet. 

"'2.  .Kommt  in  der  Grundebene  ein  einziger  ein^efiender 
Winkel  yoT  Und  verlängert  man  die.  ihn  blTdenden  Seiten '  iti  das 
Ibner^  des;  Vieleckes,  .ois  sie  abermaU ; dessen  Umfang  treffen; 
so  machen  dies^  Verlängerungen  einen  hohlen' Winket,  in  welcihem 
ein  Vieleck' von)  ladtev.aus^ehesdiHi  Wiakeki  -^iiilgti  .dessen  jeder 
iii^ner^  nnd^  Umfangspunkt  zu.  eieem  .Richtpunkte  sich  eignet. 

3.  Kommjen  in  der  Grundebene ''mehrere  eingehende  Win- 
kelvor,  so  wird  man  >die  eingehenden' 8tsiten  jedes  solchep  Wiii- 
kels  in  das  Innere  des  Vieleckes  und  bis  zu  dessen  Umfang  ver* 
langem.  Findet  man  dann  ein  —  wenn  auch  noch  so  ldei^e4K^  ^-o 
Vieleck,  das  in  dem  hohlen  Winkel  jedes  Paares  von  Verlange- 
röngen  'der  Schenkel. einest  eing^endfen  Winkel«  zugleich. liest, 
se-isk  jeder  linnere«  imd.  Unifangfepmdd  desfselhen  jm  emem-^Ricnt* 


\ ' 
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imiikte  Mbigiiet.  V^t  ••  »her  km  iIoMms  VUeoki  sk»  gikt  es 
auch  beliiea  tawgüclieai  JüthlfMaht,  iMlar  ienee.i3n-*iiodUiDeUirifci< 
beo  iroti  Prkwfe»  ittt  M  eiMr  eo  geetatteten  GraoUbon^  fk«  Pjrn 
HMdb -auaiiMUirbar.  • 


'/  1. 


in.  Eine  Gnmdebene  ohne  j^inen  geefjnete/i  Ricbt^ 
{»üiikt  l$s&t  ^ich«  durch.  Dfagonalea  aus  den  ScheiteTii  der  ein* 
gebenden  \Vinkel  oder' durch  andere  Geraden  laicht:  in  TtelecLe 
z er tfk eilen»  deren  jedes  einzeln  efoen  taugHct/en'J^tiAtpttiikt  hat|' 
insbesondere  in  Vteiecke  mit  lauter  ausgehenden  tVibkeln^  vor- 
oehnilich  durchaus  in  Dreiecke.  Dann  werden  di^  durch'  diese 
TbeUuQfejrfiDieD  und  dareb  ^ieSpitte  der  PyraoMde  gdeffleä  Ebe- 
neVi  die  JPyraalkle  sowohl,  als.  auch  jeden  '  8tuBi|ftf  «domelbtii  in 
bwter:  solche  aersehoeideh»  :d|i8«  IhsMkeioaeki'y  a«  ei^entkflabliciMw 
KicbUiiMea  parallel»  Prismen  ^n-Mid  iuiigesehriebeB.iweDie»  kM« 
aeiAf^mMl  mtfa  'erb&lt  daaa  .antitatf  4ifli^  einügea  eint  oder >iniH 
gat«Mabeuen  Prisma's  ein  Syat^irii  ^oder  einen  Corapiet)  ein^ 
(i4er  iimgesohriebeeer  Priemen,.., t^nidelieo  das  >  eiagesehfiebeni^ 
Tttsamiaeogefasst  gewiss  klein  er»  d^.  unuesehi^iebeqe  System 
aber  ^gewiss  grOsaer  als  der  betrelE^de  'PyraiaiddnstwMpf  ist« 
PjKrfsh  ,  aolcben  Vorgang  wird  sofort  dec  allseilSge  Bestaad  «de« 
Sii9^aags. erw&boten.fienneu  vollsttedig  gerechtferaigel  warden.    > 

"  Zufn  Schlosse- ttrögef  noch  bemerkt  werden,  ''dass' in  jenen 
Lebrbtelievti  der  Stet^onietfie,  deren  Zwilck  eine  solche  umsäi'n^ 
Kche  Eföi^t^rüng  des  in  Rede  stehenden  Gesenstandes  vecWelirf. 
wenigsten^    die   so   eben'  angefahrte  vorUnfig^'   Zertheiltibg    tfer 


6HkW#ben^.itfid  der  PVrära/lde  Vofgenonnnen  werdeii  sollte, 'iä( 
dlib8''dei*<jftll)e«nieiiigi|figkeit  .der  aufasustellenden   Lehrsätze  'tt^irf 


^hitrag; 


enehe. 

»Vi  ;|«  •;; 


_«■}'.      r».      j«  -.1     •    .:.i<;*| 
f     i      w        .tl».\     Mi  »1    I  .« 


Ut  "lipfclii^r ;  diii  'pi^rechping  der  :n«atetaifc*j^3WJf?^ 

CylindeKS«   . 


<i  ,1'  ti  fii' 


«t  •• 


Bemerkung  zu  dein  Aufsätze    .' 
■*in»ro.  Bde.,  2.  H.,  Nr.  XXI.,  S.  «H.  d*s  AtdiWs.      '  '*^ 

.  ]Es  dürfte  wohl  oianebem  Geometef  g|eicli  mir  befre^dliqb  yo(4 
komn[iei;i,jv.^i]m.man  iii  alfiao  Lehrbfichern  ä^er.^^f^repme^ie  awar 
die  jl^eieptinung  der  Mantel,*  oder  Umflücae  4p»  Mch^^o  .Pri^una 
naäi  ifoIg^ndeiA  ^^tze  Jiehrtj.  ..      u-.  .-     in 

..  '„Die  MänteUäehe  eines  sebiefen  (^gentlieb'> eines  jeäeA^ 
Prisna^ist^  gleich  44m  Prodacte  atts-deriSeieMbrnte  Wi  d^  Utn^^ 
bng  des  (iMif  Aeser  Kahte  seiibecAtenf)  \Qtaer«c6ftitfes  $ '<  '/ 

und    gleichwohl    diese    Berechnungsweisf^^  .picht   auch    auf   äeö, 
Cvlinaer  ubertiägt, .  und  sohin   (wie  ich   ^\ps  ulljähfliftb  zu  thuii 
^pflege)  den  Lehrsatz  aufstellt: 

.  >,Die'Man!telfUche  jedes  (senkreeiiten.ioderiBcbiefeii)  Oy^ 
liD4ers.r*' maff  seine  (Brondebebe.  von- einer  krimined  eder^ge^ 
oBsohlea-lHnie^lbegienzi'seiD-^  gielieht ndjQio  ProH}aet«:ana. 
aeibtor  SäUm  <«>der  iae>lin  di^n  JÜmraagdea  (auf  der  «eite^ 
od^fiAke-  4eDlMDlited>if)&efsein4tites^''.:    .  • ''     m    -  >  > 


I  " 


.    I 


I 


I 

\ 


•         I  » 

luftMt.slob  dmA  iefdilt  fcegrairenv  inM  di^  Cylitidflrdle  br^se 
Mi  !d«r  aldhiiein  liKWi  eihg«Niliridli60«|iP»i8tta'*<mi»  Elidel  nSÜert, 
wAon  die  ▲■siM  dw  Ihneh.beideir  giMeiwblitrftiidfn  Seiten  im- 
endlich  wächst,  und  der  Abstand  der  benachbartMi'  BÖleiien  leiten 
uueudi^h  a(i^iimiqt;.^iind  d^s.»  währe|[id  dieJSeite  stets  t|ireJLf8iige 
benälf,  (^e  Mruiiuefajene  uiid  der  QveracWtt  des  Pn^nia  der., 
Gcundettene  u^d  dem ,  Querschai.lte  des  Cylinders  ohne  Ende  «ich 
nfth^m/m^lbinliQ  ^nKecluiungeri  die  veränderlichen  St^k*  des 
Prisma  .a6rct^'lhrfs  unerreiiehbaren  Crens^tücke  des  CyUiiViers  er« 
sfetzt  H^erd^p  ^flrfep,  *  ,  .  .'.;.. 

Diese  '  Untecbsanng  dairf  nrnn  keiiiesiire^  ^tunlt  reeMfetUi^ 
wolle«;  da^  ma»<dfeir  Umfang  des  9<ioi^l^^^  <^*a  Cylittiwrs 
BOT  aeken.jK«»  »wisi^eii  Abtttäesimgiin  desselben  oadi  einfaeiieR 
IlecbeQib^TOMnrifteR  iiereckieD  btaiier  M  jaeo  ctwru  auch  faet 
Rift  bei  eineni«  Rrisma  nugllek.  "^  AiUein  be^dieselb  tn^hit  vmm  k5ttM 
des>  Quefschaittes  Umfiamg  ieicbt  geaeiohnel  und  jede  elnletne 
SeitA  deseelbcn  mit  Zirkel  und  Maasestab  scharf  ffemessen  trerde«, 
wae  sich:jedoök  nieiit  auch  am' Cy linder  mit  diesen  Werkr engen 
vDUbtijegti»  Iflsst^  '  'Aber  «eifost  ^enn  man  von  dem  Intereeee  oer 
tela  wissenschafflichen'  Betrachtung  dieses  Satzei^  absehen  und  die 
Wissenseliail'  nur  z\xt  Dieoerm  des  pMbkdschsn  Nutzens  naehen 
wo][Uß9   würde  man  i^och  kein.  Recht;  hai>ej^,.Jbu  .2u   beseitigen. 

?enii  geratje -dem.  I^raktlker  bleibt  es  noich  n^c^hr.  ^\a  dem,  oeoeren 
neoretiker  i^eigestellti  von  der  EinscIirä'okuQg  der  alten  fSeome- 
tß^.   Alles  nur  mit  Lineal  und, Zirkel, con/^iruiren. zu  polten,    abau- 

5ejl^en,  daher.' ^urM^/ssung  des  Umfangs  des  Qu^r^schipUtes  eiiM» 
ly^ipc^ers  pff^h'  Mf^ßf.  der  gewiinschtep  Genauigkeit  ß\ueti  dünner 
ren'  oder  dickeren  liiegsamen  Faden  oder  Dratti^  f  ioea  SlreUen 
Papier  oder  Messing  u.  dgl.,  den  man  rings  um  den  Cylinder  nach 
dem  Umfange  säines  Querschn'^tes  auflegt,  o9er  andere  Mittel 
«u  benützen.  Man  wende  hiegegen  nicht  ein,  derlei  Messung  sei 
wenig  j^e^lfisslich ;  d^pn  Gleiches  hat  man:  ja  iiich^f. mündet  bei 
einem  PK^i  von  vieieti,  schmalen  und  gegen  'einander  sehr  geneig- 
ten Seitenebenen  zu  besorgitti; 

Indess  scheint j^iir  d^r.Gznnd  solcbßir ^ Aus^ssung  hauptsäch- 
lich darji^j^njiegen,«  dass  die  Lebrbu.cher  d^  Eleiqejitlti.'r  {Mathe- 
matik, noch  ini'qier  zu  sehr  am  alten  Herkommen  baldigen,  ihren 
LeHr^totf  "hlchf  den  ^Bedürfnissen  der  höheren  und  angewandten 
Mfrthe^tttlk'  abpassend  ')^rvi^ eitern,,  insbesondere  wed^  Tn  de>  all- 
tfemern^rt'  GHtssenwIftsetischaft'  die'  Leht-^  von  der  Ved^nderlidlk^lt 
der  Grossen  und  ihrem  Streben  zu  eewtssen  Giienzen,  noch  in  der' 
Stsffe^mielf  10', die  J*ßkt^  vQiii»:4fla,  Flächen,  abgesehMi  wdä  den 
t(f}rpei^i>  ^JsoiA^bm  ver.  diesen,  ehne.KCiokeicUt  eb  sie  Kcirper 
be»enzeo<M{er.»j|Db^»>i^ch.yiilaAiEigen«ohafteo.^  Skihailten-ti.  ogL 
abbandeln.  In  meinen  Lehrvorträt>en  habe  ich  diese  Fehler, za 
^^eiU^n.'^e^relit;'hnd  hAnieiitKch  die  Fläch'eh  von  d^n  ltt»rpem 
g^^ofna^r(^'bebahdelt,'UUg^föhr  nach  dem  mkt^t  detiinalytiisclien' 
und  descriptiven  Geometrie  (zu  den^b'  doch  dtö  elementare  Votb6- 
reltdn  soUL  .^edboh'ist^tet  imd  streng  \m  ^teio  geomeMschei  oder 
synthetischeniiWeiseL'VrZor  Andeutiingf  -meiaes  Voigange  wAff 
hiec.FeljDendea^^eDiigen/  lob  nntersofceide.vnelMrt  deO'eÜeoen  noch 
gebrittchebeirikrunmke  und: gemischte»  fernab  ofbn4  endjueMlilee- 
sene  Flächen.     Von  den  febiocfceneo  sFJäebeli  beKe  icb  berver: 


'  / 


iSft 

1..  :die|Jri89nfttisehe«><^iMeaiMid«iO'pak»t.1ldMt»«fiiilt8cli0ii>, 
mHB  lautet  iStlei/ÜB  (ron:  PaTallb|i»p«areBy  detiifiS!»Heii  awc^iaeit^ 
besrenzQ  zusammeogeaetzt,  also  gleich  diesen  ins  IJnaiMlHebe'lBÜia* 
gedehnt«  theils  offen,  theils  geschlossen^  wie  z.  B.  die  ios  Uii- 
endliehe  erweiterte  Umflfiebe  ViH«r- Prisma^  2.  die  pyramidi- 
schen,  aus  lauter  Scheitel  -  VVinkelblättern  zusammeneestellt 
beiderseits  ins  Unendliche  aiisgedehnt,' efoetifalls  entwemr*  offnen 
oder  geschlossen;  .3.  die  polvedrischen.  j[ecj(igen}.  Von  den 
krummen  Flächen  betrachte  icn:  I;  die  Ktigef flächen,  2.  die 
Cylinderflächen,  3.  die  Kegel  flächen.  4.,die' Umdreh- 
ung^ fläch  eh,   ^  die  s.  g,  Fi&chen  zWelt^f  Oranunö;,  Vor- 


ungsiiacnen,   ^  die  s.  £.  riäcben 
nehniKch  das  dreiaxise  TÜlipsoid. 


.  .:i.|j|  «itier  «okb^n  Xiebrd  ^akHtiiffifn  leieüt  ii^  GUtlgkeii^cr 
jMgmkniEnfeilmiidg  4Hi)igcn'Lebi«a|l£e0^     >  u  t;f<  !,.,  .,' 

Sind  auf  was  immer  für  einer  P "^ r ^^^J^^^^^^^ 

.;»    *^'    ^  .-•:  :•-':••.•    «f-ii'frrcy.lincdKirachefe  -..      "^ 

zwei  (gleichviel  iob  ebcine  ibd^r  unäbene>  jicidenfaU»  b^umM« 
gebrochene  Ader  krumme  Linien  zu  einander  parallel 
f>r<»v(r£f«A,  86  Ist  d«ft'Fi«dbinirfbilf'de'r»vöA  l!ni%n»und 
den  beiden  Schlüssseiten  eingegrenzten  Figur  gleich 
dem  Producte  aus  der  SVile  fnMie  Läni^e  ^des  (darauf 
senkrechten)  Querschnittes  der  Figur,  welcher  hier  natiirlicb 
nur  eine  Durchschnittslinie,  nicht  aber  «jlne  geöchTä^äelie'Il^^bh- 
scbnittsfigur  ist. 


,  '^K  »■'-«. 


%      .  '\  >      -.tl     M.-      f.      M.i 
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Klnfachere^' VerfalireiiV  die  Ikeihieii  d(er 
Cosinus  aiid'llltlniii^jAiefl^iitiiiE4!^MM|ev  fol- 

.„-...... .  .i'..\,smimMrcn»  - 

■f.fl  I  ■-) '■•-■-'>«■    ■•0   i  'Von' di;*i"    "''■-_. 

ÄÄWif  Seüttlrath  J.  It'T.Müller, 

-.':.■'"''.    ''»ii    •.'."ly't.'' <•»•'!    il'i)!ii   li;'  I    "'•IiiiUN    ml     'jü.'.I'Mil'ii  .    •'    ■•; 'i 

Die  beiden  Reilien 


dfal'vGleicJittn^^  'miiMcomqxitmi^Uä^iMftyl  um«  4iePki(Nhrtt*  von  den 
beiden!  F(<Mraieiifc  "tri   -  .    U   :     .•>>.'..         -.  ■ -i.  .■ 


I  .  I  /  ■; 


bevieh^ogggyveiae  tin  die  ;Ewei  Summen   .*  ,     '     .  . 

verwaiiiitleln  2ü  .Ifopp^U  lio^  so  jede^ntal  zwei  nur  in  ihren  Anfangs- 
und  Endglie^dern  vori  einander  ver^eh|edene  It^ihen  au  eripalten« 
die  sich  dann,  nach  Einfährün'g  von 't^  und  v,  dadurch  vereinlacheo 
ta^^n  9  dasfl^  an«  il-*^iaoB^  «nA'm^  duicb  Fundtipenen  der  halben 
Winkel  ausdriickt  und  die'tAf^egaletiron  iierFainik*«io-It]^«iiif»etc. 
in  Producj^,,|^enii^fleJ^.f 

Nach  der  hiei  •a»  »eigenaen  Methode  dagegen  erscheint  die 

fide 


obige 'Aufgab)»  ab  bin  besonderer  Pall  folgender  iallgem^nenen : 
f .      tfiie ,  j^m/tpe .  der  ,pati}clichei|i,  ^ot^is^n  4ep(  red^icif ten  ^H^dnicks 

ir;    I      ;      '•         •)       •     .1 


#     I 


cos  9>.  4- IfirUKp 

'  von,  der, nullten;. ai^  bis  zvjf  3?te.n„'fl.  J. 

^(cos9)4-tsin<p) ', 
für  a=:0  bis  a=:it9  zu  finden. 

(cos9»-f  *'8in9>)^^(co69)-|-t6in9)^4-—«-|-(cos9)-^tsin^)" 

1  —  (cos  fp\i  sin  y)«H-^ 

""     1 — cos9>  — jsin^ 

und  die  Potenzirung  eines  7f  oitiviiin  \4^sdrucks  sich*  in  eine  Mul- 


iTffadnnrt|n^ 
tiplication  des  Winkels  niftB-AA-HK^ttenten  verwandelt,   so  ha| 
man^  wegeq.  1  — cps^=2i9inl<p*  upd  sin97=2sini9C<itß4<Pi, 

/    T^«-  1 — cosop — tsinop       ,^. 

♦51'  '^A  ^4äid^^*-^isin  i^cos  if) 


sin  t(n,4-l)yi.  qin  i(n  +  l)y~t  cos4(n+l)y 


Multiplicirt  inan  'j^^tzt  Zihter  und  'Nebner  des  zv^iten  Factors 
mit  's\Ti\tp -{- icoB\(p 9  so  erhält  man  nach  gehöriger  Entwickcdung 
Und  Vereinfachung   Im  Zähler  und  nach  Beseitigung  des  Nennen 


I.   2?(<:os 9:^1  sing)) 
Es  ist  aber  aaeh-   - 


a^  sin4(«+l)y .      i««  .  .•«:„i««^ 


tM'i 


=  cos  p+isin  O+cos  ^+isin  ip-i-cö8^g)-{^iam  2(p +....  +  cos  nq>+i6in  mp, 
M^lck  ' 

II.   J^cofiiBp+is\npf^(l'{-coS(p-{-c6s2<p  +  .,..-f^coBn(p) 

+  i(6\nq>  +  sin2q>  +  ..,.  +  smfup), 
ibiglieb  »  ^  '         , 

.  2;(cosag>)+i2;(s,nog))==-^l^^-  cos*«?  +  >"  ^ipi^  '^siDitic^, 

Da  DtiD  die,  reellen  und  imaginären  Theile  für  sich  dnander  gleich 
sein  milsseii,  so  ist 

*      ■  *  • 

n^r   t  •  .        «     .        .  sin  J(m+1)<p 

IV.'  1  +cosg>  + cos 29J +  ...,  + cos ii(p= 1   ;  .cos^ny;.    ' 

slny+8hi2yJ-....+sltiyiy  =r        , V    ^^ ; sin t^y. 

jj  .  ■    '  .    '  »     .        *^' 

Die^9  so  viehich  weiss«  bisher  noch  nicht  angewendete  Her- 
leitunesweise  8cheint  mir  nicht  bloiss  kürzer,  sondern  auch  direc- 
ter  MS  die  dbeo  *  angedeutete  gewöhnliche«  zu  mo.  Vielleicbt 
findet  in  dieser  nejuen  Gestalt  die  Summirung  jener  so  wicMgen 
Reihen  Eingang  in  die  Elemente  der  Goniometrie. 


.  * « 


S^<(rtenuigr  einer  fitpielerei  durclii  die 
Watarscheifiliclikettsrechiiiuiff. 

•Von  dem 
Herrn  Doctor  E.  W.   Grebe, 

'  G ymnasialUhrer  xu  Cassel. 


■*  ,  .A*« 


Es'  i«t  ^ine  nieht  ung(ew6hnliehe,  aiich  als  Orakel  beirat.^ie 
SpMerei»  ^^^^  matf  ^g«.  Grashalme  <»der  ähnliehe  Gegenstühde, 
dAr'wir  mit  ab,  nH,  ^fu.  »,  w«  bezeifebnen  wollen«  In  der  Mitte 
uiiihicgti  ftrtier  nachdem  dieselben  so  verdeckt  sind«  dass  man 
den 'lauf  der^eN^  nicht  vetfolgen  katln«  die  freien  Enden  a,  b, 
e^>  €lV  e,  /'tf.  s;'w;  ^  <2W«i^h  verknüpft«  nnd  efndlfch  nachsieht; 

Theil  XI.  ^ 


MSt 


ob  durch  diese  Operation  eine  gesehlosiene  K#tte,  ein  Krans 
entstanden  ist.  Es  bedarf  wohl  kaum  einer  Erinnerung,  dass  die 
Sache  ganz  dieselbe  bteibt,  tvenn  man  die  Grashalme  in  doppel- 
ter Anzahl  nimmt,  und  dieselben  dann  auf  beiden  Seiten  verknApft. 
Die  Wahrscheinlichkeit  der  Entstehung  eines  Kranzes  bei  ^dieser 
Spielerei  |canD  durch  eine  so  einfache  Formel  ausgedruckt  werden, 
dass  dieser  Umstand  es  entschuldigen  wird,  wenn  wir  die  Sache 
hier  kufz  erOrtern. 

Nehmen  wir  nur  einen  Halm,  so  entsteht  jedenfalls  eiil  Kranz, 
da  nur  die  eine  Verknüpfung  cU)  möglich  ist;    die  WahrscheinliGh- 

i^it  Ist  =1-    Bei  a^ei  Halmen  liefern  die  Verknüpfungen  ac,  bd 

und.  ad»  bc  einen  Kran%,  während  die  Verknüpfung  ab,  ^d  keioea 

2     1.2 

gibt;    die  WahrscheiBlichkeit  des  Kranzes  ist  szi^sTr^.  Bei  drei 

Halmen  belehrt  uns  eine  Aufzählung  der  hier  möglichen  fanfaehn 

Verknüpfungen  bald>    dass    acht  >  derselben    einen   Krana   geben, 

8       12  4 
dass  also  die  Wahrscheinlichkeit  eines  |;olcben  ^TC^^'i  3  5  ^^^ 

Wir  werden  hierdurch  zu  der  Vermuthung  geleitet,  dass  bei  n  Hal- 


men 


die  Wahrscheinlichkeit  des  Kranzes  =  ,'^*^'^*  'L — sr^s ir 


aein  «verde,  uad  die  allgemeinQ  Betraditinig  bestltigt  dieae  V 
a»afbttJig' vollkomipen« 

Wir  wenden  uns  zuerst  zu  dem  Nenner  des  hingestellten  Aus- 
drucks, und  beweisen,,  dass  die  Zahl  aller  möglichen  Verkndpfungs- 
weisen  zu  Paaren  bei  2n  Elementen  =1.3.5.7....(2ii— 3).(za — 1) 
sei.  Denken  wir  uns  diese  Terschiedenen  möglichen  VerknüpfuDga- 
weiften  shmmtlich  hingeschrieben,"' und  zwar  m  alphabetischer  An- 
ordnung, so  ist  klar,  dass  dieselben  alle  mit  dem  Elemente  a 
beginnen  iMd  auf  natOrliche  Weise  in  X2if — 1)  Gruppen  zerfollen, 
je  nachdem  das  Element,  welches  mit  a  das  erste  Paar  bildet, 
'ein  anderes  ist.  Diese  (2n — 1)  Gruppen  enthalten  alle  gleich  viele 
VerknüpAingsweisen  I  nänillck  Ho  ''iflfc.  als  filr  die  ausser  dem 
ersten  Paar  noch  übrigen"  (2m-=-"*2)  Efeuiente  möglich  sind.  Die 
Zahl  von  Verknunfungsweisen  ^er  2n  Eien^ente  ist  aUa  das 
(2a«^l)mefie  der  aahfder  VetkfiupAmgswelsen  ran  f2n«^9)  fye- 
mentea,  diesa  aber  aus  kknlichee  (>^dea  |laa  (ßn-^^^^filfhe  der 
Zahl  (ler  Verkniipfungen  von  (2n  — 4)  Elementen;  und  so  ergebeii 
sich  durch  wiederholtes  Schliesseii  dTie  Factoren  des  zu  beweisen- 
den Products,  wenn  auch  in  umgekehrter  Ordnung. 

Dass  ferner  der  obige  Zähler  1.2.4.6....(2n— 4)(2n— 2)  die 
Zahl  der  dem  Kranze  giiristigen  Verknupfnngsweisen  richtigdar- 
stelle,  beweisen  wir  auf  folgende  Art.  Es  war.  vorhin  die  nede 
von  (2»-rl)  Gruppen.^  ^  Die  erste  dieser  Gruppen  hat  in  allen 
ihren  Verknüpfungsvteisen  itb  .zum  ersten,  JQlemcHitenMar, .  clie 
a«eite  ac,  die  dritte  cni^  u.  a«  w.  Die  eiaU^  mit  dem  Eleiaanicn- 
paar  a/b  beginnende  Giuppe  vermag  ic^inen  Kranz  zd  liefern,  weil 
duri:h  die  Verkoiipfuag  a6  der  erste. Halm  Jn  «icb  abgeschlaaeaD 
und  mithin  von  der  Verbindung  der  sibvig«^  UaJbaa  aiisgeseUessan 
wkjd*    Die  fibrigan  (2a— 2)  Gtufip^  aber  liefern»   antpr  ataaader 


ilAS 


9 

vergjichen,  iminer  eine  gleich  grosse  Anzahl  von  Kränzen,  weit 
die  JBeziehong  des  Elementes  a  zu  jedem  ausser  b  vorhandenen 
andern  Elemente  offenbar  eine  ganz  gleichartige  ist.  Wir  dürfen 
daher  nur  die  Zahl  von  Kränzen  in  irgend  einer  dieser  Gruppen 
ausdrücken  und  diese  Zahl. mit ^(2n — 2)  multipliciren.  Wählen  wir 
die  Gruppe,  in*  welcher  das  erste  Elementenpaar  durchweg  ac 
lautet,  und  in  welcher  mithin  das  zweite  Elementenpaar  durch- 
weg mit  b  beginnt,  so  ergibt  sich,  dass  diese  Gruppe  ebensoviele 
Kränze  liefern  muss,  als  wenn  das  erste  Elemedtenpaar  uc  gar 
nicht  vorhanden  wäre,  das  zweite  aber  statt  mit  b  vielmehr  mit  c 
begänne.  Indem  nämlich  ^  mit  a  verknüpft  ist  und  a  mit  b  zu<^. 
sammenhängt,  ist'ca6  nur  als  eine  Verlängerung  von  c  zu  be- 
trafctfliL  Wade  dier  vorhafideneQ  (in— 2)  ^rtipfM^ftJ  Mrttt  4too  ao 
viel<$ ^Kränze,  als- (rt^l)- Halme  für  sich  zu  Ue(#rB'.vermOgeA»' 
Aus  Ifinirchen  Gfünd^n  Hefern  aber  diese  fneder  f2fj'— 4)mär  so 
vMp  tt^MTi»  ab  (^- Qualme  lieferu  würde«.  ^M^ty^m  ufft 
weiter,  so ,  erhält  man  den  zu  beweisenden  Zähler  auf  dieselbe 
"Art,  wie  früher  den  Nenner. 

Bei  Benutzung  <tes  Wahri9öheiulicbkeils4|[uM€<iAt^ii  i*q  5  7  n 

hat  sich  hiernach  die  Zahl  der  aus  Zähler  und  Nenner  anzuwen- 
denden ersten  Factoren  genau  nach  der  Zahl  der  Halme  zu  rich- 
iBfh'*  Die  Ui^egetmäAtfigkeit,  dass  im  Zähler  1  als.derüZugAhrer 
deffi^draden  Za&tan.ersoieintj  entspricht  aeoaii  deriUnfeftelfiiliff 
«i^c^it  iri  der  iSache,  diass  bei  einem  Halm  die  V^tktfipfyu^^^Q 
einfo  Kranz  liefert^  bei  jedAr  andern  Zahl  von  HaiiiNnri.ab^r,  niohti 
Die  Wahrscheinlichkeit  des  Kranzes  wird>  wenn  -^ie  Zahl  der 
Malme' wächst,  *  fortwährend  geringer,  verschwindet  aber-er9t'1m 
Unendlichen.  Wir  rathef)  .daher  den  schunein  Jjeseriiin^  ^S^^l 
Archivs,  welche  sich  unseres  Orakels  bedienen  'wollen,  die'  Zänf 
der  anzuwendende^  Halme  jedesmal  mit  ih^eft  Leb^ejirffren  in 
Ueberein^timmung .  zu  bringen. 

Zum  Schluss  /ipag  der  Mge^  Quotient  noch  mit  der  brann- 
ten Formel 


'•  irf ' 


'2~l.l3.5.5.7.7.9.... 


I  \ 


N 


•'.'l 


»  t    ^. 


vefgliehdn'vtevdi^ii.  Nehmen  wir  äo,  es -seien  in  lUeaeir  letzteren 
Formel  no  viele  Factoren  benutzt,  dass  die  Gleichung  nahe  rich- 
tig fet.  und  der  letzte  Factiof  d^s  Neuttena  mI  (2«r^l)tt  ao  würde; 
die  VE^thrsch^inlichkeit  unseres  Kranzes  bei  n  Halmen  auch  nähe- 


unnen,  wodurch 


V— —  ■  ■■■«  ■*■  « 

ö/a  ^yi  aasgedrückf  werden  k 

sich  zugleteh'dle  obige  Behauptung,  dass.  ur^ser  Wahrschefnlich- 
keitsquotienl  l>ei  unzählig  vielen  Halnlen  ^erschwindtad  klein 
werde,  rechtfertigt. 
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Zusatz  3.    FOr  ito=>|  mti  log(L--j?)ifelog(i)  =  '-loghypi 
und  daher 

:  .    ,i  Kit*.  11    1  1.1  i'     ;        " 

1     1     •  l'^     11  »'        .    ' 

=  2  +  8  "^  24  "^  64  ^^  TBÖ  ^  ®'^' ^^'®*^'*'' '*' 

§.  12.    Wir  sotten  dilejSuniine  det*  nnendlictien  Heilie 

^  '^S  /yvS  n^m 

bestimmen.    !^s.)vu-J,       it 

ii*      ^  1 


/  f 


also 


i 


.XIV)    ,^.log(H-A). 

!  ■    '   .  "      ■    i     :  1     <•:'.» 


Eine  Constante  is^t  offenbar  nipbt  hinzazufiieen. 

für  ar=l  ........       ■  .*  ;•   .«i' 


Wir  erhalten  z.  B. 


1  -  i+ 5  - 1  etc.  =  loghyp  2=0,6931^71: 
§.  13.    Zu  summiren  ist  die  Reihe 


-VKTK      1.1    o.    1*3     -.1.3.5     ^.      . 

X  V)    1  +  ^ar«  +  27i     ^"2X6      "*"        ^ '" 


(  Vf 


wir  erhalten  hieraus  durcli  Differentiation 

dÄ         .  1.3^.  .1,3.5    .  ..^ 

hierauf^  Jn^iQ  ^irijonit  ;?:  di^j^idiren  i^qd.^danD  int^rireai.^  .... 

oder 

.11.!«  Os 

Differentiirt  man  diese  Gleichung,  so  erhält  man   --zszxds-tstbf 

oder  \^.'i\i>>.    ,Iii.':_-..   r   /i       li,-;   iriNlM.'      .9^.\)i:-ri»^ 

also  ^         ..irli' 


»  « 


.K'  :•   rt 
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Eine  Conatante  iat  nicht  bin/qsnfiigQn ,  weil  aus* Ueiden  Gleichun- 
gen XV)  fiBr  a::i=0  «s^l  folgt.,  \ 

Setzen  wir  ar=l,  so  erhalten  nir 

,  .  l     1.3^  1.3.5  ^ 


§.  14.    Wir  sollen  summiren 


t  ■  • '/ 


f  ^ 


M. 


Es  wird  sogleich  äi^^'^2^^2Ti^  *2!4!6^^^^^  "^VTZ^^^^^^ 
also 


f  =  /  ■  .       "ff  ap  i^rcsin  x  +  Con^t*» 


VI 


oder,  weil  fflra^=0  auch  f=0  und  aresin  a:=0: 

•      *  •  r 

I      .f     •»   ■       ■   .    •  ^         I.» 

XVI)    «=arcsin^. 

'     .  '  ''  .    : 

FOr  0:^1  wird  arcs6ia:;^iir,  also  - 


•  / 


;«=i+jA+ 


1.3 


+  5 


1.8.5 


etc. 


2.3^2.4.5^2.4.6.7 

< 

S.  15.    Sollen  wir  summfren  die  Reihe  ' 

SO  können  wir,  dufcb  Vergleich ung  dieser  Reihe  mit  XV) ^  aus 
dieser  unsere  jeüet  rorlitgende.  herleiten ^  indem  wir  — x*  statt 
-f  .T*  substituiren ;  wit  erhalten  daher  durch  dieselbe  Substitution 
auch  sogleich  die  gesdcbtd  ^untnit»  nKmlt^h    - 


Für  jr=l  erhalten  wir 


. ,  xyij) 


§.  16.    Wir  Sjuchen  die  Sun^me  der  Reibe 

v^7fiiv   ^     1.4:'     l.är»     1.3.5ir^^, 


ii  « 


.-  N 


88* 


I 


sechsfache  Sunimirupg  nicht  eben'  äle  ;eine  runde  und  kurxe 
Auflösung  des  gedachtet)  Problem  es  ersehet  nt>  iintl  icH  l^titeaehte 
desshalb  auf  einem  anderen  We^e  zum  Ziele  zu  komrot^Ov.  }^ 
stellte  mir  nämlich  die  Aufgabe^  irgend  einen  FakultatenkoeiBzien- 
ten  in  ein  bestimmtes  Inü^tal  zu  verwandeht ,  itas ' 'ebenfalls  zu 
eii^er  independenteri  Bestin^niung  desselben  fuhren^    oder  vi^flftlshr 

feradezu  eine  solche  s(^tn  inus«>  da  man  bekanntlich  Mittd  ft^Mog 
esitzt,  um  den  Werth  eines  b^estimmten  Integrales  mit  jeror  be* 
liebiffen  Genauigkeit  zii  .berechnen.  Zugletcn.  bßVe  eine  sotcbe 
Ausdrucks  weise  den  WyrtheH^  die  fi^glicl^  OrOse^  in  einer  cNHn* 
pakten  Form  darzteteilen. 

Denken  wir  uns  die  Fakultät  ft(f&-|- l)....(f(-|-n— 1)  nach  stei- 
gesdeti  Potenzen  vom  f^.etttndck^,  und  setzen 

•     -    1)    K(/^  +  l)0i+2).;..(|»+n^l)  . 

li  II  '  n  Ji 

•o   besteht  uaaeie  Au%dbe.  beftaMtttrich  darin,    irgettd  einen  der 

Koeffizienten  A  etwa  Ak  zu  be^mraen.  Nehmen  wir  ji  negativ, 
so  wird 


2)    ft(|[*-l)(f*— 2)....(f*— «  — 1) 
>=(— l)»[-^i^+^2l»a-^3^»  +  ....  +  (-1)«^„^»] 

und  hier  gehen  wir  nun  zunäöll^'tlklrauf  aus,  die  links  stehende 
Fakultät  in  ein  bestimmtes  Integral  zu  verwandeln.  Diess  seschieht 
auf  folgende  Weise.    Nach  einem  bekannten  8atze  isTt  für  jedes 

positive   (i  und   n^z^  —  n: 

(2  cos  i3;)Mcos  ifiz  == jLip -|- fijL  cos  z  + /i^  cos  2z + .... , 

wobei  (Iq,  ttj,  f<a,**..  wie  gewohnlicb' die BinomialkoefBzienten  be- 
zeichnen. Miiltjlf»ltf;«ren  wie.  ))eideraeit3.mit  Scosnx  und  zeiJc^eift 
rechts  fcdes  doppdte  Coshrasprodnkt  fai  eine  ouratlie  vori  Crnnm, 
so  wird  .  y  '..■'.< 

2  (2  cos  iz)M  cos  Jfiz  cos  iiz= 2fio  cos  nz 

+  |X|  [cos  (n — l)z  +  CO«  (»  +  l)z] 
+  rt[<Jos(ii— 2)z  +  cos  (n +2)zJ 

+  ^  [cos  (w — «)z  +  COS  (n + n)z] 
,-|- ■  .    .    *    . 

Dieae  («kichitAg  multipUBiren  mr  mit^  ds  und  integrirefi  daia«!' 
jwische»  den  Grämen  ir^O»  x=«.  Dabei  ist  zu  WrfiohsiGbtigeD« 
dass  ii^  jedes  gfott^  pftm^ve^p  >  0    ' ' 


/.      cos  i^2  dz  == =:  0 
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wird  und  mithin  alle  Glieder  verschwinden.  In  welchen  fi  Hfiii  NWU 
Terscbleden  ist.    Es  bleibt  daher ^nnr  übrig 

Schreiben  wir  den  Werth  von  fin  hin  und  mttitipliziren  darauf; 
beiderseits  mit  '■""  »  wobei  l»2....n  kurz  mit  n  bezeichnet 
werden  m5ge,  so  wird 

2.n"   P'^ 

/      (2cosixV'co»iA2cosiiz€{2 

,  Ä,i(^*-i)(^-^8).:..(^-*i^).    . ,      .  ,  ■■  ', 

Links  setzen  wir  nm  mehrerer  Bequemlichkeit  willen  z=^lx,  wo- 
durch dz=z2(Lr  wirdit  tind  die  auf  w  l>ezflgrfch?n  Integrationsgrän- 

0  n 

zeA  hl  A-^c^  ««4  ^^^ übergehen.     Recdkto   «atwicke^.  wir  ^e. 

Fakultät  nach  der  Formel  2)  und  erhalten  so 

'4       /^Ä»  ■         •    .  '     '" 

—  n'  /        (2co8a:)/'cosua?co82nar</j: 
^    «/ o 


'.      > 


=(-i)"[-^if*+4R»**-^tf*H ... +(-i)»Af*»}. 


.»    *, 


Um  nun  '  fatefsas  irgend  einen  der  Koefäzientet^  A  -^twh  Ajt-  iei 
bestimmen,  differenziren  wir  beiderseits  knid^  in  Bet«;^  airf  fir'iAMy 
nehmen  dann  |i4=:0.    Setzen  wir  zur  Abkürzung 

3)    (2  cos  a:)f*  cos  /»^  ==  f(ii) , 
also 

4         Pi^ 

SO  giebt  die  Armallge  Differenziation  dieser  Gleichung 

»  _  - 

4       Pi^ 

— n*  /       ^(*)(f»)co«2».riij?  .    ,    :• 

und  folglich  für  ^^0 

-n  f       /t*)(0)coa2iiarJ.r 


/  ^ 
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oder  Dndlieb 


4)     A=(— !)«+*- p  /^^V*)(0)co8  2wari/x. 

Um  nun. die  noch  lückutändige  Diiferenziation  auszuführen,    stel- 
len wir  /(fi)  in  die  Fefm 

und  setzen  zur  Abicfirzang  /(2cosa:):=^,  also 

/(j»)=««^cos:rfi, 

oder  wenn  man  den  Cosibbs  durch  uuaginfire  Ezponenzialgrussen 
ausdrückt : 


wobei  i:=  V--1  iM.    Hier  ^ebt  nun  Armaligv  DiflUrenziatlon  in  Be- 
zug auf  fi 

und  daraus  folgt  fi\r  fA=:0 

Man  kann  diesen  Ausdruck  bekanntlich  in  einen  anderen  umsetzen, 
der  keine  imaginäre  Zahl  enthält,  nämlich 


(y«  +  ar«;»!*  cos  (A  Arct^n,-) , 

9 


und  dann  wird 


6)  i;k=(— l)"+'tp  /**''(»" +  fl^)l*A>8(AArctao-)co82iwtdar; 

^'*  t/  0  y 

aber  dieser  Ausdruck  ist  etwas  unbehülflielL  Zu*  einem  elegan- 
teren Resultate  gelangt  man  dadurch,  dass  man  stati  f^^ifü)  die 
Reihe 

*oy*— **y*^*^*+*4y*7***-  — 

^substituirt,  wodurch 

^*=(^1)*+*^  fV^*"  [Äo»^— *ay*-»^*  +  ..•.I^os2iixd* 
erhalten  wird«    Setzt  man  das  Integral 


d.  i. 


-       N, 
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(-?1)»^*— TT   /        [/(2cos^)J?a:»cos2«xrfx  =  9>(p,i7), 
•o  erscheint  die  symmetrischere  Formel 

6)    J»=:*ov(ifc,€!)— ifr,y(*-2,2)  +  *4^»(*-4.4)-....        , 

Mipfiint  man   die  KoefGziep^j'/l/ip'UQiitlekehrter  Reihenfolge,   so 
ergeben  sich   diejenigen   Zahlen,    welche  Herr  SchiS'fli  mit  C 

be^lm«f "  ^Atr^  a^'^iM^riängi)   Kfgt  nlkiilU|rtt«>fi3=i|-^Mf 
«luAÄ  ffluJll^ikafloi«  iiit  i»:  ■'•^'^        '     'üul     l<   .» 


»       •    - 


(i+Oi)(i+ü)(i -fai) ..;.(! +it -u) 

and  wenn  man  ^iess  mit  der  Formel 


(1 + Oi)  (1  + 1 A)  (1 + 2i)...^I  +  n  -  U) 
vergleichet,  so  wird  -,  ' 


#        « 


»  tf        fl  '*n       '■•*••■' 


»'..«*•! 


^ 


fit»erbaiipt 


V 


t     •: 


«r  n 


wobei  i  eine  positive  ganze  Zahl  bedenket.. .  Es  veraiebt  sich  fibri- 
^ns  von  selbst;  dass  man  noch  andere'  und  bessere  Ausdrucks^ 

weisen;  für  Ak  findet^  Imush«   irenn  es  glüpjUy  eine  f)er  Fakultäten 

fi.(^+l)....(f«-+»— 1)  oder  «(ä— l).u.(^'r^n^-*-l)  in  ein  acderes 
und  geiscb meidigeres  Integral  |tls  das  hier  benutzte  zu  verwandeln. 
Es  kam  mir  bei  den  gegebenen  Eiitwickefuns^n  nur  darauf  an,  zu 
zeigen/  dass  d^^  >>^  Vorschlag ' gebracbte  Methode  nicht  an  den 
Schwierigkeiten  leidet,  welche  der  unmittelbai'en  Bestimmung  von 

Ak  oder  Ci  entgegenstehen ,  wenn  man  von  der  KeKursiop^fo^mer  ^ 
seinen  Auslauf  nehmen  will,   ynd  dass  sie  daher  wohl  verdiente» 
weiter  angewendet  zu  werden. 


•  1 1 


j  .. , 


•   I 


iSO 


lleiiliiiBi«air  der  Arlieit,  die  nlBtliiff  iaatt 
um  I^nfft  In  einem  Bel^ftlU^r  zu  ver- 

dfinnen.        . 

Von  dem  « 

Hcte-fB  Doctor   J.    Di^hker, 

Lehrer  an  der  höheren  Burgertchale  so  Simheun  hfi  Heidelberg;.  ' 


Man  habe  ein  Geföss  von  a  Kubikmeter  lohalt  >  io  welchem 
Luft  von  der  Spannung  [»(^1)  Atiäocipbären' s«i ,    und  man  «rill 

nun  diese  Lnft  vormittelst  einer  Luftpumpe»  die  einen  Stiefel  von 
6  Kubikmeter  Inhalt  hat,  so  verdünnen >  dass  die  Spanrtüng  der- 
selben nur  noch  v  Atmosphären  betrage«  Welches  ist  der  dazu 
nOthige  Aufwand  von  Arbeit  Y  .  ^ 

Dabei  setzen  Vir  voraus,  dass  die  Jahnen  der  LcAputnpe» 
vermöge  der  mechanischen  Einrichtung  des  Instrumentes,  sich  von 
selbst  offnen  und  schliessen »  sp.  das»  dazu  nicht  der  Drucke  der 
Luft  nothwendig  ist.  Die  etwa  zu  diesem  Oeffnen  und  Schlieasen 
notfiwenditfe  Amit  vernüeUissigen  wir.  Zugleicli  wollen  wir  b«- 
meriten,  das«  wenn  es  im  >Fc»lg^iden  hebst»  es  seien  in  einesa 
Behftiter  g  Kubikmeter  Luft  enthalten,  damit  gesagt  sein  solF,  die 
in  dem  fraglichen  Gefösse  enthaltene  Luft  würde  ühte^  dem  Dro^ke 
r<m  Einer  Atmosphäre  ^  Kubikmeter  (Kbkmtr)  Raum  einnehmen» 

Zu  Anfang  befinden  sich  in  dem  Behfflter  aa  Kbktntr  Luft; 
hebt  sich  nun  der  Kolben  ^das  erste  Mal»  so  dehnt  sich  diese 
L^i(t  von  dem  Raum  a  in  den  a-\-6  ws$   il^re  Spannung  ist  also 

»ocb  L  ■  jL^  Atm.  Senkt  sich  .also  der  Kolben,  so^ehen  fort 
-  Tyfi  Kbmtr  Luft,  bleiben  folglich; 

ab  fl*       «Ti     .  1      t,  ^  A  ^ 

^^^^^b^'^aTö^       ^^  ^^"  ^^^  Spannung  ^^f*  Atm. 

Rechnet  man  so  weiter,  so'ergiehfsich,  dass  wenn  der  Kolben 
sich  7fmal  gehoben  und  gesenkt  hat,  noch  vorhanden  8ind: 

rt*«*-*  /    «    \ 

JiTföy^^  Kbkmtr  von  der  Spannung  \^^^)>  Ahn.  , 


^1 

Sdttifikwi.die  S|p4PB|ing  v  diirqh  f»  Kolbeqstusse  ecreicbt  jtiojfn,  «o 
müm 

«ein,  wodurch  n  boBtiiiinit  wird. 

Wenden  wir  uns  nun  zur  Bestimmung  der  nuthigen  Arbeit. 

'  Zu  Anfang  des  n\en  Kolbenhubs  waf  die  Spannung  der  Luft 

(a   \"— ^ 
-  ml)      (i'  Atra. ;    ist  nun  der  Kolben  bis  zur  Hohe  x  aufgestie- 

sen.  /sein  Flächeotihhalt  in  Quadratmeter,^  so  ist  die^  Spannung 

^        /   o    \*-*         a  . 

der  Luft  noch  ( — rr  1      !*• — r^'   Drücltt  nun  die  Luft  mit  einem 

Gewicht  Tbn  of  Kiidgramm  auf  lO  Meter  bei  der  Spannung  von 
1  Atm«,  so  findet  man,  wenn  die  Reibung  des^  KoA>ens  an  iei 
Stiefelvvänden  durch  em  Gewicht  von  r  Kilogr. 'überwunden  wer- 
den kannj  för  die  Kraft,  die  zur  Bewegung  des  KdbensnOthIg  ist: 


Bewegt  sich  der  Kolben  nun  durch  den  Raum  Sx,  so  kann  cticse 
Kraft  als  konstant  angesehen  werden;   ihre  Arbeit  ist  alsdami^ 


.-•».  ,'i 


.■i 

Heisst  A  die  ganze  Hohe  des  Hubs,  so  ist  die  Arbeit  eines  Hubs  s 


=f*« + j**  -  (arfft)" '  '*•"' '"«(  a  )?   • 


I 


Beachtet,  man»  das«  fh=b.,  und  das«  bei  einem  Niederpng  die 
Arbeit  bloss  rA  ist^  so  findet  man  die  zum  »ten  Auf*  und  Nieder- 
gang nuthige  Arbeit  Jn^des  Kolbens:  .  .,. 

A=6<;  +  2rA-(j^)""VatflogCl  +  ^)- 
Demnach  ist  die  gesammte  Arbeit  A,  während  fi  KoUiettNtVssen  t 

/        ■  i4=rjii+,Aj  +  ....  +  ^fi, 

d.  I.  *  ^ 

.» 
worin  >l  durch  die  GleichtiBg  (i)  bestimmt  ist. 
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/ 

Gesetzt,  es  solle  dfeses'  AuspuApen  durch  einef  Dampfaia- 
schtne  von  m  Pferdekräften  in  t  Sekuoden  vollzogen  werden.  Eki« 
Pferdekraft  für  die  Sekunde  werde  zu  p  kilogr.  mtrs  (pz=:S8JS23) 
gerechnet,  so  ist  ( 

mpt  =  A,  (3) 

wodurch  m  gefunden  wird. 

Der  Ausdruck  von  A  nimmt.,  wenn  ma^  die  Gleichung  (I)  be- 
achtet, auch  die  Form  an: 

......  ^ 

r  "•  ■  •  .  • 

Man  sehe  darüber:.  „Meoioire  sur  l'applicat^on  de,  l'air  at- 
mosphörique  conime  force  motrice  sur  les  cnemins  de  fer"    5.  16. 


in  Crelle's  Journal  Bd.  32.  S.  24  £ ,   \^'o  die  Resultate  jedoch  an- 
ders sind ,  indem  die  dottigen  Gleichyiigen  (3)  und  (4).  nicht  genau 

richtig  sind.     Macht   man  in  unserer  Formel  (20  log(l-i- -)= -« 

et  JL.  h        ää. 

— T — ==X)  60  g^l^'i^^  '^^^  2u  ^^^  Resultaten  der  angeOIhrten  Ab- 
handlung, was  darauf  hin  auskommt',  6  gegen,  a  zu  vernachlässigen. 

<$  ist  nach  Grelle,  9418,  nach  Andern  (Archiv  IX.  S.  342. 
nach  Malier'«  Physik)  =;:10330.      .. 

Eis  hierher  haben  wir  eine  Luftpumpe  mit  einem  einzigen 
Stiefel  betrachtet;  wir  wollen  nuii^,  aniiehmen,  dieselbe  besitze 
deren  zwei,  in  deren  einem  der  Kolben  sich  hebt,  während  der 
andere  niedersteigt.  Derjenige  Kolben^  der  zu  Anfans  der  Ope- 
ration aufsteigt,  soll  der  erste  genannt'  werden.  Durch  Betrach- 
tungen ,  die  oen  so  eben  angestellte  ganz  ähnlich  sind,  wird  man 
leicht  das  folgende  Thfelchen  entwerfen  kunnen.  Die  bViden  Stie- 
fel werden  vollkommert  gleich  änt^enommen  und  es  Tn<ig<en  von 
jedem  die  Bezeichnungen,  die  ol>en  von  Hern  einen  gebraucht 
wurden,  gelten.  ^ 

Nach. dem  Siiid  noch  da  Khkmtr.  Spannang 


/ 


dcrselb.  in.iltni. 


'Isten  Aiilffaiig'deslMenKolbfnis  .    ,.  «lu.)  «..,.«  .  ,  ■  (*■,<> 

.  ^  '  a  -f-ö 

Isten  Niedergang  „  .  .    — ^ ("!:*}  '*• 

2te«Aafg«ng  .....    ^-^,  .  .  .  .  .    (;^)V 

2ten  Niedergang  „  .    ^^,  .  .  ,  ..   (;^)\. 


4i>3 

3t«»  Aufgang  ....  •  •    ^^4  •  •  •  •  •    \;r+b)  **• 

Steo  Niedcii^nig     •      „  '  .  .    (^qTg)?-  •  •  •  •    {jTfi)  ^- . 

nte»Aa%ang  ..  ..    ^fTfSf^i^i     •  \l^b)       »^ 

Uten  Niedergang    ,       „  •  .  .    ^-^^-Zl  •  •  -(i  +  ij   f*; 

.  -;  3oll!  ulao  wihreifd  n  Auf*  und  Ifiedergärigen  des  ersten  Kol- 
bens \dM$  verlangte' VerduuMmg  faefvorgebracht  sein,  so  muss 


sein 9  welche  Gleichung  aus  (1)  entsteht,  wenn  man  2n  statt  n 
setzt,  was  auch  nicht  anders  zu  erwarten  stand.  Die  Gleichung 
(4)  giebt  nun  n> 

Berechnen  wir  nun  die  nOthige  Arbeit  Während  des  nten 
Aufgangs  des  ersten  Kolbens  ist  dieselbe,    wie  man  leicht  sieht: 

=  6<i  +  rA-(^^q:^^        a<yf*log(l+-); 

die  zu  gleicher  Zeit  nOthige  Arbeit  zum  Niedergang  des  zweiten 
Kolbens  ist  rA.  Geht  nun  der  erste  Kolben  wieder  nieder,  so  ist 
die  dazu  nöthige  Arbeit  rA,  die  aber  zu  gleicher  Zeit  verwendete 
für  den  Aufgang  des  zweiten  Kolbens: 

Somit  ist  die  gesammte  Arbeit  während  des  nten  Auf-  und 
Niedei^anges  des  ersten  Kolbens: 

Setzt  man  hierin  n==l,  2,....n  und  summirt,  so  findet  sich  iQr 
die  ganze  Arbeit  B  währena  der  n  ersten  Auf-  und  Niedergänge 
des  ersten  Kolbens: 
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"Ä±2Bft<r+  4iirA-^^Iog(H-") . 


Ä,  (a+6)«"-a*» 


ö'*    (»+6)«»-«   ' 


(*) 


w^ofier '  Aq^dnick  sieb  aus  (2)  ergiebt,  wenn  mw  .4Mii|  3ic  statt 

«  setat.r    ^  .  •  '•       _ 

Ist'  eine  Dampfmascbioe  von  m  Pferdebrftften  während  t  Sekun- 
den tbfitig,  am  diese  Arbeit  zti.  vollziehen,  so  hat  nuin  wieder: 

V    ,     V  ^       mpt  —  B,  (6) 

•  ■     *  ,   t. 

durch  weiche  Gleichung  iH  bestimmt  wird. 

Setet  man 'nun  die  Wertlie,  so  tindi»t  srcli,  dass  om  bei  suei 
Kolben  die  Verdikinung  von  der  Spaimmg  fi  auf  r  Atm.  im  t^Se- 
künden  zu  bringen,  eine  Dampfmaschine  von 


. « 


I 

•  i 


1.  \     < 


■-  •  ) 


i: 


♦» 


I    • 


■'    I. 


\) 


V'  . 


Il 


(.  )■'■■ 


I  4 


•   •    f 


•  I 


»    •    !     l' 
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PferdekrSften  Dothuendig  ist. 


Seiy  um' eiD  Beispiel  zu  wählen,  r=:0,  fA=l,  v==i»  a^lOOO, 
6=2,  ^=4000,  80  midet  man,  das«  die  Maschine  haben  muss: 

0.3010800     ^^^^  Amn«ß77  1002-»yf-- 1000-?;t^  , 
(18836.  jw=n5j7=sr  —4709000. 0,0008677 . „to,,.» ) 

:?35292,  ' 

gleich  19  Pferdekr8flen  ungeCUir. 


I  8  e  e  1 1  e  n. 


Drei  neue  Theoreme  yoii  Cauchy  über  die  regal&ren  Po- 
.    lyeder,   aosgesogen   auvs  den  Comptes  rendas  bebdomadai- 
res  des   söances  de  l'Acad^inie   des    science^.       Tome   XXVI. 
No.  20.     (15.   Mal  1848.)    p.  518., 

1^  Th^or^me.  Les  centtea.des  dirertes  faces  d*an  polyödre  r^g;ii« 
Her  quelconque  sont  les  sominets  d^in  autre  poly^dro  regulier.  D'ailleors 
deax  poljedres  r^gnliers,  dont  Tua^a  poar  sommets  les  centres  des  faces 
de  Tautre,  sont  nöcessairement  oti.  deuX'Utraödres,  oa  an  hexaidre  et 
an  octaödre,  oo  un  dodöca^dre  et  un   icosa^dre. 

"  Uß  Th^ordme.  Dans  tont  pMjedre  r^gnlier,  la  droite  men^e  do 
^  centre''  &  an  sommet  est  perpendicvlaare  aux  plans  de  divers  polygones 
r^gnliers  äuxqaels  apparticnnent  tlflis  les  somm'ets  situ^s  hors  de  cette 
droite.  *    "* 

Si  le  polyedre  donn^  est  un  -t^traedre ,  un  seul  sommet  sera  sitae 
sar  la  droite  , dont  il  s'agit,  les  trois  autres  appartiendront  k  an  triangle 
^quilat^ral  dont  le  plan  sera  pecp«ndiculaire  k  la  droite« 

Si  le  polyödre  donn^  est  un  hexa^dre,  ou  un  octaedre,  oa  an  dode- 
caÄdre,  ou  un  icosaidre,  deux  sommets  seront  les  extremit^s  d^an'möme 
dlam6tre  menö  par'  le  centre  du-  poljodre.  Les  autres  sommets  appar- 
tiendront k  deux  Xriangles  ^quIlAtt^rnax^  ou  ä  un  seul  carr^»  oo  ä  deux 
.triangles  öqniiat^raux  et  k  deax  faexa<;^ones  r^gnliers,  ou  enfin  k  denx 
pentagones  r^gnliers,  dont  les  pifins  seront  perpendiculaires  au  diam^tre 
dont  il  s'agit. 

En  partant  de  ces  remarques^  on  ihSmontrera  saas  peine  nne  relation 
curleuse  qa'ont  entre  eux  les  trots  polycdres  dans  le^qnels  trois  är^tes 
abontissent  a  chaqne  sommet,  savoir,  le  t^traödre,  .  ThexaMre  et  le 
dod^caödre  r^guliers.    Cette  relation  est  exprim^e  par  le  th^nröme  saivaat: 

3«  Th^or6me.  Les  soroniets  dcti'bexaidre  ou  du  dod^caedre  regu- 
lier sont  en  m^me  temps-  les  eommets  de  deux  ou  de  cinq  t^lraödres 
r^guliers. 

Canchj  fugt  noch  hinzu: 

Un  deplacement  dötermin^  d*un  polyidre  regulier  lonmant  aotonr  de 
son  centre  peut  toojoorr  ^tre  consid^r^  comme  le  r^snltat  de  trois  d^pla- 
cements  successifs  dont  chacun  serait  prodoit  par  un  moavemeot  de  ro- 
tation  du  polyedre  autoar  de  l'un  des  rayons  vectenrs  mea^s  da  cwitre 
aui  sommets,  .  .       :         >  .  '    <:r      -^  • 


JLIterftrliäelier  Berlcüt 


Oesclilclite  der  nratliemaflk  und 

Physik. 


Disquisitiones  archaeologico-niathematicae  circa 
solaria  vet^rum.  Dissertatio  inauanralis  astronomica 
auctore  Francisco  Woepcke.  Beroiini.  1848.  4.  1  Rtbfr. 
15  Sgr. 

Eine  debr  i!eissifi:e  archäologisch -mathematische  Abhandlung 
über  die  Gnomonilc  der  Alten,  die  aus  folgenden  Hauptabschttit- 
teu  besteht:  L  De  horarum  et  solariorum  ap^ud  veteres  usu. 
it.  De  generibuset  forinis  antiquorum  solariorum  item  de  analem* 
niate.  lll.  Monumenti  in  Museo  ßeroiinensi  Regio  asservati  ezpUr 
catio«  IV.  Expositio  computationum  et  metliodi  in  caiculo  instituende 
adhibitae>  quibus  firmatur  explicatio  monumenti  jam  proposita« 
Addenda.  —  Der  Preis  dieser  Schrift  ist  freilich  etwas  hoch»  und 
wird  deren  i^eiterer  Verbreitung  nicht  eben  förderlich  sein. 


Systeme,  liehr-  und  irOrferl^iiclier. 


0 

Lehrbuch  der  Mathematik  für  die'obern  Klassen 
liuhereif  Lebrantstalten  Von  Job.  Aug*  Grunert  Vi^rtei* 
Tbeil.  Kegejiscbnitte.  Mit  dtei  Figuren-Tafelu.  Dritte 
vermehrte  und  verbesiäette  Ausgabe.  Brandenburg. 
1^^,  8.  Auch  unter  dem  Titel:  Lehrbuch  der  Kegeisefauitte 
für  die  obern  Klassen  huhererer  Lehranstalten  tou 
Job.  Aug.  Granert.  Mit  drei  Figuren-Tafeln.  Dritt« 
▼  ermehrte  und  vc^rbeilserte  AusgJube.  Brand^nbtfi^iF.- 
1848,    ä 
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Mit  dieisem  ^heile  ist  nun  die  dritte  Ausgabe  meiner  beiden, 
im  Ganzen  aus  sechs,  die  geroeine  Arithmetik»  die  ebene  Geome- 
trie» die  allgemeine  Arithmetik,  die  Stereometrie,  die  ebene  und 
sphärische  Trigonometrie  und  die  Kegelschnitte  enthaltenden  Tfaei- 
lei^  bestehenden  Lehrbücher  der  Mathematik  für  die  mittleren  und 
für  die  «nberen  Klassen  höherer  Lehranstalten  vollständig  erschie- 
nen. Wie  bei  den  früheren  Theilen  habe  ich  auch  bei  diesem, 
die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  nach  einer  gemischten  analytisch- 
geometrischen  Methode  behandelnden  Theile  zu  wesentlichen  Ver- 
änderungen und  Umgestaltungen  mich  nicht  veranlasst  gesehen.  Je- 
doch ist  die  Anzahl  der  die  Auflösung  geometrischer  Aufgaben  darch 
die  Algebra  überhaupt  erläuternden  Probleme  vermehrt  und  dabei 
vorzüglich  auf  die  Herleitung  geometrischer  Constructionen  aus 
den  dgebraischen  Auflösungen  Kucksicbt  genommen  worden,  wes- 
halb diese  dritte  Ausgabe  auch  eine  Fipirentafel  mehr  als  die 
früheren  Ausgaben  erhalten  hat  und  hoffentbch  mit  Recht  den  Namen 
einer  neuen  vermehrten  und  verbesserten  Ausgabe  verdienen  wird. 

G. 


Arithmetik. 


Die  algebraische  Auflösung  der  Gleichungen  des 
fünften  und  des  sechsten  Grades.  Von  Dr.  Anton  Mül- 
ler, ordentlichem  Professor  der  Mathematik  und  Astro- 
nomie an  der  Universität  in  Zürich.  Stuttgart  1848.  4. 
1  Rthlr.  18  Sgr. 

Der  Herr  Vf.  sagt  in  der  Vorrede :  „Seit  längerer  Zeit  bin 
ich  mit  Untersuchungen  beschäftigt,  in  deren  Bereich  die  alge- 
braische Auflösung  der  Gleichungen  als  Fall  der  Anwendung 
gehört,  und  habe  dabei  Resultate  gewonnen,  welche  für  die  Wis* 
senschaft  sowohl  Nutzen  als  auch  nicht  unbedeutende  Förderung 
zu  versprechen  scheinen.  Diese  Ergebnisse  einer  langen  mühe- 
vollen Arbeit  dem  mathematischen  Publikum  vorzulegen  und  so 
zum  Gemeingut  zu  machen,  gestatten  aber  Verhältnisse  und  Um- 
stände für  jetzt  nicht;  ich  gebe  daher  einstweilen  diese  Blätter 
als  Vorläufer,  begleitet  von  einigen  nöthig  scheinenden  Bemer- 
kungen^^'  —  »»Will  man  das  Problem  der  Gleichungen    in    seiner 

Sanzen  Ausdehnung  anfassen,  so  ist  vor  allen  Dingen  nöthig» 
ass  man  alles  dasjenige,  was  einer  abgesonderten  Betrachtanc 
unterworfen  werden  kann,  von  einander  scheide  und  trenne,  und 
so»  wie  es  die  Wissenschaft  verlangt,  durch  Vorarbeiten  sieh  in 
den  Besitz  der  nothwendigen  Subsidien  zu  setzen  suche.  Nun 
bietet  sich  sogleich  dar,  dass,  in  Absicht  auf  die  filemente,  zwei- 
erlei Ausdrücke  unterscheidbar  sind:  solche,  welche  aus  den 
Coefficienten  der  Gleiobongen  ^  gebildet  werden,  und  solche,  in 
welchen  lediglich  die  Wurzeln  als  Elemente  auftreten.  Alte  in 
der  Mathematik  vorkommenden  Ausdrücke,-  woraus  immer  sie 
auQh  entsleheo  oder  folgen  mögen,  sind  aber  nach  Gesetseii  ge* 
bildet,  deren  Natur  zunächst  du^ch  die  auftretenden  Elemente  be- 
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dingt  wird,  und  genetzraässig  gebildete  Ausdrucke  pfle^  man 
Functionen  £u  nennen.  Somit  stellen  sieb  zwei  Aufgaben  heraus: 
die  Functionen  aus  den  Coefiicienten  der  GleichuTigeo  und  jene 
aus  den  Wurzeln  zu  untersuchen.  Sodann  ist  es  im  Voraus  ge« 
wissy  dass  bei  den  Functionen  aus  den  Wurzeln  auch  deren  Zu* 
rOckßlhrung  auf  die  Coefficienten  zur  Sprache  kommt.  Demnach 
ist  die  Theorie  der  aus  den  CoefOcienten  der  Gleichungen  gebil- 
deten Functionen  der  erste  Gegenstand,  der  erledigt  werden 
muss.'^  -—  Mit  solchen  nothwendigen  Voruntersuchungen  zur 
aUgemeinen  Auflösune  der  Gleichungen  über  die  Functionen  aus 
den  Coefficienten  und  aus  den  Wurzeln  der  Gleichungen,  mit  be- 
sonderer Rficksicht  auf  die  Gleichungen  des  fdnften  und  sechsten 
Grades,  beschSftigt  sich  nun  die  vorliegende  Schrift,  und  ist  in 
dieser  Beziehung  jedenfalls  sehr  verdienstlich  und  der  Beacb-* 
tnng  der  Leser  des  Archivs  angelegentlichst  zu  empfehlen.  Auch 
ist  SU  wünschen,  dass  der  Herr  Vf.  bald  Gelegenheit  finden 
mdge,  seine  allgemeineren  Untersuchungen  über  die  Gleichungen 
dem  mathematischen  Publikum  mitzutheilen,  denn  die  sehr  lehr- 
reichen allgemeinen  Gesichtspunkte,  welche  er  in  der  vorliegen- 
den Schnrt  als  leitende  Principien  bei  seinen  Arbeiten  über  die- 
sen wichtigen  und  schwierigen  Gegenstand  namhaft  macht,  ^  sind 
von  der  Art,  dass  man  allerdings  sehr  begierig  werden  muss, 
eine  deutliche  Anschauung  von  oer  Ausführung  dieser  allgemei- 
nen Arbeiten  zu  erhalten,  namentlich  auch  rücksichtlich  der  An*  ^ 
Wendung  der  elfiotischen  Functionen  und  der  Hülfsmittel,  welche 
die  ZahTeniehre  aarbietet.  Sollten  die  beiden,  letzteren  Theorien, 
wie  es  nach  dem  Herrn  Vf.  nicht  ganz  unwahrscheinlich  zu  sein 
scheint,  dereinst  noch  zur  allgemeinen  Auflösung  der  Gleichungen 
überhaupt  oder  wenigstens  der  Gleichungen  des  fflnften  oder 
sechsten  Grades  führen,  so  würde  dies  der  schönste  Triumph 
sein,  den  dieselbeti  feiern  kannten. 


Geometrie. 


Ge<^metrie  der  Lage  von  Dr.  Georg  Karl  Christian 
V.  Staudt,  '  ordentitchem  Professor  an  der  Universität 
Erlangen.    Nürnberg.  1847.    8.    1  Rtblr.  10  Sgr. 

Dieses  Werk,  welches  vrohl  als  das  erste  eigentliche  syste- 
matische, und  dabei  zugleich*  elemehtate  Lehrbuch  der  freilich 
sehr  Vieles  und  zum  Theii  ziemlich  Verschiedenartiges  umfassen- 
den Wissenschaft,  welche  man  wohl  mit  dem  etwas  imbestimmteo 
Namen  der  neueren  Geometrie  zu  belegen  pflegt,  wenigstens  in- 
sofern als  in  derselben  der  Gebrauch  des  Maasses  ausgeschlossen 
wird,  weshalb  auch  der  Vf  sich  der  bestimmteren  Bezeichnung 
als  Geometrie  der  Lage  bedient  hat,  zu  betrachten  ist,  verdient  jeden- 
falls sehr ,  allgemein  beachtet  und  den  Liebhabern  der  sogenannten 
neueren  Geometriie  angelegentlichst  empföhlen  zu  werden.  In  der 
Vorrede  sagt  der  Herr  Verfasser :  „Man  hat  in  den  neueren  Zelten 
wohl  mit  Recht  die  Geometrie  der  Lage  ton  der  Geometrie  des  Maasses 
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pi^raeUfdeu,  \nAmtm  gMel|w«U  Siti»»  in  vr4Aem  VM  km/m 
CiruAse  die  Rede  ht^  gewuhnlich  durch  0etracbt|i9<|  voa  Teiliält- 
oU^en  bewieseo.  Ich  oabe  la  dieser  Schrift  versiiclil,  (Iiq  Qmam^ 
tne  der  Lage  zu  einer  selhststiudigeii  WlsseDSfihüdt  ^v  wachen, 
welche  des  Maasses  picht  bedarf.  Um  jedoch  4icgA|iig€»  Eiigfln- 
ochafteo  der  Curyen  und  Flächen  IL  Ordming,  FQl<;he  auf  Smtel* 
pofikte,  Axen,  üreoBpunkte  '«.  «.  u.  «ich  b^sueben»  nicht  gm» 
unberührt  zn  lassen»  habe  ich  das  ^VQBe^tiichQ  bin^nn  i|i  ^m^m 
Anhang  auj^c^nqmmen. ''  Viii  den  Lus^m  4^  Arehivn  denHicIi  sn 
»eigen,  was  sie  in  diesen  Werke  w  er%varten  h^b^fif  haUfm  wk 
es  für  zw^kmäs^ig,  dessen  ToUstündigen  Inhalt  hi^r  mit^ntbeUett. 
IL  1.,  Einleitung,  Uec  Strabienbundel.  Winkelräniue  und  Winhel" 
Qacben^  §.  %  Die  Ebene,  Der  »Strahteubiisctie(  iin4  der  Bh«nep- 
bfischeL  §•  3.  Von  den  Paralie(ea.  S^  ^  V^n  den  i«Kekei|, 
nKanten  und  Polyedern.  6. 5.  Unendlich  ferne  Eleniente.  $»  $.  |ve* 
S^t^  der  Recinrncität  (auf  weiches  d€^r  Herr  \f-  niit  Heebt  ^f^rz^r 
liehen  XVerth  l^g^»  und  dessen  AnwendMng  er  besonders  nrläiitecO«^ 
§.  7.  Von  den  nEcken,  uKaoten  u.  s.  w.  in  einer  ainleiBII  Bedeu« 
tung.  S.  8.  Harmonische  Gebilde^  $•  9.  Projektivisebe  Vefwiindt' 
Schaft  iiwischen  einlurniigen  Gebilden.  §.  ICf.  PrqjeMivi^ijie  Y«f*^ 
wandtsc'iaft  zwk^cben  Grupdgebilden  der  zweiten  3 tiM^i^  nnd  s^^'ischen 
raninKchan  Systemen«  ^.  li.  Von  den  ij'imßxit  FIaqhen  wfid  flen 
ihnen  ven\audt^n  Gebilden.  §.  12.  Eiotheilung  der  ge^eil^in<i94Sonen 
Linien,  Flachen  u.  s,  w.  in  solche  von  paarer  und  in  liakhe  vnn 
nnpaarer  Ordnnirg.  §.  13.  Von  den  ebenda  Figur^  nnd  dw  ttmeD 
verwandten  Gebilden.  $.  14.  Von  den  Körpern  und  den.  Ihnen 
verwandten  Gebilden.  ^.  15.  RQckkebreiemenieib  $.  ICk  Invob^ 
tionen.  §.  17.  Involutonscbe  Systeme.  S.  18.  Po)arsystfin9  Ui 
der  Ebene  und  ini  Strablenbundei.    $.  19.    Curven  und  KeiieMäMien 

iL  Ordnung.  6.  20.  Projektivische  Be^i^hun^eii  arischen  Cnn*«« 
I.  Ordnung.  9.  21.  Von  der  Anzahl  der  gemeii^cbartlichen  Punkte 
und  Tangenten  zweier  ('urven  II.  Ordnung.  §.  22.  Von  den  Linien 
II.  Ordnung  überhaupt.  §.  23.  Auteaben  vom  zweiten  Grade. 
§.  24.  Poiarsysteme  im  Räume.   §.25.  Flächen  IL  Ordnung.  Anhang. 

Man  siebt  hieraus  ^^  ^ass  der  Herr  Verfasser  sowohl  nach  einer 
möglichst  strengen  systematischen  Darstellung,  als  auch  nach 
möglichst  grosser  Allgemeinheit  gestrebt  hat,  was  nur  zn  billigen 
ist,  und  dem  Zwecke  eines  solchen  Werkes»  was  woM  vorzüglich 
die  wichtigsten  Grundlehven  enthalten  soll,  um  auf  «lenseiheo  das 
(fehäude  weiter  aufi'nhren  zu  hOnnen,  vollkommen  entspTfcht. 
Möge  das  verdienstliche  Werk  recht  viele  Leser  finden  I 

Geometrische  Aufgaben  mit  heaender^r  Riichaieht 
auf  g'eometrische  Censtruotionen  von  C.  Adams.  Er-ster 
Abschnitt.  Ein- und  nrobeschriebene  Figuren.  Mit  vier 
Kupfettafeln.    Winterthar.  1847.    & 

Das  Erscheinen  dieser  Sanunlung  geometrUichec  Angaben  wt 
besonderer  Rucksicht  auf  geometrische  Constructioneo  ist  schon  in 
Nr.  XXXVL  S.  529  des  Liter,  Ber.  vorläufig. angfe««jgt  worden«  hei 
O^egenheit  des  v.^  dem  H^rn  Verfass.er  verfasst^n  PTogramms  4ev 
Oewevbschule  ^u  Wintectbuv  för  1847,  in  welchem  er  einige  dieser 
Aufgaben  vorläufig  mittbeiUe»  In  dnuin  bis  jetzt  frsf;hiQiMQiieM  ersten 
Abschnitte  ii^x  gaiv^t  Sammlung,   welcber  sich  mit  Figiir<Mi  be- 
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$cbäfti||t,  dit  Bttderii  Figiipeii  ein-  oder  umbeicbneheii  stiid^  smA 
47  Av%aben  dieser  Art  entbalteo,  welche  mit  besooderer  Ritek* 
•iobt  Auf  den  auf  dem  Titel  ange^benon  Hauptzweck  dieaer 
Sammlung  sümmtlicb  sehr  roilstandig  und  mit  grosser  Umsicht 
bebandelt  sind,  sa  dasn  wh*  dieses  Buch  jedenfalls  allen  Lehrern 
gtt  «sorgfältiger  Beachtung  aus  Ueberzeugung  empteblen  kunnen 
osd  der  Fortsetaungmit  Verlangen  entgegen  sehen.  Wenn  auch 
der  l^aom  nicht  erlaubt,  aUe  47  in  dieser  Schrift  behandelten  Auf- 
f^aben  hier  einaeln  nnmbaflt  au  machen»  so  wollen  mr  doch,  um 
den  Lesern  des  Arohivs  eine  möglichst  deutliche  Anschauung  von 
d«ii  labalte  dieser  Schrift  au  verschalen,  einige  derselben  biet 
herausheben^  ohne  übrigens  dadurch  dieselben  gerade  als  die 
ivichtigsteD  und  interessantesten  bezeichnen  au  wollen.  Aut- 
gabe 1.  In  ein  gegebenes  Dreieck  ein  Quadrat  au  beschreiben. 
Aufgabe  3.  In  ein  gegebenes  Dreieck  ein  Rechteck  von  gege« 
benem  Maite  au  beschreiben.  Autgabe  7.  In  ein  Quadrat  ein 
gleichseitiges  Ur^eck  so  zu  beschreiben ,  dass  eine  £cke  dieses 
breiecbfi  mit  einer  Ecke  des  Quadrats  zusammenfalleu  Aufgabe  9. 
Ein  Quadrat  au  beschreiben,  dessen  Seiten  durch  vier  gegebene 
Punkte  gehen.  Aufgabe  24.  Um  ein  g^ebenea  Parallelogramm 
du  aweites  au  beschreiben^  welches  einem  dritten  ähnlich  ist* 
A  i|  f  g  a  b  e  39.  In  ein  gegebenes  Dreieck  ein  ähnliches  au.  zeich-» 
neu /dessen  Seiten  mit  den  homologen  des  ersteren  einen  gege- 
benen Winkel  bilden  (bei  dieser  Aufgabe  nimmt  der  Herr  Verfasser 
auf  die  schone  Abhandlung  des  Herrn  Dr,  Hoffmann  in  Dan- 
zig  in  dem  neunten  Tfieile  des  Archivs.  Nr.  XXVII.  S. 280. 
besonders  Iliicksicbt).  Aufgabe  43.  Um  ein  gegebenes  Paralle- 
logramm ein  Rechteck  von*  gegebenem  Inhalte  zu  beschreiben. 
Aufgabe  47.  Um  ein  gegebenes  Viereck  einen  Rhombus  zu  be- 
schreiben,  von  welchem  ein  Winkel  gegeben  ist.  —  Schon  aus 
diesen  wenigen  Mlttib^faingen  w<Nrden  die  Leser  des  Archivs 
sehen,  dass  ihnen  in  dieser  Sammlung  viel  Lehrreiches  geboten 
wird. 


MechantK. 


Diasertatio  mathematica  inaujsuralis  de  curvis  fu- 
uiqulariis,  c)u^m  pro  Gradu  Magisterii  el  Doctoratus» 
sümmisque  in  Mathesi  et  PhilosopKia  naturali  honori* 
bus  et  privilegiis  in  Academia  Groningana  rite  et  legi- 
time consequendis  pubfico  ao  solemni  examini  submit- 
IltDanielJanusSteynParv^.  Groningae.MDCCCXLVIl.t. 

Diese  13  Bogen  starke  Dissertation  tfM»r  die  auf  dem  Titel 
l^enannten  Curvea  .enthalt  altes  auf  diesen  Gegenstand  Bezügliche 
ui  grosser  Vollständigkeit  und  sehr  deutliober»  das  Geometrische 
n^d  Analytische  übersJl  auf  ^ehr  aweebmässige  Weisq  miti  einaiH 
dfx  verbindender  Darstellung,  so  duss  diese  Sdkrift  jedeplalU dem 
Heer»  Veifasser  und  der  Lehranstalt,  auf  w^qber  er  Tora%)icb 
«einn  matbematiscbe  Bildu9g  erhalten  hat,  aUe<  Ebve  m%cht    In 
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der  That  verdient  auch  dieselbe  atlen  denea^  weMe  den  anf 
ihrem  Titel  genannten  interessaoteD  Gegenstand  genauer  und  zu* 
gleich  historisch  und  literarisch  kennen  lernen  wollen/  sehr  zur 
Beachtung  empfohlen  zu  werden.  Um  dieses^  Urtheil  mehr  zu  he- 
gründen,  wollen  wir  den  Inhalt  der  Schrift  im  Folgenden  etwas 
genauer  angeben.  Introductio. '  Pars  prior«  De  diversit 
principiis  et  methodis,  quiöus  usi  sunt  maihefnatici 
ad  ifiveniendas  aequationes  curvarum  funiculariarum. 
Caput  I.  De  iis  quae  circa  catenariam  inventa  sunt  sine  analysi 
infinitesimali  (Galilaei,  Pardies,  de  Lanis,  Uu^enius).  Caput  II. 
Probiematis  funicularii  solutio  ope  analysi  infinitesimalis  (Joli.  Ber< 
nouliiy  Leibnitz,  Hugenius,  Jac.  Bernoulliy  Grregoiy,  Uermano, 
Krafft;  Bezout,  Hennert).  Caput  III.  Problematis  tericularii  so- 
lutio ope  methodi  de  maximis  et  minimis  (Job.  BernouHi,  Jac 
Bemoulli,  Euler).  Caput  IV.  Probleroatis  funicularii  solutio  ex 
universalibus*  principiis  mechanicis  ope  perfectioris  hujns  saeculi 
analysis  (Lagrange).  —  Pars  alter».  De  praecipuis  ctcr- 
varum  funiculariarum  proprietatibuM.  Argument^  distri- 
butio.  —  De  catenaria  vulgari.  —  De  funicularia  parabolica.  —  De 
funicularia  aequaliter  resistente.  —  De  curvis,  quas  Indult  filum 
aequaliter  resistens  potentiis  centralibus.  —  De  curvis,  ouas  Indult 
filum  aequaliter  crassum,   in  quod  agunt  potentiae  qualescunque. 

Man  wird  hieraus  sehen^  dass  die  vorliegende  Schrift  die 
obige  Empfehlung  und  eine  weitere  Verbreitung  ^  als  solchen 
Schriften  gewöhnlich  zu  Theil  zu  werden  pflegt  >  gewiss  vollkom- 
men verdient. 


PraKlisclie  Cteometrie. 


Theoretische  und  praktische  Anleitung  ziun  Nivel- 
llren  und  zu  andern  damit  verwandten,  nelm  Eisen^ 
balinbau  vorkommenden  geometrischen  Arbeiten,  mit- 
telst der  vorzüglichsten  neuern  Nivelllr-Instrumente; 
mit  besonderer  Rucksicht  auf  die  verbesserten  Nivel- 
llr-Instrumente aus  der  .Werkstätte  des  k.  4c.  polytech- 
nischen Instituts  zu  Wien.  Von  S.  Stampfer,  Prof.  der 
praktischen  Geometrie  am  k.  k.  polytechnischen  Insti- 
tute zu  Wien.  Zweite  Auflage.  Mit  drei  Kupfertafeln. 
Wien.  1847.    1  Rthlr.  10  Sgr. 

Diese  treffliche  Schrift  verdient  allen,  Praktikern  dringend 
empfohlen  zu  werden,  nicht  bloss  wegen  ihrer  deutlichen,  immer 
auf  das  wahrhaft  Praktische  gerichteten  Darstellung,  sondern  auch 
wegen  der  neuen  Nivellirungsmethoden ,  die  darin  gelehrt  werden, 
mit  ganz  besonderer  Rücksicht  auf  die  in  mehrfä\cher  Beziehung 
von  den  gebräuchlichen  Werkzeugen  sich  unterscheidenden  trelj- 
liehen  neueren  Nivellirinstmmente ,  welche  aus  dem  k.  k.  polytech- 
nischen Institute  in  Wien  hervorgehen.  Dass  diese  Instrumente 
und  die  Methoden,  mit  denselben  zu  arbeiten,  immer  mehr  bekannt 
werden  und  Anwendung  finden,  ist  sehr  zu  uHnscheuj  und  diese 
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Methoden  kennen  zo  lernen,  giebt  es  jedenfalls  keinen  bessern 
Wegweiser  als  die  vorliecrende  Schrift»  die  wir  daher  nochmals 
allen  Praktikern  angelegentlichst  empfehlen. 


A^troii  omie. 


Dissertatio  inauguralis  de  aberratione  lucis,  quam 
pro  gradu  Doctoratus  summisque  in  Mathesi  et  Pnilo- 
sophia  naturali  honoribus  ac  privilegiis  in  Academia 
Lugduno-Batava  rite  et  legitime  consequendis  publico 
ac  solemni  examini  submlttet  Volcardus  Simon  Mar- 
tinas van  der  Willigen,  Uockangiensis*  Lugduni-Ba- 
tavorum.  MDCCCXLvH.    8. 

Es  ist  bekannt,  dass  die  Erklärung  der  Aberration  des  Lichts 
aus  der  Undulationstheorie ,  ungeachtet  der  Bemühungen  von 
Fresnel,  Cauchy,- Doppler  und  anderen  um  diesen  wichtigen 
Gegenstand,  bisher  eigenthiinilichen  und  schwer  zu  beseitigenden 
Schwierigkeiten  unterlag,  welche  zugleich  öfters  als  ein  Argument 
gegen  die  Richtigkeit  der  Undulationstheorie  überhaupt  benutzt 
worden  sindi  In  neuester  Zeit  scheint  es  indess  dem  englischen 
Mathematiker  Stokes  gelungen  zu  sein,  das  Aberrationsphänomen 
auf  analytischem  Wege  aus  der  Undulationstheorie  genügend  za 
erklären,  indem  ausserdem  fast  zu  derselben  Zeit,  wo  IStokes 
seine  analytischen  Untersuchungen  über  diesen  wichtigen  Gegen- 
stand veröffentlichte,  auch  Challis  eine  allgemeine  Erklärung  des 
Aberrationsphänomens  aus  der  Undulationstheorie  bekannt  machte. 
(M.  s.  Phil.  Magaz.  Series  3.  Vol.  XXVl.  XXVU.  XXVHI. 
XXIX.)  Alle  älteren  und  neueren  Untersuchungen  über  diesen 
wichtigen  und  interessanten  Gegenstand  nicht  bloss  zusammenzu- 
stellen, sondern  auch  kritisch  zu  beleuchten,  ist  der  Zweck  der 
vorliegenden  ziemlich  ausführlichen  Dissertation  des  Herrn  van 
der  Willigen,  die  wir  daher  den  geehrten  Lesern  des  Archivs 
angelegentlich  zur  Beachtung  empfehlen,  da  man  schwerlich  all^s 
den  in  Rede  stehenden  Gegenstand  Betreffende  in  gleicher 
Vollständigkeit  und  gleicher  übersichtlicher  Darstellung  an  einem 
anderen  Orte  beisammen  finden  wird. 

Uranus  oder  tägliche,  für  Jedermann  fassliche  Uebersicht  aller 
Himmelserscbeinungen  im  Jahr  1848.  Für  Zwecke  der  beobach- 
tenden Astronomen,  besonders  aber  auch  für  die  Bedür^iisse  aller 
Freunde  des  gestirnten  Himmels  bearbeitet  und  zusammengestellt 
▼on  Ernst  Sehabert  und  Hugo  von  Rotbkirch,  und  heraus- 
gegeben von  Dr.  P.  H.  L.  von  Boguslawski.  GJogau.  1847.  8. 
1  Rthlr.  25  Sgr. 
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Temperatiirtafelii  neb8t  Bemerkungen  Aber  die 
Verbreitung?  der  Wärme  auf  der  OberflÄche  der  Erde 
und  ihre  jänriichen  periodischen  Veränderungeü.  Eine 
in  der  Akademie  der  Wissenschaften  gelesene  Abhand- 
lung von  H.  W.  Dove.     Berlin.  1848.    4.    1  Rthlr.  15  Sgr. 

Diese  fiir  die  Meteorologie  jedenfalls  hOchst  nichtige  Schfift, 
bei  welcher  man  den  Fleiss^  die  Ausdauer  und  die  Sorgfalt  des 
Herrn  Verfasser»  bewundern  muss,  enthält  eine  höchst  reichhal- 
tige Sammlung  der  mittleren  Temperaturen  verschiedener  Orte  iD 
Reauraur*8ch«n  tfraden.  Die  Tafel  erstreckt  älch  liber  alle  Erdtheile 
und  l>eschränkt  i^ich'  nicht  etwa  blo^s  auf  die  jährlichen  Mittel« 
sondern  bcrucksicht  dabei  alle  meteorologischen  Verhaltnisse  in 
grüsster  Vollständigkeit,  worüber  man  das  Wiehere  in  der  Schrift, 
welche  für  einen  Jeden,  wer  sich  nur  eini^ermassen  angelegentlich 
mit  Meteorologie  beschäftigt,  ganz  unentbehrlich  ist  und  aa$  voll- 
ständigste  Repertorium  in  der  angegebenen  Beziehung  darbietet» 
was  wir  bis  jetzt  besitzen,  selbst  nachsehen  muss. 


l^eriiil!»elite  (Schriften. 

The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal. 
Edited  hj  W.  Thomson,  ß.  A.,  F.  K.  S.  £.,  Fellow  of 
St  Peters  Collef^e,  and  Professor  of  Natural  Philo- 
sophy  in  the  University  of  Glasgow.  V^ergt.  Literar. 
Ber.  Nr.  XXXIX,    S.  570. 

Nos.  Xni.  &  XIV.  On  a  Principle  In  the  theory  of  Sarfaces 
of  the  Second  Order;  and  Its  a|rplication  to  M.  JacobFs  Method 
of  Gonerating  the  fimpsoid.  By  K.  Townsend.  *-  On  Asymp- 
totic  Planes  and  Asymptotic  Sutfaces.  By  Willi ätn  Walton.  — 
Oh  some  Theorems  of  use  in  the  Integration  bf  Linear  Differential 
Equations.  By  the  Rev.  Brice  Bronwin.  —  Ghn  the  condition 
that  a  Plane  should  touch  a  Snrface  along  a  Curve  Line.  By  the 
Rev.  George  Salmon.  --  On  the  number  of  Normals  which 
can  be  drawn  from  a  given  Point  to  a  given  Surfaee.  Bv  the 
Rev.  George  Salmoo.  —  Demonstration  of  a  Geometrical  Theo- 
rem of  Jaeohis.  By  Arthur  Cayley»  •^  On  the  Theory  of 
EHiptie  Functions.  By  Arthur  Cäyley.  -^  Notes  on  the  Abe- 
Ran  hvteist^als.  Jaeobls  System  of  Differential  Equations«  By 
Arthtiy  €ayley.  -^  Note  am  la  Thäorie  des  FoactioDB  EUipti- 
ques.  Par  M.  C.  Hermite.  -^  On  Fa,  especiallv.  wheti  a  is  ne- 
giiite*  By  Francis  W.  Newmaui  -^  Todevelep  (cosjp)*  in  a 
series  of  Gosines  for  all  values  of  a.  By  Francis  W.  New-* 
man.  '—  On  the  determinatton  of  the  Modulus  of  Elasticity  of  a 
Rod  of  any  Material,  by  means  of  its  Musical  Note.   By  Andrew 
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Bell.  -  On  8yiiilM>lical  Get>itteftry.  By  Sit  Williaju  Rdwan 
Hamilton.  — -  Theoremä  with  refenaoce  to  the  solutioi»  of  certaih 
Partial  Differential  Equatioos.  By  WMliam  Tbomsi»».  u-  Note 
OB  die  Integration  of  tbe  EquatioDS  öf  E^uilibriiim  of  an  Elastic 
8olid.  By  William  Thomson.  —  Notes  on  Bydrodynamica. 
By  William  Thomson.  —  MatbematieaiNotes:  Oothe  Attrac- 
tion  of  a  Straight  Lioe,  By  Ferdinand  Joaehimsthal.  -?  Ele- 
mentary  Investigations  of  tbe  melhods  of  drawing  Tangents  to 
tlie  Co'oic  Sections.    By  A»  R.  Grant 

(No.  XV.  will  be  publisfaed  on  the  27th  of  March  1848.) 


A  n  z  e  I  tr  e. 


Herr  Rudolf  Wolf,  Secretair  der  Bemör'schen  Nator&rachen- 
den  Gesellschaft  hat  mir  den  folgenden  Aufsatz  anim  EinrOcken  In 
das  Archiv  gfitUi;fft  zugesandt;  indem  tdi  denselben  sehr  gerne 
zur  Kenntniss  des  Publikums  bringe,  spreche  ich  «regen  der 
Wichtigkeit  des  von  Herrn  Wolf  beabsichtigten  Unternehmens 
zn^leich  den  Wunsch  aus,  dass  jeder  Les«r  des  Archivs^  so  viel 
irgend  in  seinen  Kräften  steh^,  sich  bemühen  möge;  die  Ton 
Herrn  Wolf  am  Ende  seines  Aufsatzes  ausgesprochene  Bitte  zu 
erlullen.  Sollte  dazu  in  irgend  einer  Art  die  Mitwickiing  Ae$ 
Archivs  erforderlich  oder  wenigstens  erwünscht  sein,  so  sage  ich 
dieselbe  sehr  gern  im  Voraus  zu.  .6« 

«  • 

R,  ¥^olf 9  über  den  gelehrten:  Briefirecli»el 

der  BemonlUL 

Seit  längerer  Zeit  mich  neben' andeini  mathematiscb-Mstoriscfaen 
Arbeiten  besonders  mit  der  Geschichte  unserer  berühmten  Bef- 
nonllfä  beschäügend^  mnsste  ich  vor  Ailäm  ans  wünschen ,  auch 
ihre  gelehrte  Corres|^ndenz  studiren  zu  können.  Denn  gewiss 
sagt  Fgss  mit  Recht  in  der  Einleitung  za  der  von  ihm  1843  her* 
ausgegebenen  Correspandance  mathemaUoue  ei  phyriffue  de  quel* 
gue$  celebret  ffeamemM  du  XV IW  decU:  „Aldrs,  Ja  vie  du 
savant  se  refletait,  pour  ainsi  dire,  tout  entiere  dans  cette  cor- 
respondance.  On  y  voit  ies  grandes  d^ouvertes  se  pr<$parer  et 
se  d^velopper  gräduellement;  pas  un  chatnon^  pa;$  une  transition 
n'y  manque;  on  suit  pas  ä  pas  la  marche  qui  a  conduit  ä  ces 
d&ouvertes,  et  Ton  puise  de  Tinstmction  jusque  dans  |es*erreurs 
des  grands  gtfnies .  qui  en  furent  Ies  auteurs."  Wie  jetzt  die 
Journale,  so  dienten  noch  im  vorigen  Jahrhundert  die  BrieiVi*ech* 
sei  als  Magazine,  in  denen  vereinzelte  Gedanken,  Beobachtungen 
nnd  Leistungen  überhafipt  vorläufig  niedergelegt  wurden,  sie  spä- 
terer Benutzung  zu  siehern. 

Von  dem  Briefwechsel  der  Bernonlli  ist  nun  meines  Wissens 
im  Verhältniss  zu  seinem  Umfange  nur  sehr  wenig  bekannt  ge- 
worden.   Noch  bei  Lebzeiten  Johann  I  BemouUi,  nämlich  A.  1745, 
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wurde  sein  BrieTweehsel  mit  Leibnitz  in  zwei  Quarttlndea  xu 
Genf  unter  dem  Titel:  Virorum  celeb.  Got.  Gut.  Leibnitn  et 
Joh.  BemouUii  commerciutn  phüosophieum  et  maihematicwn,  ab- 
gedruckt; er  umfasst  die  Jahre  1604— 1716,  und  entli^ilt  238  Briefe, 
die,  mit  Auenahme  eines  einzelnen  Briefes  von  Nicolaus  1  Ber- 
nottUi,  ziemlich  zu  ffieiebea  Theilen  Ton  Job.  Bernoulli  und  Leib- 
nitz eeschrieben  sind.  Ferner  finden  sich  in  der  oben  angefahrten, 
durch  FusA  herausgegebenen  Oorrespondenz:  14  Briefe  von  Job. 
1  Bernoulli  an  Euler  aus  den  Jahren  1728—1746;  19  Briefe  von 
Nicol.  II  an  Goldbach  aus  den  Jahren  1721—1725;  37  Briefe  von 
Daniel  I  an  Goldbach  aus  den  Jahren  1723—1730:  58  Briefe  von 
Daniel  I  an  Euler  aus  den  Jahren  1726  — 1755 ;  5  Briefe  von  Da- 
niel I  an  Nie.  Fuss  aus  den  Jahren  1773—1778;  endlich  4  Briefe 
von  Nicol.  I  an  Euler  aus  den  Jahren  1742—1743.  Weitere  be« 
treffende  Bekanntmachungen  kenne  Ich  nicht,  allenfalls  einige  yer* 
einzelte,  etwa  emer  Abhandlung  als  Belege  beigefügte  Briefe 
ausgenommen. 

Meine  Nachforschungen  nach  weitern  Gorrespondenzen  der 
Bernoulli  fiihrten  mich  d^egen  auf  einige  positive  und  negative 
Resultate,  die  ich  der  Reihe  nach,  wie  ich  sie  erhielt,  hier  mit- 
ifaeilen  wül. 

1)  In  Basel  scheint  nach  eingezogenen  Nachrichten  nichts  voo 
:Bedeutang  vorhanden  zn  sein.      \ 

2)  Job.  III  Bernoulli  sagt  in  dem  von  ihm  herausgegebenen 
Deutschen  Briefwechsel  Lamberts  (II,  173):  „Lamberts  wickHger 
Briefwechsel  mit  meinein  Oncle^  Herrn  D.  Bernoulli ,  wird  in 
dem  ersten  Bande  des  Französischen  gelehrten  Briefweehsds 
vorkommen.^*  Hiednrch  ist  also  bewiesen,  dass  Daniel  Bernoulli 
irad  Laiobert  ^rklich  e#irtspondictenr,  WBs .  noch-  unlängst  einer 
der  ersten  lebenden  Mathematiker,  dec  much  seinem  eigenen  Aus- 

Spruche  f&  Daniel   Bernoulli  schwärmt^   unbedingt   bezweifelte, 
^gen  ist  leider  dieser  Französische  Briefwechsel  Lamb^ts  nie 
in  Druck  gekommen. 

'  3)  Auf  dem  Umschlage  zum  5ten  Hefte  (1796)  des  Hinden- 
Imrg'schen  Archivs  der  remen  und  an&ewandten  Mathematik,  der 
nur  zufUlig  in  die  Hände  fiel,  fand  ich  folgendes  Inserat:. 

M  Nachricht  wegen  eines  Briefwechsels  Johannes  Bernonlii's  mit: 


1)  Bilfinger, 

vm  2S 

Lat 

60  Briefe 

%  Buroet^ 
3)  Cramer, 

1708-14 

Franz. 

32 

99 

1727-33 

,  Franz. 

26 

» 

4)  De  Croiinaz, 

1712-24 

Franz. 

43 

» 

6)  L.  Euler, 

1729-42 

Lat 

24 

>» 

6)  De  Fontenelle, 

1720-30 

Franz. 

19 

»• 

7)  Hermann, 

1702-27 

Lat 

80 

W 

8)  De  rHotpiUd„ 

1694—1701  Franz. 

8S 

9» 

9)  De  Mairan, 

1723-40 

Franz. 

112 

t> 

10)  Micbelotti, 

1714—25 

Frz.i  lat 

lOB 

99 

11)  De  Montm«Tf,    . 

1704-19 

'FcBOX. 

41 

»» 

12)  Movere,  ' 

1704-14 

'Franz. 

19 

9* 

13)  Mmtpertuhs 

:      1736-46 

Franz.  • 

100 

** 

99 
»9 


* 

I4)ltenaü,  ltl8--14  «Briefe. 

(smtl  Thell  sdbön  gedruckt.) 
Itt)  J.  u.  X  J.  Scbeuehker;  170»-!^     Vtz. ,  tat.  480 
(Skid  ff enfff^  trissenscbaftfich  als  die  andern«) 
16)  Värkmon,  16^-17%  Fraoz.      246 

^      17)  Wolf,  1706-43  97 

18)  Ausserdem  no^h  über  120  Briefe  von  oder  an  50  andere 
grusstentbeils  berühmte  Gelehrte ,  nebst  dem  mit  Bous- 
quet über  die  Aussähe  von  Job.  Bernouirfs  opera  omnifi 
geführten  Briefwechsel»  aueh  verschiedenen  noch  unse- 
ruckten  feierlichen  Reden  von  Jac.  und  Job.  Bernoulli^ 
die  viel  Lesensvverthes  enthalten.  Bei  den  mehrsten 
Briefen  sind  Au^h  Bernoulli's  Antworten,  und  von  diesen 
die  mehrsten  lang  und  gründlich. 

„Diese  kostbare >  sehr  interessante  Sammlung  .von  Briefen 
eines  der  grossten  Männer  in  seinem  Fache  würde  man>  wens 
sich  ein  Verleger  dazu  finden  sollte ,  um  billige  Bedingungen  über- 
lassen. Der  Titel  kiinnte  sein :  Briefe  zur  Geschichte  der  mather 
matischeh  Wissenschaften." 

Das  Inserat  war  nicht  unterzeichnet,  aber  ich  vermuthete  so- 
gleich, Job.  III  Bemoulli  mochte  Einsender  desselben  gewesen  sein. 

4)  Im  vorigen  Spätsommer  suchte  ich  in  Berlin  Herrn  geh. 
Rej^istrator  Bernonlli,  Sohn  Job.  III,  auf.  Er  erzählte  mir,  früher 
einige  Papiere  seines  Vaters  besessen  zu  haben,  sie  seien  ihm 
ab^r  bei  einem  in  seiiker  Wobnuiu^  ausgebrochenen  Brande  zu 
Grunde  gegangen!  Eine  zusammenhängende  Correspondenz,  wie 
ich  sie  sMcbe.  sei  jedoch  bestimmt  nicht  dabei  gewesen.  Einen 
Theil  seiner  Bibliothek  habe  Job.  III  noch  bei  Leben  verkauft,  — 
der  Rest  sei  nach  seinem  Tode  versteigert  worden. 

6)  :  Job.  m  Bemoulli  sagt  in  der  Einleitung  zum  erstell  Bande 
vom  Lamberts  Deutschem  Briefwechsel:  „In  emer  binläiiglich  be- 
kannt gewordenen  gedruckten  Nachricht  von  Lamberts  binterlas- 
senen  IScbriftenifial^  ich  bereits  angezeigt,  auf  welche  Weise- das 
Loos  mich  getroffep,  dieselben  an  das  Licht  zu  steUen,  nachdem 
sie  zuerst  von  dei*  hiesigen  Academie  der  Wissenschaften  den 
.  Erben  des  Yerstorbenen  waren  abgekauft  worden."  Ich  konnte 
jedoch  trotz  'der  Gute  des  Herrn  Bibliothecar  Friedländer  und 
des  Herrn  Hofrath  CIrici  in  Berlin  nicht  einmal  diese  hinlänglich 
hekannt  gewordene  gedruckte  Schrift  finden,  geschweige*  die 
Lambertschen  Alanuscripte,  bei  denen  ich  nach  dem  Frühern  Dan. 
Bern.  Briefe  vermutben  konnte.  Die  Acten  der  Academie  enthal- 
ten nach  Herrn  Ulrici*s  Versicherung  kein  Wort  von  einem  solchen 
Ankaufe«  Einige  Handschriften  Lamberts,  die  ich  durch  die  Güte 
des  Herrn  Director  Encke  auf  der  Berliner  Sternwarte  einzusehen 
Gelegenheit  hatte ,  sind  durchaus  von  untergeordnetem  Werthe 
und  geben  nicht  den  geringsten  Aufschlnss. 

6)  In  der  mir  auf  die  freundlichste  Weise  von  Herrn  Friefd- 
Iftnder,  Vater,  in  Berlin  zur  Benutzung  anvertrauten  Kästner'schen 
Correspondenz  fand  ich  folgende  zwei  für  mich  sehr  werthvolle 
und  meine  frühem  Vermuthungen  ganz  bestätigenden  Briefe: 
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Bemouin  an  Kästner,  Bertin,  30.  April  1796:  ,,Pour  ra'oc- 
ciiper  k  ^r^sent  de  qaelqu«  aptse  travail  utile  #  je  aoahaiterais  de 
tirer  parti  du  recueil  importaDt  des  qorreapondanc.ea  de  feu  mon 
sraod  p^re,  ,qiie  je  po«sede  a  Texcefition  ae  celle  avec  Leibnitz, 
la  seule  qui  ait  äte  iniprim^.   Je  trouYeraia  peut-4tre.  k  la  vendre 

SouT  une  centaine  de  Jucats  a  quelque  grande  bibliethöque  et  j'ai 
ejä  quelques  onyertures  pour  cet  effet;  niais  ce  s'erait  uo  treeor 
enfoui  pour  toujours;  et  jainierais  mleux  faire  jouir  tout  le  pu- 
blique mathematique  de  ce  qu  eile  contient  de  plus  iiitereseaat,  si 
quelque  libraire  voulait  en  payer  equitablenieDt  et  faire  imprimer 
UD  extrait  en  quelques  volniiies.  On  pourrait  se  dispeiiser  de 
rSmprinier  au  large  et  moG^tiiliqueroent  comuie  le  Comroerciuai  epis- 
tolicunii  et  s'il  ie  fallait  je  donnerais  cet  extrait  en  allcmand:  lea 
originaux  sont  en  fran^ais  et  en  latin.  J'^cris  sur  le  lueme  sujet 
k  notre  ami  Mr.  Htiidenburg,  mais  je  me  flatte  que  voua  daigne- 
rez  pareillemeDt  y  donner  un  niom^nt  d*attentioa  et  me  dire  ce 
que  vous  en  pensez/' 

Scheidet  an  Kästner,  Breslau,  1.  Nor,  1706.  „Im  August 
besuchte  mich  unverhofft  Herr  Dir.  Bernoullt  aus  Berlin ,  ein  aus- 
nehmend gutmöthiger  Mann,  bei  dem  nur  sehr  zu  bedauern  ist, 
dass  er  in  jungem  Jahren  bei  fleischigem  Observicen  in  einem 
strengen  Winter  sein  Gehör  so. sehr  geschwl&cht  bat,  dass  er  sich 
immer  eines  Hurrohres  bedienen  muss.  Er  besitzt  Daniel  Bet' 
noullis  BriefwecJiseL  Ich  bat  ihn,  solchen  in  Gestalt  des  Com- 
nierc.  epist.  Leibn.  Bern,  mit  erläuternden  Anmerkungen,  aber  bei 
einem  auswärtigen  Verleger ,  zu  Lausanne ,  Genf  etc. ,  herauszu- 
geben ,  nur  nicht  auf  Subscription.  Er  reiste  von  hier  nach  O^ 
zum  Herzoge,  mit  dem  er  von  Berlin  her  sehr  bekannt  ist.*' 

7)  Die  Bibliotheken  in  Leipzig  und  München  Scheinen  unter 
ihren  Handschriften  nichts  Betreffendes  zu  enthalten. 

8)  Die  Stadtbibliothek  in  Zürich  besitzt  nach  der  gütigen 
Mittheilung  Herrn  Bibllothecar  Homers  einen  Theil  der  Briefe 
Job.  1  Bernoulli  an  die  Gebruder  Seheuohzer ;  doch  hat  ihr  Inhalt, 
wie  schon  in  dem  oben  ans^efährten  Inserate  (resagt  wurde,  für 
unsere  Zeit  nur  noch  ein  sehr  untergeordnetes  Intereisse. 

Aus  dem  Angeführten  geht  hervor,  dass  wenigstens  die  Brief- 
wechsel von  Jolian nes  und  Daniel  Bernoulli  noch  am  Ende  des 
verflossenen  Jahrhunderts  als  Ganzes  in  Berlin  existirten,  und 
ich  glaube  hoffen  zu  dürfen,  durch  gegenwärtige  Mittheilung  jeden 
Freund  der  Culturgeschichte  und  den  Mathematiker  insbesondere 
soweit  dafür  zu  iriteressiren ,  dass  eine  endliche  Wiederentdeckung 
dieser  kostbaren  Sammlungen  dadurch  in  Aussicht  gestellt  wird. 
Jede  betreffende  Mittheilung  würde  ich  mit  grosstem  Danke  ent- 
gegennehmen. 


:     ) 


JLIterartselier  Bericlit 


Schrifteii  ftber  Vnterriclits-lletlftode^^^ 


In  Magers  Pädagogischer  R»Tae.  Februar.  1RI8.  S.  81. 
findet  sian  einen  lesenswerthen  Aufsatz :  UeberdasStadimn 
dSr  Mathematik  voo  Herrn  Dn  Ludvrig  Felix  Ofterdin- 
ger  Ui  Tübingen. 


iSysteme,  liehr-  und  nr&rterbftidier« 


Elemente  der  niedern  Analysia  von  Professor  Rogg 
am  obern  Gymnasium  in  Ehin^ep.  Zweite,  ueii  bear- 
beitete Auflage.  Erste  Abtheilunff:  Elemente  der  ail- 
f9«meinen  Grössenlehre,  der  euklidischeo  Geometrie 
und*der  geometrischen  Aoalysis.    Ulm.  1847«    & 

Der  Inhalt  dieses  schon  aus  seiner  ersten  Auflage  bekannten 
Buchs  ist  folgender:  Elemente  der  allgemeinen  Grössefi' 
lehre.  Erstes  Buch.  Princl'pieu  der  allgemeinen  Gn'issenlebre. 
Zweites  Buch.  Principien  der  Arithmetik.  Drittes  Buch- 
Allgemeine  geometrische  Froportionslelire.  Elemente  der  ebe- 
neu  Geometrie.  Viertes  ßucli.  Von  den  Dreiecken.  Fünf- 
tes Buch.  Von  den  Parallelogrammen.  Sechstes  Buch.  Von 
den  Kreisen.  Siebentes  Buch.  Vom  Verhältnisse  der  Figuren. 
Achtes  Buch.  Aufgaben  alb  den  vier  vorhergehenden  Büchern« 
Elemente  der  geometrischen  Analgsis.  Einleitunff. 
Neuntes  Buch.  Aufgaben  ohne  Verhältnisse.  Zehntes  Bugd. 
Aufigaben  mit  Verhältnissen.  Eilftes  Buch.  Kreisanfgabeb  mit 
BeKibmogen.  «-^  Dass  bei  den  Aufgaben  immer  Analysis  und  S^ 
theiis  streng  voo  etnander  unterschieden  flind>  bt  su  loben«  mid 
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ein  Schüler  wird  d^her  in  diesem  Btichleio  ^M  recht  säte  An- 
leitung zur  Auflösung  geometrischer  Aufgaben^P^ch  der  Methode 
der  Alten  fioden« 


Arltlimetik. 


Lehrbuch    der   Differential-    und    Intesralrechnung 
von  Navier«  Mitglied  der  Akademie,   Professor  ander 

Eolytechnischen  Schule  zu  Paris  etc.  Mit  Zusätzen  Ton 
iouville.  Deutsch  herausgegeben  und  mit  einer  Ab- 
handlung der  Methode  der  Kleinsten  Quadrat^^  beglei- 
tet von  Dr.  Theodor  Wittsteinr  Erster  Band.  'Hanno- 
ver. 1848.    8.    1  Rthlr.  15  Sgr. 

Die  vorli essende  Uebersetzung  des  bekannten,  in  dem  strengen 
Geiste  Cauchy's  verfassten,  zugleich  in  ziemlicher  Aus(uhrlich£ett 
die  Anwendungen  der  Differential-  und  Integralrechnung  auf  die 
Geometrie  umtassenden  Kesum^  des  le^ons  d'Analyse  don* 
n^es  ä  l'ecole  polytechnique  par  M.  Navier.  Paris.  1840. 
1841.  v^ankt  ihre  Entstehung  zunächst  dem  Umstände»  dass 
dieselbe  dazu  auserseben  ist,  den  mathemati«chen  Vorträgen,  so 
wie  den  darauf  gestützten  Vorlesungen  übef  Baukun^  und  f^t 
schinenlehre  an  der  polvtechnischen  (^cbule  zii  Hannev^r  zaff 
Grunde  gelegt  zu  werden.  Dieselbe  genügt  unbedingt  allen 
Anforderungen,  welche  man  an  eine  Arbeit  dieser  Art  zu  oiachen 
berechtigt  ist,  und  liefert  den  Beweis  ihrer  Güte  am  besten  da- 
durch, oass  sie  sich  ganz  wie  ein  Originalwerk  liest.  Dec  Dmck 
und  die  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitte  siild  viJMßelidi^ 
so  dass  diese  Uebersetzunj  allen  denen,  welche  mangelhafte 
Kenntniss  der  franzosischen  Sprache  verhindert,  Navier's  aasge- 
zeichnetes Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung  genauer 
kennen  zn  lernen,  mit  Recht  empfohlen  zu  werden  verdient.  An- 
merkungen und  kleine  Abänderungen  hat  sich  der  Herr  Ueber- 
setzer  nur  wenige  gestattet,  und  die  auf  dem  Titel  angekündigte 
Abhandlung  desselben  über  die  Methode  der  kleinsten  QAidraäl; 
welcher  wir  mit  besonderem  Verlangen  entgegen  sehen ,  und  ^eren 
Aufnahme  in  dieses  Lehrbuch  durch  die  Bestimmung  desad^n 
fiir  den  Unterricht  auf  einer  technischen  Lehranstalt  jedenTalls 
vollkommen  gerechtfertigt  erscheint,  wird  erst  der  zweite  Tfaeil 
des  Werks  enthalten,  nach  dessen  Erscheinen  wir  diese  Afohand- 
lung  ausfährlicher  zu  besprechen  nicht  unterlassen  werden. 


Oeomelrie. 


Die  Geometrie  der  Alten  in  einer  Sammlang  von 
824  Aufgaben  mit  einer  neuen,  die  Selbstthätigkeit  des 
Schülers  sowohl,  als  die  Erinnerung  an  das  früher  6e. 
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lernte  stets  in  Anspruch  nehmendeo  Art  der  AnflSsun^ 
Qbd  mit  Beweisen.  Zum  Gebrauch  in  Gymnasien  nnd 
technischen  Lehranstalten,  so  wie  beim  iSelbststndium 
der  Geometrie.  Von  Dr.  Lorenz  Wocicel,  Prof.  der  Math, 
am  k.  Gymnasium  und  Lehrer  der  Physik  an  der  HauT 
delsgewerbschule  zn  Nürnberg.  Zweite  vermehrte  nnd 
verbesserte  Auflage.    Nürnberg.  1847.    8.     20  Sgr. 

Bemerkungen  zn  dem  sechsten  Abschnitt  von  Dr. 
Wockels  Sämrolulig  geometricftiher  Aufgaben  und  kurze 
Erklärung  der  hierzu  gehörigen  Kupfer. 

Eine  Lehrern  zu  empfehlende  sehr  reichhaltige  Sammlung  von 
geometrischen  Uebungsauigaben ,  mit  blosser,  ganz  kurzer  Andeu* 
tung  dqr  Auflösungen  und  Beweise. 

Geometrische  Lehrsätze  und  Aufgaben  aus  des 
Hvrn  Professor  C.  F.  A.  Jacobi  Anhängen  zu  van  8win* 
den's  Elementen  der  Geometrie.  Mit  Beweisen»  Aiif^ 
iMuogen  und  Ereänzunsen  herausgegeben  von  Dr. 
August  Wiegand,  Oberlehrer  an  der  Kealsehnle  in  de« 
FrflMike'seken  4$tliftungen  zu  Halle.  Zweiter  Band  (erste 
Abtheiiung).    Halle.  1847.    8.    1  Rthlr.     - 

Diese  Abtheilung  enthält:  Krster  Absclmitt«  Von 
ffer  'Aehnllchkeit  der  FigtCren  und  den  Verhältnissen 
ni^er  Seiten  und  Flächenräume.  L  Lehrsätze  (S.  L  bis 
S.  84.).  n.  Aufgaben  '{S.  l.  bis  S.  94.).  —  Zweiter  Ab- 
selinfit«  Der  Kreis  in  Verbindung  mit  geraden  Li- 
nien Und  andern  Kreisen.    Lehrsätze  (S.  9o.  S.  14L). 

Einladungs-Schrift  des  Königlichen  Gymnasiums 
SU  Stattg^art  zu  der  Feierlichkeit  am  Geburtsfeste  Sei- 
ner Majestät  des  Königs  Wilhelm  von  Wflrtemberg. 
Den  27.  September  1847.  Mit  einer  geometrischen  Ab* 
faflndUing  vwn  Professor  Reuschle,  enthaltend:  Neue 
Hätze  und  Gesichtspunkte  aus  der  Theorie  der  Raum- 
korven  und  Stabflächen.    Stuttgart.    4. 


Dieses  viele  neue  Sätse  enthaltende  Programm  verdient  jeden- 
falls in  einem  weiteren  Kreise»  als  bei  solchen  Gelegenheits- 
ficbriften  meistens  der  Fall  ist,  bekannt  zu  werden^  und  erlauben 
wir  uns  daher,  die  i^eser  des  Archivs  besonders  auf  dasselbe 
aufmerksam  zu  machen.  Die  Ueberschrißen  der  einzelnen  Ab- 
schnitte sind  die  folgenden:  I.  Gerade  und  Ebenen  im  Räume. 
II.  Rauhkurven  überhaupt.   III.  Besondere  Kurven  und  ihre  Schmie- 

fungen.  IV.  S^bflächen  überhaupt.  T.  Wickelflächen  (HalbwDlb- 
äcben)  und  ihre  Beziehungen  zu  den  Raumkurven.  VI.  Wind- 
schiefe Flächen.  — •  Rücksichtlich  der  Terminologie  huldiet  der 
Herr  Vf.  den  Ansienten  Pauckers.  M.  vergL  Archiv.  Tlu.  IX. 
Literar.  Bericht  Nr.  XXXy.  S.  615. 


Bern.  Reio  ipometrUchen  Inhalts  Ist  aoch  ingleich  die  lof  der 
folgenden  Seite  (8.  ^02.)  angezeigte  Schrift  über  die  nittlere  fintfemnng 
•taer  Figur  von  einem  rnnkle. 
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PraiLtische  Oeometite. 


Ueber  die  mittlere  Eotfernuag  einer  Figur  voq  eipem 
puokte  oder  über  die  sogenannte  mittlere  Entferoun^ 
des  Äcker«  vom  Hofe.  Vollständige  Auflösung  einer 
für  die  Landwirthschaft  wichtigen  Aufgabe  durch  die 
Integralrechaune,  und  zugleich  ein  Beitrag ^zur  Geome- 
trie. Mit  besonaerer  Rü^sicbt  auf:  tier  isolirte  Staat 
Von  Dr.  Johann  Heinrich  von  ThCinen  auf  Tellnw  in 
Mecklenburg.  Erster  Theil.  Zweite  Auflage.  Rostock. 
1842.  S.  9.  Von  Johann  August  Grunert  *  Greifsn^ald. 
1848.    8.    221  Sgr. 

Bei  der  Taxation  der  Ackerstücke- hat  man  bis  jetzt  nur  ihre 
Grösse  und  die  Güte  des  Bodens,  oder  das  Areal  und  die  Brnii- 
tftt,  berücksichtigt.  Ein  sehr  geschätzter  Staats-  ond  tandwlfth* 
sebaftlicher  ScbrifUteUef*»  Herr  v.  Tliünen  auf  T«Uow  in  Heckteo- 
^burg,  hat  aber  in  seinem  oben  genannten  Buche  zuerst  dampf 
aufmerksam  gemacht  und  auf  sehr  anscIrauJiebe  Weise  jiachgenie- 
mm,  dass  ausser  den  beiden  vorher  genannten  BlemHfeen  auollrdi« 
Entfernung  der  Aecker  von  dem  Punkte,  von  welchem  aus  diesel- 
ben bewifthschaftet  werden,  die  sogenannte  Entfernung  des  Aekers 
vom  Hofe,  für  die  Beurtheilung  ihres  Werths  von  [grosser  Bedeu- 
tung ist,  indem  ja -die  grössere  oder  gerii^gere  Leichtigkeil  üm\ 
Vprtheilhaftigkeit  der  Bewirtbschaftung  hau|4säcbiich  durch  4icse 
Entfernung  bedingt  wird  und  von  derselben  abhängt.  Nur  feUfe 
es  bisher  an  einem  bestimmten  Begriffe  dieser  E%tfernun|^  und 
Herr  v.  Thünen  hat  sich  daher  dadurch ,  dass  er  zuerst  oen  Be- 
ffriff:  der  sogenannten  mittleren  Entfernting  dei»  Ackers  vom 
Hofe  anfgestelit  hat,  ein  sehr  wesentliches,  wie  es  «chehit»  noch 
nidit: genug  erkanntes,  Verdienst  erworben.  Ohne  mich  hier  auf 
eine  streng  mathematische  Enfwickeluu^  dieses  Begriffs,  wie  man 
dieselbe  in  meber  vorliegenden  Schrift  findet,  tinlaaven  zu  ktenen, 
bemerke  ich  mir  im  Allgemeinen,  dass  man  unter  der  ndttlcrea 
Entfernung  einer  Figur  von  einem  gegebenen  Punkte  diejenige 
Entfernung  versteht,  welche  man  erhält,  wenn  man  sich  von  dem 
in  Rede  stehenden  Punkte  nach  allön  Funkten  der  Fisur^enwle 
Linien  gezogen  denkt,  und  zwischen  allen  diesen  Linien  das  arith- 
metische Mittel  nimmt.  Dass  die  Bestimmiiiig  der  mitderm  Ent- 
fernung einer  Figur  von  einem  Punkte  nach  diesem  Begrfne'nur 
mit  Hülfe  der  Integralrechnung  möglich  ist,  und  dass  es  dabei 
auf  die  Ermittelung  gewisser  Gränzen  ankommt^  wird  em  Seder 
sogleich  übersehen.  Bisher*  war  man  nulr  im  Stande,  die^iittlere 
Entfernung  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  von  dein  Scheitel  eines 
seiner  beiden  spitzen  Winkel  nach  einer  von  Herrn  v-  Thflnen 
a.  a.  O.  S.  9D.  ohne  Beweis  cregebenen  Formel  zu  Jliestbtimen. 
Da  aber  dieser  ganz  spedelle  Fall,  wecn  die  mittlere  Ehtfernung 
des  Ackers  vom  Hofe  nei  Taxationen  wirklich  in  der  Praxis  neben 
dem  Areal  und  der  Bonität  künftig  mit  in  Rechnung  gebracht 
werdete  soll,*  ftteht  genügt,  so  habe  ich  in  der  vorliegenden 
Schrift  diesen  in  mehrfacher  Beziehung  interessanten  nnd  wkhti- 
gen  Gegenstand  in  möglichster  Allgemeinheit  aufzufassen  gesucht, 
und  zuerst  einen  auch  durch  seine  Form  bemerkenswertben  allge- 


n^iiieii  AwdiiH^  üRr  die  nittlese  EiilferDiiB|[  dnef  jeden  Dreiecl^ 
Ton  einem  jeden  gana  beliebifj^eii ,  in  seiner  Ebene  liegenden 
Punkte  entwickelt,  dann  aber  auch  auf  dopp^te  Werne  gezeigt 
wie  sich  miUeWi  dieses  Ausdrucks  die  mittlere  Entfernung  jeaer 
geradlinigen  Figur .  von  einem  jeden  in  Ihrer  Ebene  liegenden 
Punkte  bestinunen  lasst.  Glei^iss  mit  vollem  Recbte^  sagt  Herr 
•V«  Tbunen,  dessen  Celebrität  in  der  landwirthscbaftlichen  Litera- 
tur wohl  bekannt  genug  ist,  in  einem  au  mich  gerichteten»  in  viel« 
faehen  Beziehungen  buchst  interessanten  und  fiehr  lehneichen 
Briefe:  „Da  bei  ^er  gewissen  Entfernung  vom  Hofe  auch  der 
fruchtbarste  Beden  wertnios  wird,  so  ist  bei  einer  Abschätzung 
die  Eiitfero|ififlr  des  Ackers  vom  Hofe  ein  nicht  minder  wichtiges 
Moment  als  die  phYslseho  Beschaffenheit  des  ßodelis,  und  In 
dem  Haasse,  als  das  Bediirfniss  nach  richtigen  Tazprincipien 
fühlbarer  wnd,  niusA  auch  die  Entfernung  des  Ackers  vom  Hofe 
eine  immer  eingreifendere  Berücksichtigung  finden/*  *Ja  ich  selbst 

Elaube  bei  den  ^  grossen  Weltereigolssea,  welche  uns  seit  den 
atzten  vier  bis  fflnf  Wochen  umgeben  ),  jetzt  mehr  als  je,  dass 
der  Werth  des  Gruadeigentiiun^s  dereinst,  wenn  ^le  Welt  erst 
wieder  ruhig  stein  ^nd  die  Frucht  der  jetzigen  grossen  Ereigni«|rf 
erst  vollkouimen  geniessen  wird,  so  hoch  steigen  wird,  d§ss  bei 
den  Taxationen  der  Grundstücke  alle  Elemente,  Toqi  denen  deren 
Werth  abhängt,  auf  das  tienauestN»  und  SorgCdtigste  berüoksicb* 
tigt  werden  müssen.  Dann  wird  mau  bei  diesen  Geschäften  aus* 
aer  auf  Ais  Areal  und  die  Bonität  gewiss  .vorzGglich  und  zunächst . 
auch  auf  die  mittler^  Entfernung  vom  Hofe  die  bestimmteste  Ruck- 
sicht zu  nehjnen  haben,  und  die  in  der  vorliegenden  Schrift  ent- 
wickelten Formeln  und  Methoden  werden  dann  erst  ihre  eigent- 
liche praktische  Bedeutung  gewinnen.  Dann  wird  neben  der 
Bestimmung  des  Areals  der  einzelnen  Grundstücke  auf  dem  auf- 

genomroenen  Plane  die  Bestimmung  der  natürlich  auch  in  eine* 
esondere  Rubrik  der  Vermessungsreeist^r  einzutragenden  mittle- 
ren Entfernungen  derselben  vom  Wirthscl^aftshofe  einen  ganz 
neuen  Zu^eig  der  Geschaftsthätigkeit  der  praktischen  Geometer 
bilden,  unA  wenn  man  bisher,  indem  A,  ß,  JE,  W  und  At»  JS|, 
El,  Wi  resnective  das  Areal,  die  Bonität,  die  mittlere  Entfer- 
nung und  aen  Taxwerth  Zweier  AckerstQcke  bezeichnen,  hier- 
her ohiss 

WtWi  =  JBiAiBi 
setzt»,  «o  wird  jnan  kfioftig 

setzen  mdssen,   oder  es  wird,   wenn   ?F=si  tür  A^l,   JSactt, 
£=:!  gesetzt  wird,  der  Werth  W  mitteist  der  Formel 


*)  Ich  tehretbe  diene  Zeiten  am  Slsten  Mars  1848. 


bestimmt  werden  mÜBseiiy  wo  das  widitige  Element  E  ratttebt  der 
Id  meiner  Sehrift  entwickelten  Formeln  und  Methoden  bestimmt 
werden  muss,  wc^m  es  nicht  vielleicht  —  was  im  Interesse  der 
Sache  Niemand  mehr,  als  leh  selbst  wänschen  kann  —  möglich 
ist.,  diese  Formeln  und  Meftboden  noch  mehr,  als  es  mir  selbst 
nach  vielfachen  Versuchen  bis  jetzt  gelungen  ist,  stu  vereinfaehen. 
Aber  ausser  dieser  praktischen  Bedeutung  fflr  das  sociale  Leben 
glaube  ich  mir  zum  ISchluss  dieser  Anzeige  noch^erlauben  en  dür- 
fen, aiicß  das  theoretische  oder  rein  geometrische  Interesse  de« 
'in  der  vorliegenden  Schrift  mit  einer  ge^vis#ln  Vorliebe  von  mir 
behandelten  Gegenstandes  hervorh^en  und  die  geehrten  •  I^bt 
des  Archiv^  bitten  zu  dürfen,  derselben  auch  von  dieser  Seite 
ihre  Aufmerksamkeit  nicht  zu  versagen.  Mathematiker  von  Fach 
werden  freilich  namentlich  in  dem -ersten  Theile  der  Schrift  eini- 
ges ihnen '  langst  Bekannte  und  Geläufige  finden ;  eine  grossere 
Ausflihrllchkeit  war  aber  in  dieser  Scnrifl  -  deshalb  erforderlieb, 
weil  ich  dieselbe  auch  mit  den  neueren  Fortschritten  dAr  Analysis 
nicht  hinreichend  bekannten  Praktikern  so  leicht  zugAnglieh  als 
inöglich  zu  machen  und  dieselben  zum  Studium  derselben  einMi- 
laden  wünschte.  Möge  diese  Schrift  daher  die  von  mir  gewünschte 
Beachtung  finden!  Von  anderen  Mathematikern  vielleicht  gefun* 
dene  Verein&u^hungen  der  in  derselben  entwickelten-Formeln  wevde 
Ich,  -wenn  man  sie  mir  mitzutfaeilen  die  Gute  haben  solMe,  gern 
zuerst  sogleich  im  Archire  und  dann  in  einem  besondersigedruck- 
ten  Anhange  zu  der  vorliegenden  Schrift  bekannt  maci^. 

G. 


Blechaiiik* 


•  ^ 

•  Versuch  einer  neuen  Entwtickel«ng  der  Grundgesetze 
der  Dynamik  aus  der  Theorie  der  Functionen  und  Ab- 
leitung des  Parailelepipedons  der  Kräfte  und  d#r  na- 
mitteloaren  Folgen  desselben  aus  dem  der  Gescnwin- 
digkeiten  nebst  einigen  besondern  Betrachtungen  und 
Bemerkungen.  Eine  Abhandlung  zum  Schlüsse  des 
Studienjahres  184^^7  von  Ludwig  Christoph  Schnür« 
lein«   Prof.   der«  Ma^^i*  am  k.  Gymnasium  zu  Hof.    Hof. 

1847.    4. 

Da  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  höheren  Analysis 
lie  Functionentheorie»  in  dem  Sinne  vonXagrange>  ab  eine  an- 
üquirte  und  abgethane  Sache  zu  betrachten  ist,  so  können  wir 
auch  den  in  diesem  Programm  gegebenen  Entwickeln ngen  unsem 
Beifall  nicht  schenken,  empfehlen  es  aber  dessenungeachtet  allen 
denen,  welche  die  Anwendung  der  Methoden  der  Functionentbeo- 
rie  auf  die  Mechanik  kennen  lernen  wollen»  zur  Beachtung. 


ms 


t: 


Geschichtliche  Darstellung  des  Gaivanlsmus  von 
Otto  Ernst  Jalins  Seyffer>  Philos.  Doctor.  Stuttgart 
und  Tübingen.  1848.    8.    3  Rthlr. 

Dieses  Werk  ist  eine  weitere  Ausfuhrnng  einer  Schrift,  welche 
durch  Ae  im  Jahre  1843  vob  der  philosophischen  Facultat  der 
Universität  Heidetbere  oder  vielmehr  von  dem  seit  Kurzem  ver- 
storbenen Lehrer  des  vfs.,  Geheimratb  G.  W.  IVluncke«  den 
Studirenden  der  genannten  Universität  zur  Beantwortung  vorge^ 
legte  Preisfrage:  »^Historia  inventtonis  et  emendatiönum 
pilae  electricae,  quae  a  celeherrimo  AI.  Yolta  nomen 
sortita  est^'  veranlasst,  und  von  der  philosophischen  Facultat 
mit  dem  Preise  belohnt  wurde.  Da  ein  solches  Werk  jedenfalls 
als  ein  wahres  Bedurfniss  för  die  Wissenschaft  und  flir  den  Fofr 
scher  auf  dem  Felde  des  Galvanismas  angesehen  werden  rauss, 
md  es  bei  demselben  zunächst  auf  eine  gewisse  Vollständigkeit 
ankommt,  so  wollen  wir,  um  den  Lesern  des  ArMiivs  eine  mog* 
•liehst  deutliche  Anschauung  von  dem,  was  dasselbe  heistet,  zu 
verschaffen;  im  Folgenden  wenigstens  den  Hauptinhalt  der  ein* 
zelnen  Paragraphen  angeben,  indem  der  uns  hier  gebotene  Raum 
eine  grAsefe  Ausführlichkeit  nicht  gestattet. 

I.  Kinlettüiiip.  S,  t— §1.  O.  €(escbtcbte  der 
fintd^cKuviff  des  C^alvaiitsmus  and  derJBrrkn« 
daBiP  ^^^  Säule  durch  AleScauder  TaliA.  9.  O— S9, 

$•  1.  Spuren  einer  besonderen  Kraftäusserung  bei  Berührung 
zweier  heterogener  Körper  vor  der  Entdeckung  Galvani's.  S.  9— IL 
'6.  2.  Entdeckung  und  Bekanntmachung  dieser  Kraft  von  Aloyains 
Galvanl  1790  uncf  1791.  S.  11—12.  §.3.  Wiederholung  der  di^se 
Kraft  begründenden  Versuche  und  neue  Entdeckungen  nis  a«  Vol- 
ia's  Contaktlehre  1791-1793.  S.  13-18.  §.  4.  Die  Lehre  Alexan- 
der Volta's  über  die  Gesetze  der  Elektricität,  welche  durch  Bet- 
rüb rung' entsteht.  S.  18 — 19.  $.  5.  Weitere  Versuche  und  Ent- 
deckungen der  Anhänger  Galvani  s  im  engeren  und  weiteren  Sinne 
und  Streit  denelben  mit  Alexander  Volta  bis  zu  «fessen  Erfinduitg 
der  Sätle  1?!»— 1799.  S.  19-26.  §.  6.  Erfindung  der  Säde  durch 
Alexander  'Tolta1799  und  1800.  S.  27-29.  111.  Oesi^hloktf 
der  Totta'vehen  Sftule  und  der  damit  g^emaclt* 
ten  i^rosfartii^en  Bntdeekunren  von  Mhrer  CSAtfc 
deekun»  'htm  senr  JeCaiipeii  Bett.  S.  a#^638  «*> 
A.  D4e'tmsckiedenen  Volta' sehen  Apparate  und  Mest* 
instrüTirente  nebst  den  auf  dieselben  aestützten  Th*e^ 
Tien*  S,  30 — 267.  a.  Apparate  und  Messinstrumente; 
S.  30^151  Di«  einfachen  Volta'sehen  Ketten  und  £r^ 
seheinungan  dersellren.  S.  30^115«  §.  7.  Die  Volta'schen 
Fundamen^lversuche  und  Versuche  übef  die  Leiter  der  'Elektrici- 


TT" 


*)  HfebeT  bemerken  trir,  dasg  der  Herr  Vf.  die  Geschichte  mit  1045 
zwar  ab^eschloasen,  aber  dennoch,  wo  es  nöthig  war,  Forschungen  nnd 
Fortachritte  hi  dem  Winen  der  Jahre  1846  und  1847,  welche  von  Be- 
deutung sind,  mit  aalgenommen  hat. 
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tat,  80  weit  sie  mit  den  gtlvtoiiscbeii  firschelnungen  tosammeii- 
fallen.  S.  30 — 64.  §.  8.  Spannungsvernältnisse  und  Spannungs- 
reihen.  S.  64 — 99.  ^.  9.  Einfache  Volta'sche  Apparate.  S.  99 — 115. 
Die  zasamniengesetzten  Volta'i^chen  Ketten.  S.  1 1^^135. 
6,  10.  Allgemeine  Betrachtung  darüber.  S.  115*- 116.  C^  11.  Die 
Säulenapparate.  S.  116—124.  §.  12.  Becher«,  Zellen-,  Tro^-  uud 
andere  Apparate  und  die  zusammengesetzten  constanten  Ketten. 
8«    124  —  135.      Die    trockene    und    zweigliedrige   Säule. 

5.  135—150.  $.  13.  Die  trockene  oder  Zaniboni'scbe  Säule. 
8.  135—145.  §.  14.  Die  zweigliedrige  Säule.  S.  145—150.  Id- 
Btrumentq  zum  Messen  der  durch  diese  Apparate  er- 
zeugten Elektricitäts-Intensität  und  Quantität.  S.  150 
— -152.     §.    15.     Allgemeine    Betrachtung   dariiber.   S.    150  —  152. 

6.  Theorie«  dieser  Apparate.  S.  153  —  267.    Theorie  der 
einfachen   und   zusammengesetzten   Kette.    S.  153-—257. 
1. 16.  Einleitung.  S.  153-154.  §.  17.  Die  Theorie  VolU's.  S.  154-158. 
}•  18.    Bestätigung  dieser  Theorie  und  weitere  Ausbildung  der- 
selben.   S.  158 — 182.     $.  19»    Die   ersten    chemischen    Theorien. 
S.  183—191.    §.  20.  Die  VertheilungnUieorien.  S.  191-200.    $.  2L 
Parrots  Oxydationstheorie  und  die  zwischen  der  Oxydation«-  und 
Vertheilungstheorie  vermittelnde  Theorie  Becquerel's.   S.  200^203L 
§.  22.    Die  dvnamischen  Theorien.  S.  203—207.    $.  2^   Die  neuen 
chemischen  Theorien,  begründet  durch  Aug.  de  Ifi  Rive^  S.  207 
—  215.    §.  24.    Becquerel's  neue  chemische  Theorie  und  Sarsten's 
Ansichten.   S.  215  —  219.    §.  25.   Michael  Faraday  der  Jfauptver- 
treter  dei*  chemischen  Theorie.   S.  219—^^  $,  26.    Olb  ebeml- 
ikcben  Theorien  von  Schunbe^i  und  Leopold  Gmelin.  8.  239 — ?245* 
|.   ^.  ,  Pfaif  bestreitet    die   chemische o    Theorien   von    Neuem. 
S.  246-7257-    $.  28.    Theorie  der  trockenen  Säule.    S.  237^—^. 
Smj  Die    an  diesen  Apparaten   tcahr^enommeuen  £r- 
scheinungen.  ^S.  268--632.    a.  Die  physiEaliscben  Erscbei- 
pung^n.   o.  268-^305.    Die  elektrischen    Erscheinungen. 

f..  29.  Die  elektrischen  Erscheinungeo  und  die  darauf  gestutzte 
dentl^ltserklärung  des  Galvanismus  mit  der  Elektricität  S.  ^$8—275. 
§•  30.  Die  Messiverkzeuge  der  elektrischen  Erscheinungen ^  ange- 
wandt ziim  Messen  und  zum  Bestimmen  dfsr  galvanischen  Efektri- 
ci^t  S.  275--282.  Die  Licht-  und  VVärmeerscbeinangeu. 
|.  31.  Elektrische  Funken  und  Wärmeversuche.  S.  tt#—30|j^  Die 
majrneiisqhen  Erscheinungen  (Elektromagnetismus). 
Ä*  aU2 — 395.  St  32.  Allgemeine  Einleitung  und  EntdeckuAg  der 
■i^n|tl5€hQa»  Wirkungen  der  Elektricität.  S.  302-«^4.  $.33. 
Die  iVlrkuBg  des  Schliessungsdrahtes  auf  die  MaftMtiMdei. '2ik3l4 
«*-317*  .ju  34  Galvanometer«  Mnltipiicatoreit  uo4«94bre  tnf  die 
elektrtmagnetischeB  Ersobeinungen  gegründete  Mcnswerliaeuge  der 
Elektrieität  S.  317-333.  §.  35.  Wirkungen  des  Magneten .  des 
teUiirischen.  Ifa^netisrous  und  des  einen  Sciiiiessenesdrahtes  auf 
einen  beweglicheQ  Sciilieasungsdrabt»  nefa«t  den  auf  äese  BisBcbei" 
*"  mingen  gegründeten  Rotationsappairaten.  S.  333-^346.  L  36.  Wir* 
kung  des  elektrischen  Leiters  auf  magnetisirbare  Substanzen. 
S.  346—367.  §.  37.  Anwendung  der  elektromaenetlsehen  Erscbei  • 
nungen  als  Telegraphen  und  als  bewegende  Kraft  8.  357*372. 
§.  38.  Die  Theorien  des  Elektromagnetismus.  S.  372-.387.  $.  39. 
Anhang  zu  den  elektromagnetischen  Erscheinungen.  Disjonctoren 
und  Commutatoren.   Verwendung,  der  elektramagnetischen  Erscbei- 
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Duogen  im  engeren  uod  der  ElektricitSI  überhaupt  im  vieitereo 
Sinne  zum  Gescbwindigkeitsroessen  in  kleinen  Zeitintervallen. 
S.  387*^95.  b.  Physiologische  Erscheinungen.  Erschei- 
nungen in  dem  todten  thierischen  Korper.  S.  395 — 401. 
§.  40.  Contractionen  an  verschiedenen  Thieren  und  an  Menschen 
und  einzelnen  Theilen  derselben.  Benutzung  dieser  Erscheinun- 
gen als  Elektroscop.  S.  395—401.  Die  Erscheinungen  an 
lebenden  Organismen.  §.41.  Einwirkungen  auf  das  Gefühl 
und  die  Sinne  überhaupt  im  gesunden  Zustande,  wie  auch  auf 
verschiedene  Pflanzen.  6.  401 — 406.  §.  42.  Anwendung  der  ^al- 
vanischen  Elektricität  in  der  Heilkunde.  S.  407 — 411.  c.  Che- 
mische Erscheinungen  (Elektrochemie).  S.  411—- 6'32.  Die 
elektrochemischen  Zersetzungen  im  Alleemeinen.  8.411 

—  458.    6.  43.    Einleitung.    Chemismus  in  der  Kette  selbst.  S.  411 

—  420.  §.  44.  Aeussere  Einflüsse  auf  die  chemische  Wirkung 
der  EiekVicität.  S.  420  —  441.  fi.  45.  Die  Gesetze  der  elektro- 
chemischen Zersetzungen  nebst  den  Grundlagen  der  elektrochemi- 
schen Theorie.  S.  441 — 458.  Die  elektrochemischen  Zer- 
setzungen im  Einzelnen.  S.458— 605.  §.  46.  Die  Zersetzung 
des  Wassers   und   der  mit  demselben  verwandten  Flüssigkeiten. 

5.  458-483.  §.  47.  Das  Voltaelektrometer.  S.  483-491.  §.  48. 
Vorgebliche  Säuren-  und  Alkallbildung  bei  der  Zersetzung  des 
Wassers  durch  Galvanismus  nebst  Jägers  Versuchen  über  die 
Einwirkung  des  letzteren  auf  Pflanzennigmente.  S.  491 — 497. 
$.  49.  Die  Geruchsersdieinungen  bei  der  Wasserzersetzung.  S.  497 

—  503.  -6.  50.  Die " Zersetzung  der  Alkalien  imd  Erden.  S.  503 
-^518.  §.  51.  Zersetzung  d^  Metällsalze  und  die  sogenannten 
Metallv^etationen.  S.  518^5o/.  6.  52.  Zersetzung  verschiedener 
Flüssigkeiten  mit  den  elektrochemischen  Ueberführungen.  S.  537 
-550.  §.  53.  Die  NobUi'schen  Ringe.  S.  550-555.  JS.  54.  Die 
elektrochemischen  Bewegungen.  S.  555 — 568.  §.  55.  Die  Polari- 
sation mit  der  Ladungssäule.  S.  569 — 586.  §.  56.  Die  Passivi- 
tätserscheinungen. S.  586—605.  Die  praktische  Anwendung 
der  elektrochemischen  Erscheinungen.  S.  605 — 632.  §.  57. 
Schützung   des    Kupfers  und  Eisen  vor  Oxydation.    S.  605  —  609. 

6.  68.  Die  GalvanoplasHk.  S.  609—622.  £69.  Die  galvanische 
Vergoldung,  Verplatinining,  u.  s.w.  S..  822— 632.  Namenre- 
gister.   S.  633. 

Dies  ist  in  allg^meioen  Umrissen  der  Inhalt  des  Torliegendes 
reichhaltigen,  für  jeden  Pbysikeriioentbehrlichen  Werl».  Wirbe^aiir 
em  nur,  dass  der  Herr  Vf.  nicht  noch  häufiM*,  als  es  geschehen  ist, 
eigene  Kritik  geübt  hat,  wodurch  er  sein  Werk  noch  lehrreicher  ge- 
macht und  demselben  weniger  den  Charakter  eines  blossen  historl- 
.s<4l0a  Bepei^oriuitis  Terliehm  haben  würde;  auch  scheint  uns  eine 
strenge  Kritik  in  keinem  Theile  der  Physik  nothiger  su  sein  als 
geraoe  in  der  Lehre  iu»m  Galvanismus  und  den  mit  derselben 
▼erwandten  Fächern.  Jedoch  soll  durch  diese  Bemericung  keines- 
wegs das  Verdienst  des  Werkes  geschmälert  werden,  welches 
wir  vielmebr  aogehgentUduit  zu  reeht  «HgemeiDer  Beachtung 
empfdilen. 
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Femilsclftte  Sduriften. 


VerhandluDgen  der  schweizerischen  naturforscben- 
den  Gesellschaft  zu  Winterthur  den  31.  August,  1.  und 
2.  September  1846.    31ste  Versammlung.    184/.    8. 

Ausser  den  Sitzungsprotokoilen  u.  s.  w.  enthalten  diese  Ver- 
bandlungen mehrere  ausführlichere  Abhandlungen,  die  wir  ihres 
interessanten  Inhalts  wegen  hier  namentlich  aumihren  wollen: 

Das  Wesentlichste  über  die  Gletscherfrage  von  Dr.  F.  J.  Hu«. 

(S.  90—  S.  158.) 

Physiognomie  des  fossilen  Oeningen.  Von  Professor  Oswald 
Herr.    (S.Tl59— S.  180.) 

Der  Bierconservator.  Ein  Apparat ,  welcher  die  Verderbniss 
des  Bieres  hindert,  von  Apotheker  Hübschmann  in  Stäfa  am  Zu- 
richsee.     (S.  181  — S.  183.) 

Ueber  die  Anwendung  der  Galvanoplastik  in  den  bildenden 
Künsten.  Von  O.  Möilinger,  Professor  in  Solothurn.  (S.  184-^ 
S.   190.) 

Ueber  die  Wittern ng^  nach  einfacher  Naturbeobachtung,  und 
die  Vorherbestiromung  ihrer  Beschaffenheit.  Von  Herfn  Dr.  J. 
R.  Köchlin  aus  Zürich.     (S.  191 —  iS.  200.) 

Beitrag  zur  Geschichte  der  Seidenraupe  (Bombyx  mori)  und 
ihres  Nutzens.  Von  Herrn  ObefstÜeutenant  Gengel  von  Chor. 
(S.  201- S.  225.) 

Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
fn  Bern.  »Nr.  Ö4.  bis  Nr.  104.  (Vom  6ten  April  1847  bis 
22sten  November  1847.) 

(Man  vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  XXXVH.  8.  542.) 

Nachträglich  zu  S.  042.  bemerken  wir  zuvorderst»  unserm  dort 
gegebenen  Versprechen  gemäss ,  dass  Nr.  72.  dieser  sehr  verdienst- 
Rchen  Mittheilungen  einen  Aufsatz  von  Herrn  B.  Studer,  über 
die  Klimatologie  von  Bern,  enthält,  ausserdem  zu  Bern  an- 
gestellte Meteorologische  Beobachtungen,  die  in  dieser 
Geseilschaftsschrift  auch  fortlaufend  mitgethedt  werden. 

Der  Inhalt  der  übrigen  oben  angegebenen  Nummern  ist  fol- 
gender : 

R.  Wolf,  zur  Geschichte  der  schfweizerischen  naturforschen- 
den  Gesellschaft.    Erster  Artikel.    (Nr.  94.) 

R.  Wolf,  über  die  in  Bern  sichtbare  ringförmige  Sonnenfin- 
fiterniss  vom  9.  October  1847.    (Nr*  95.  und  96.) 

R.  Studer,  Erdbeben  In  der  Schweiz  nnd  ihrer  Umgebnog  im 
Jahre  1846.    (Nr.  95.  und  96.) 

R.  Wolf,  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz.  (Nr.  95.  und  96.)  —  Dieser  Aufsatz  enthält 
Notizen  zur  LebeDsbeschreibung  des  verdienstvollen  Weltumseglers 


609 

und  Mitherausgebers  des  mu^  4$eMer'BchA  Wörterbuchs  Johaun 
Kaspar  Horner  aus  Zürich  (1774 — 1834),  dessen  Wahlspracb 
wßi :  ,f  dip  Mathematik  ohne  Anwenduns  ist  miit  einem,  scfparfen 
Messer  zu  vergleichen^  mit  dem  man  niobts  zu  schneiden  hfit^'V, 

J.  S.  Fr  Pagenstecher,  über  Xyloidin.    (Nr.  95.  und  96.) 

R.  Wolf,  Auszüge  aus  Briefen  an  Albrecbt  von  Haller ^  mit 
litterarisch  -  historischen  Notizen.    (Nr.  95.  und  96.) 

0.  Brunner,  Sohn,  über  den  Einfluss  des  Magneieii  auf 
thierische  Körper.    (Nr.  97.  und  98.) 

J.  S.  Fr,  Pagenstecher,  über  das  Verhalten  der  Blausäure 
zum  Calomel.    (Nr.  97.  und  98.) 

R.  Wolf,  zur  Geschichte  der  sch^veizerischen  naturforschen- 
den Gesellschaft.    Zweiter  Artikel.    (Nr.  97.  und  98.)  ^  'i 

C.  Brunn  er.  Chemische  Mittheilungen.  (Nr.  97.  und  98;) 
I. .  Einwirkung  des  Zuckers  auf  chromsaures  Kali.  II.  Zur  Berei- 
tung des  künstlichen  Ultramarins.  III.  Nachtrag  zu  der  Methode: 
die  Kohlensaure  aus  ihren  Verbindungen  zu  entwickeln  und  quan- 
titativ zu  bestimmen. 

R.  Wolf,  über  das  centrische  Vielflach.    (Nr.  97.  und  98.) 

L.  Schläfli,  Bemerkungen  über  confocale  Flächen  zweiten 
Grades  und  die  geodätische  Linie  auf  dem  Ellipsoid.  (Nr.  99.  u.  100.) 

R.  Wolf,  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Physik 
in  der  Schweiz.  (Nr.  97.  und  100.)  Hier  Notizen  über  Johann 
Heinrich  Rahn  aus  Zürich,  welcher  den  Liebhabern  der  Ge- 
schichte der  Mathematik  wohl  durch  seine  Teotsche  Algebra; 
Zürich  1659.  4.  bekannt  sein  wird,  die  soviel  Ruf erlajDgte,  dass 
sie  von  den  verdienten  englischen  Mathematikern  Tb.  b  rank  er 
und  D.  Pell  ins  Englische  übersetzt  wurde,  unter  dem  Titel 9 
An  introduction  to  Algebra  by  Rahn,  transiated  by 
Th.  Branker.    Much  augm.  by  D.  Pell.    London.  1(>88.   4^. 

R.  Wolf,  Auszüge  aus  Briefen  an  Albrecht  von  Haller,  «mit 
litterarisch  -  historischen  Notizen.     (Nr.  99.  und  100.) 

Müller,  Untersuchung  einiger  Potaschensorten.    (Nr.  101.) 

R.  Brunner,  Beitrag  zur  Eudiometrie.    (Nr.  102.) 

R.  Wolf,  Auszüge  aus  Briefen  an  Albrecht  von  Haller,  mit 
litterarisch -historischen  Notizen.     (Nr.  102.) 

R.  Wolf,  zur  Geschichte  der  schweizerischen  naturforschen- 
den Gesellschaft.    Dritter  und  letzter  Artikel.    (Nr.  103.  und  104.) 

R.  Wolf,  Auszüge  aus  Briefen  an  Albrecht  von  Haller,  mit 
litterariscb- historischen  Notizen.    (Nr.  103.  und  104.) 
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A  B  z  e  1  fp  e. 

Weil  die  Umschläge  za  den  einzelnen  Heften  des  Archivs  bei 
dem  Einbioden  der  Toflstfindigen  Theiie  wohl  grosstentheils  weg- 

SeworfoD  werden,  die,  Köhier*s  Logarithmisches  Handbucb 
eti'effende,  auf  dem  Umschlage  dieses  Hefts  (ThI.  XL  H.  2.)  ab- 
gedruckte Anzeige  des  Herrn  Buchhändlers  Bernh.  Tanchnitz 
jun.  in  Leipzig  aber  jedenfalls  in  dem  Archive  autbewahrt  zo 
Verden  verdient ,   so   lasse  ich  dieselbe  hier  nochmals  abdrucken. 

Kohler's   Logarithmisches   Handbuch. 

In  Bezog  auf  die  beim  Erscheinen  von  ,, Köhlers  Logarith- 
misch-Trigonometrischem Haudbucbe^'  von  mir  veröffentlichte 
Preisaussetzung  für  Auffindung  von  Fehlern  in  den  Lo- 
garithmisehen  Tafeln  dieses  Werkes  zeige  ich  hiermit  ergebenst 
an,  ^MH  Herr  S.  Maynard  in  London  folgende  drei: 

Pag.  192,  Num.  102467,  Log.  =r:-0i068492,  soll  stehn  -01058402. 
Pag.  194,  Num.  103000,  Log.  =  01283723,  soll  stehn  -01283722. 
Pag.  201 ,  Num.  100888,  Log.  =  02892995,  soll  stehn  02892895. 

angezeigt  und»   nachdem  die  Richtigkeit  dieser  Angabe  sich  her^ 
ausgestellt.  Drei  Louisd'or  Prämie  von  mir  erhalten  hat. 

Diese  Fehler  befinden  sich  übrigens  in  allen  gebräuchüehe« 
Löeartthmischeo  Handböchero  und  namentlich  auch  in  deneo  von 
Gallet,    Vega  und  Babbage. 

Leipzig,  am  6.  März  1848. 

Bernh»  Taucfmitz  jun. 

Uebrigens  bemerke  ich,  dass  der  erste  der  drei  angezeigten 
Fehler  bei  Callet  (Tirage  1829)  sich  nicht  findet. 

G. 


Druckfehler  in  ThI.  XI.  Heft  2. 
S.  142.  Z.  5.  V.  u.  muss  es  Fig.  5.  statt  Fig.  3.  heissen. 


Jilterarteelier   Berlclit 


Arithmetik. 


Analytische  Stadien  von  Dr.  Oskar  Schlomilch,  aus- 
serordentlichem Professor  an  der  Universität  zu  Jena. 
Erste  Abtheilung,  enthaltend  Theorie  und  Tafel  der 
Gammafunktionen  nebst  deren-wichtigsten  Anwendun- 
ffen«  Zweite  Ahthjeilung^  enthaltend  die  Fourierschen 
jReiben  und  Integrale  nebst  deren  wichtigsten  Anwen- 
dnngeo.    Leipzig  1848.   8.    2 Abtheilungen.  2Thlr.»)8gr. 

Die  Anzeige  dieses  Werks,  welches  durch  seinen  Titel^  noch 
mehr  aber  durch  die  Gediegenheit  seines  Inhalts^  lebhan;  an  die 
,,Exercices  de  caicul  idt^^rai'^  von  Legendr e  erinnert,  ist 
absichtlich  bis  zu  dem  jetzt  erfolgten  Erscheinen  der  zweiten  Ab- 
theilunff  von  uns  verschoben  worden.  Dasselbe  ist  mit  der  nun 
schon  hinreichend,  bekannten  Eleganz  und  Gründlichkeit  des  Herrn 
Vfs.  verfasst,  und  enthält  viele  neue,  demselben  ganz  eigenthüm- 
iicfae  Entwickelungen  und  analytiache  Ausdrücke,  ourch  welche  die 
behandelten  Gegenstände  in  mehreren  Punkten  weiter  als  bisher 
geföhrt  werden,  weshalb  dasselbe  von  keinem  Analytiker  entbehrt 
werden  kann. 

Der  erste  Theil,  welcher  der  Theorie  der  Gammafunctionen 
gewidmet  ist,  enthält  zwar  weniger  neue  Resultate  als  der  zweite ;  die 
Darstellung  kann  aber  grösstentheils  als  das  Eigenthum  des  Herrn 
V£s«  betrachtet  werden,  und  man  wird  schwerlich  in  einem  ande- 
ren Werke  die  so  wichtige  Theorie  der  Gammafunctionen  mit 
gleicher  Vollständigkeit  und  Elesanz  behandelt  finden.  Jedoch 
sind  auch  in  diesem  Theile  verschiedene  neue  Resultate  hervor- 
zuheben, wohin  namentlich  §.  16.  und  §.  17.  gehören,  in  denen 
der  Herr  Vf.  mitteist  einer  sehr  allgemeinen  Transformation,  welche 
sich  auf  «ine  ganze  Klasse  vdn  Integralen  anwenden  lässt,  meh- 
rere durch  Cänunafunctionen  ausdruckbare  Integrale  entwickelt. 
Sehr  verdienstlieh  ist  jedenfalls  auch  die  dieser  ersten  AbtheHung 
angehängte  Tafel  von  log  r(a),  für  «==  1,000;  1,001;  1,002;  1,003; 
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u.  8.  w.  bis  =2,000.  Bei  der  Berechnung  dieser  Tafel  ist  dem 
Herrn  Vf. ,  wie  er  uns  mitzutheilen  die  Gflte  gehabt  hat,  ein  Feh- 
ler in  der  Legendre'schen  Tafel  aufgestossen ,  in  welcher  es  statt 

log  r(l,564)=9,949  375  308  (3)46 
heissen  niuss 

log  r(l,5d4) =9,949  375  308  (4)46. 

Der  Inhalt  der  ersten  Abtheilung  ist  überhaupt  folgender: 

Theorie  der  Gammaftinktionen.  Cap.  I.  Die  Funda- 
mentaleigenschaften der  Gammafunktionen.  —  Cap.  II.  Die  Addi- 
tion und  Multiplikation  der  Gammafunktionen.  —  Cap.  HI.  Reiben 
und  Produkte  zur  Entwickelung  der  Gammafunktionen.  —  Cap.  IV. 
Die  wichtigsten  unter  den  durch  Gammafunktionen  ausdriickbaren 
Integralen.  —  Cap.  V.  Reihen,  weiche  mit  Hfilfe  der  Gamma- 
funktionen summirt  werden  kennen.  —  Berechnung  der  Gamma- 
funktionentafel.  —  Tafel  der  Logarithmen  der  Gammafunktionen 
von  1.000  bis  2.000. 

Die  zweite  Abtheilung,  welche  den  Fourier*schen  Reiben  und 
Integralen  nebst  deren  wichtigsten  Anw^enduiigen  gewidmet  ist, 
und  daher  einen  der  wichtigsten  Gegenstände  der  neueren  Analy- 
Bis  ausfübriich  behandelt,  ist  bei  Weitem  reicher  an  eigentlich 
neuen  Resultaten  als  die  erste  Abtheilung.  Dieselbe  enthält  zu- 
erst die  Theorie  der  Sinus-  und  Cosinusreihen,  welche  der  Herr 
Vf.  auf  faochjst  einfache  und  elementare  Betrachtungen  gegründet 
hat,  w^elche  letztere  eigentlich  gar  nichts  weiter  voraussetzeu,  ais 
dass  man  die  ganz  einfachen  allerersten  Eigenschaften  eines  be- 
stimmten Integrales  kenne,  und  weder  eine  Keihensummirons  noch 
sonst  etwas  postuliren.  Neu  ist  ferner  der  ganz  einfache  Beweis 
für  die  Fourier'schen  Sätze  auf  S.' 82 — S.  86.,  welcher  nur  die 
Kenntniss   von 


y^^sinar^         n 
0     -^^^  =  2 


verlangt,  und  eigentlich  auch  diese  nicht  einmal,  weil  man  auch 

'*  sinar 


X 


0        ^ 


setzen  konnte,  wo  K  noch  unbekannt  ist^  und  dann 

/      cos  yttStf  /     f{u)  cos  u(Bt=  Kf{y) 

finden'  wiirde^  woraus  sich  K  durch  die  Substitution  f{y):=ze''y  be- 
stimmt, wenn  man  am  Ende  y  =  0  nimmt.  Ferner  machen  wir 
die  Leser  be«»onders  auf  die  Eotwickelungen  in  §.  16.  auf- 
merksam, die  zu  den  eleganten  Formeln  (5)  and  (6)  fahren. 
Neu  sind  auch  in  §.  20.  die  Formeln  (7)  und  (8),  aus  denen  der 
Herr  Verfasser  mit  grosser  LeichtigKeit  die  Resultate  abge- 
leitet hat»'  welche  Herr  Doctor  Arndt   in   Stralsund   in  ilem 
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Archiv  Tbl.  X.  Nr.  XXIf.  und  Nr.  XXIV.  entwickelt  hat,  wobei 
zu  bemerket!  ist,  dass  der  Herr  Vf.  da,  wo  die  Integrale  wegen 
der  DiscoirtinEiität  der  darin  vorkommenden  Function  mehrdeutig 
werden,  immer  nur  den  Hauptwerth  der  bestimmten  Integrale 
entwickelt  hat.  Neu  ist  femer  wieder  das  Theorem  (3)  oder  (6) 
in  §.  22.  Besonders  aufmerksam  machen  wir  aber  die  Le^er  auf 
die  in  diesem  ausgezeichneten  Werke  enthaltene  Modification  der 
Dirichlet'schen  Methode  zur  Reduction  vielfacher  Integrale,  indem 
man  Alles,  was  Dirichlet  gegeben  hat,  im  ersten  Tfaeile,  und  die 
von  dem  Herrn  Vf,  gegebenen  Erweiterungen  im  zweiten  Xbeile, 
§.  23.  ff. ,  findet,  wobei  wir  insbesondere  auch  auf  die  sehr  allge- ' 
eemeinen,  eleganten  und  dabei,  wenn  man  sich  der  von  c^m^ 
Herrn  Vf.  modtficirten  Virichlet'schen  Methode  bedient,  äusserst 
leicht  zu  beweisenden  Formeln  Nr.  (4)  und  (5)  in  $.  23.,  Nr.  (4), 
(5)  und  (8)  in  §.  25.,  Nr.  (3)  in  §,  26.,  Nr.  (14)  in  §.  27.  u.  b.  w. 
avmerksam  machen.  Wir  schliessen  die  Anzeige  dieses  vortreff- 
lichen Werkes,  das,  wie  gesagt,  kein  Analytiker  wird  entbf^bren 
können,  mit  der  Angabe  des  aUgemeinen  Inhalts  der  zweiten  Ab- 
tbeilung. 

Die  Fourier'schen  Reihen  und  Integrale  nebst  deren 
wichtigsten  Anwendungen.  Cap.I.  Die  Fourier'schen  Reihen. 
—  Cap.  II.  Die  Fourier'schen  Integrale.  —  Anhang  (v^'elcher  eine 
von  Herrn  Professor  Bretschneider  in  Gotha  berechnete  kleine 
Tafel  von  Ei(x),  Ci(x)  und  Si(x)  enthält). 

Möge  der  Herr  Vf.  bald  Kraft  und  Müsse  zur  Fortsetzung 
dieser  höchst  verdienstlichen  analytischen  Untersuchungen  finden. 


Praktische  Oeometrie* 


Stampfer,  'S.,  Prof.  d.  prakt.  Geom.  am  k.  k.  polyt. 
Institute  zu  Wien:  Theoretische  u.  praktische  Anleitung 
zum  Nivelliren  u.  zu  anderen  damit  verwandten,  beim 
Eisenbahnbau  vorkommenden  geom.  Aufgaben,  mittelst 
der  vorzüglichsten  neueren  Nivellir-Instriimente;  mit 
besond.  Rucks,  auf  die  verbess.  Niv.-Instrumente  aus 
d.  Werkstätte  des  k.  k.  polyt.  Institutes  zu  Wien  (1845). 
2.  Aufl.    1847.    gr.  8.    lOi  Bog.    3Kpft.,  eleg.  geh.    liRthl. 

(Angezeigt  vom  Prof.  W.  Matzka  zu  Tarnow.) 

Von  der  ersten  Auf  läge  dieser  zwar  kleinen  aber  höchst  lesens- 
werthen  Schrift  brachte  des  Archivs  literar.  Bericht  (1840)  im 
7.  TU.  3.  H.  Nr.  XXVII.  S.  400.  nichts  weiter  als  den  Titel; 
was  mich  um  so  mehr  befremdet,  als  föngst  (1847)  im  10.  TU. 
2.  H.  Nr.  XXXYIII.  S.  546.  desselben  Herrn  Verfassers  Logarith- 
men-Tafeln mit  verdientem  Lobe  angekündiget  wurden,  während 
doch  die  erstere  Schrift  noch  für  ungleich  verdienstlicher  anerkannt 
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werden  muss  *).  leb  glaube,  def  osteTreiobiecheo  Nationalehre  es 
scbuldie  zu  sein,  die  Verdienste  unseres  besdieidenen  Gelebften 
gebührlicb  bekannter  zu  machen;  zumal  der  Gegenstand  »elhst 
aurch  die  Eisenbahnbanten  in  neuester  Zeit  einer-  der  wichti^stM 

in  der  prakt.  Geometrie  geworden  ist« 

Der  dureh  vielerband  sebr  geschlitzte  physikalische  und  prak- 
tisch-geometrische  Versuche,    Messungen,    Erfindungen  w.   dgi., 
von  denen  ein  grosser  Theil   in   den   „Jahrbüchern   des    V^iener 
polytechnischen  Instiites^' niedergelegt  ist.  gewiss  auch  ansser  der 
österreichischen  Monarchie  rühmlichst  bekannte  Herr  Verf.  hatte 
das  von  J.  L.  Hogreve   eHtmdene  und  in   seiner   „ /InH'eisang 
zvm  Niveiiiren"  (gr.  8;    Hannover.  1800)  beschriebene  Nivellir- In- 
strument schon  längst  in  seinen  Vorlesungen  der  verdienten  An- 
preisung  gewürdigt.     Davon  gibt  der  unter  dem  Titel  „Anfangs- 
gründe der  prakt.  Geometrie  n.  s.  f.,  von  Kasp.  Bauer,  mit  einer 
Abhandl.  r.  Job.  B.  Bartak.    8.    Wien.  1833.   Gerold"  widerrecht- 
lich ausgeführte  Abdruck  von  Herrn  Stampfer's  damaligen  Vor- 
tragsheixen  auf  S.  179.  den  deutlichsten  Beweis,     in  Verbindung 
mit  Herrn  Starke,  dem  ausgezeichneten  Werkmeister  der  raatb. 
physikal.  Werkstätte  de8  polyt.  Institutes,  hatte  der  Herr  Profes- 
sor  nochmals    dieses  Instrument  wesentlich   verbessert  und   das- 
selbe im  J.  1839  durch  eine  im  20.  Bde.  der  erwähnten  Jahrbücher 
verüffentüchte  und  daraus  auch^  besooders  abgedruckte  „Anleitung 
zum  Gebrauche  der  verbesserten  Nivellir-lfnstrumente  u.  s.  f.'^  den 
prakt.   Geometem  mit  vollem   Rechte  anempfohlen.    Vornehmlich 
die  weitere  empfehlende  Bekanntmachung  dieses  höchst  zweck- 
m&ssigen  und  vollkommenen  Instrumentes  und  der  vortheÜhaßen 
Nivellirweise  mit  ihm  ist  der  Hauptzweck  der  oben  angezeigten 
Schrift;    doch  reihen  sich  daran  noch  vielerlei  sehr  dankenswerthe 
Mittheilungen  über  Nivellir- Instrumente. 

Zuvorderst  betrachtet  der  Herr  Verf.,  nach  Aufstellung  der 
nothigsten  allgemeinen  Begriffe,  so  weit  nothig,  das  Loth  nod 
die  Libelle,  bei  dieser  insbesondere  ihre  Empfindlichkeit,  hier- 
auf die  Dioptern  mit  Ang^^  der  interessanten  Begebnisse  sei- 
ner sorgfältigen  Versuche  über  die  Genauigkeit  dieses  Visirmittels, 
und  danach  die  Fernrühre.  Sofort  beschreibt  er  die  weiteren 
Uauptbestandtheile  der  mit  Fernröhren  versebenen  und  da- 
rum vorzüglicheren  Nivellir-Instrumente,  als:  die  Stative ,  die  Ein- 
richtungen zur  Horizontal^^tellupg  des  Fernrohrs  j  die  Horizontal- 
scheihe  mit  eingetheiltem  Limbus,  die  mikrometrische  Elevations- 
scbraube  zum  Femrohr,  und  die  Verbindungsarten  des  Fernrohre« 


')  Wenn  auch  von  der  S«hrlft  de«  Herrn  Pref.  Stampfer,  deren 
Vordienstliclikeit  Niemand  mehr  alt  der  Herausgeber  -d.  A.  anKiierkenDCB 
bereit  sein  kann,  bereits  im  Literar.  Bericht  Nr.  XLI.  S,  592«  eine  xvar 
kurze,  aber  für  den  Zweck  des  Archivs  weh!  genügende  Anseigo  gelie- 
fert 'worden  ist,  was  dem  Herrn  Vf.  der  vorliegenden.  Anzeige  bei  deren 
Abfastang  wahrscheinlich  noch  nicht  bebannt  war ,  so  trägt  der  Herausg^e- 
bar  doch  durohans  Icein  Bedenken,  im  Interesse  der  Sache  auch  noch 
diese  anfführlichere  Anzeige  ubd rocken  zu  lassen,  um. dadurch  zogleicli 
dem  Wunsche  des  hochgeehrten  Herrn  \  £s.  derselben  zu  eatspreehfo  und 
die  allerdings  die  weiteste  Verbreitaag  Tcrdieoende  Schrift  de«  Herni  Pro- 
fessor Stampfer  so  bekannt  als  möglich  zn  mischen*, 
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mit  dem  Instrumente.  Nach  dem  letzteren  richtet  er  sich  bei  Zer- 
giiederuDg  der  Berichtigungen  der  Niveilir4nstrumente;  und  zum 
iSehluase  gedenkt  er  noch  eines  von  ihm  angegebenen  derartigen 
Tasc&en-MiveHir-lnstruroentes  Ton  auflallender  Leistungsfähigkeit, 
so  wie  aneh  der  Mivellirlstten  und  Zteltafeln.  Kurz  beschreibt  er 
dann  noch  die  Niveiür-lnstrumente  von  geringerer  Leistungsfähig* 
keit,  als:  die  Kanal-  und  Quecksilberwage »  die  Nivellir-Dioptem 
und  das  von  ihm  angegebene  Taschen-Nivetlir-Diopter.  Hiernach 
wendet  er  sich  zum  f^iveUlren  selbst  und  zum  Zeichnen  der  Pro- 
filrisse,  das  er»  wenn  gleich  kuri,  dennoch  mit  einer,  für  genfl« 
gend  theoretisch  vorgebildete  Praktiker  zulänglichen  Deutlichkeit 
erörtert.  Höchst  verdienstlich  ist  hiebei  seine  Untersuchung  über 
die  mit  verschiedenen  Nivellir -Instrumenten  erreichbare  Genauig- 
keit,   wobei  die  seiner  winzigen  Taschen  -  Instrumente  überrascht. 

Nun  erst  wendet  er  sich  zu  dem  von  ihm  verbesserten  Nivel- 
lir- Instrumente.  Als  wichtigster  Bestandtheii  desselben  ist  eine 
sehr,  fleissis  gearbeitete  Mikrometerschraube,  zur  Vertikalbewe- 
gung  des  Fernrohrs  innerhalb  8  Graden,  anzusehen,  deren  ganze 
Scbraubengänge  an  einer  vertikalen  Skale- abgelesen  werden,  wäh- 
rend ihre  ünterabtheiluneen  an  der  in  100  Tlieile  eingetheilten 
cylindrischen  Umfläche  des  Schraubenkopfs  sich  ablesen  lassen. 
Dazu  gehört  jedoch  noch  eine  Nivellirlatte  mit  zwei  Zieltafein, 
deren  untere  um  eine  bestimmte  LSftige  /  (gewohnlich  l  Klafter) 
vom  Boden,  die  obere  aber  um  eine  gewisse  Länge  d  (am  besten 
1  Klafter)  weiter  absteht.  —  Das  Nivelliren  mit  diesem  Instru- 
mente besteht  dann  dem  Wesentlichsten  nach  darin,  dass  man 
bei  horizontal  gestellter  Visur  den  Stand  A  der  Mikrometerschraube» 
und  danach  die  Stände  o  und  u  derselben  bei  der  Anvisirung  der 
oberen  und  unteren. Zielscheibe  abliest.  Ist  sonach  H  die  Tiefe 
der  unteren  Scheibe  unter  der  Horizontalvisur^  so  ist  hinreichend 

genan  Ä= — — d,  oder,  wenn  rf=l  Klafler  ist  und  ^  in  Klaftern 

berechnet  wird,  £f= .    Wenn  dann  noch  die Instrümentshohe 

o— 1« 

J  gemessen  worden,  so  ist  das  Gefälle  vom  Avllstettungsorte  des 
Instrumentes  zu  dem  (tieferen)  der  Latte  =zl-\-  H  —  J.  —  Die 
hauptsächlichsten  Vortheile  eines  solchen  Nlvellirens  be- 
stehen nun  darin,  dass  der  Geometer  von  seinem  Lattenhalter 
weder  das  zeitraubende  Verschieben  der  Zieltafel  noch  das  un- 
sichere Ablesen  ihres  Standes  zu  fordern  braucht,  und  .mit  einem 
Male  sehr  bedeutende  Höhenunterschiede,  sogar  auf  10— 15  Klaf- 
ter, erhalten  kann.  Dadurch  empfiehlt  sich  dasselbe  vornehmlich 
bei  grossen  Terrainsteigungen  zu  General-  und  Ccnitrolle- Nivelle- 
ments; wenn  auch  bei  der  Detail -Nivellirung  deni^ewobnlichen 
Verfahren  der  Vorrang  gegeben  werden  muSs.  Einen  anderen 
Vortheil  gewährt  das  ins&ument  als  Distanzmesser  mit  der  Basis 
am  Objecte,  daher  es,  wenn  noch  die  Messung  der  Horizontat- 
winkel  damit  verbunden  wird,  df»u  Messtisch  vertreten  kann.  End- 
lich gestattet  es  aiipb  die  Hübenwinkei  selbst  sehr  genau  zu  mes- 
sen, diQ  sich  dann  zu  schärferen  trigonemetriscbea  flechnungen 
benutzen  lassen. 

An  dieses  NiTdUiren  mit  der  Libelle  sdiliesst  der  'Herr  Verf. 
noch  jene»  nlt  dem  Biumietepian,  -und  fOgt-  noch  als  acUtaMm*' 
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^erthe  Zugaben  bei:  das  Ausstecken  von  Kreis-  und  anderen 
Stetig  gekrümmten  Bogen,  die  Losung  mehrerer  bei  Eisenbahn- 
bauten  vorkommenden  Aufgaben,  die  Berechnnng  der  Korperin- 
halte  von  Dämmen  und  Einschnitten  u.  dgl.,  8  Hilfstafein  and  den 
Preiscourant  der  Nivellir-Instrumente  aus  der  angeftbrten  Werk- 
stätte. 

Diese  gedrängte  Inhdtsanzeige  durfte  zur  Genüge  darthun,  wie 
wichtig  für  die  Erzielung  scbneiien  und  sichereo  r^ivetlireos  die 
an»;ezeigte  Schrift  sei.  Einer  weiteren  Anpreisung  derselben  über- 
beut mich  der  anerkannte  echt  praktische  Sinn  des  Herrn  Profes- 
sors. Mochte  derselbe  nur  nocri  den,  gewiss  von  vielen  Freunden 
der  prakt.  Geometrie  mit  mir  getheilten  VVunsch  befriedigen,  auch 
seine  Vortragshefte,  in  denen^  bei  Benutzung  aller  niederen  und 
höheren  mathematischen  Hilfslehren,  ein  reicher  Schatz  empiri- 
schen Wissens  niedergelegt  ist,  recht  bald  der  Oeffentlicbkeit  zu 
fibergeben. 


Hechanlk. 

An  ti'Polemisches. 

Vom 
Professor  Dr.  Rühlmann  in  Hannoyer. 


In  dem  3.  Hefte  desX.  Bandes  (1847)  des  Archivs  für  Mathe- 
matik und  Physik  eröffnet  Herr  Fabriken-Coramissionß-Rath  Brix 
in  Berlin  eine  ausführliche  Polemik  in  Betreff  der  Behandlung  des 
Biegungswiderstandes  fester  prismatischer  Körper  der  2.  Auflage 
meiner  Geostatik,  nachdem  dieser  Gegenstand  oereits  zu  einigen 
Noten  in  andern  von  uns  resp.  bekannt  gemachten  Arbeiten  Ver- 
anlassung gegeben  hatte. 

!  Ich  gestehe,  dass  ich  den  ganzen  Streit  recht  innig  und  zwar 
um  so  mehr  beklage ,  als  er  offenbar  durch  Missverständnisse  her- 
vorgerufen ist,  die  mir  erst  durch  die  gedachte  ausführliche  Pole- 
mik klar  geworden  sind  und  die  sich  sofort  ausgeglichen  haben 
würden,  hätte  Herr  Brix,  nach  der  ihm  in  aller  Unbefangenheit 
gemachten  Sendung  meiner  Geostatik,  meine  Erklärung  über  seio 
vermeintliches  Eigenthumsrecht  so  offen  gefordert,  als  ich  solches 
wohl  nach  den  herzlichen  und  freundschaftlichen  Versicherungen 
erwartet  hätte,  welche  wir  uns,  wenige  Monate  vorher,  bei  einer 
gemeinsamen  technischen  Reise  nach  Steyermark  (wenigstens  von 
meiner  Seite)  mit  aller  Aufrichtigkeit  macnten. 

Statt  einer  einzigen  Zeile  Antwort  auf  das  höfliche  (wie  Herr 
Brix  selbst  sagt)  Begleitschreiben  meines  Buches,  finde  ich  nach 
einiger  Zeit  in  den  Berliner  Verhandlungen  jene ,  mich  völlig  un- 
schuldig treffende  Note,  welche  Herr  Br ix  S.  566.  Hß.  3.  Tbl.  X.  des 
Archivs  von  Neuem  anzuführen  fiSr  angemessen  findet;  natflrlich, 
dass  nach  diesem.  Vorgange  und  bei  «Miiiem  Bewvastseb,   dass 
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mir  unrecht  geschahen,  auch  meine  Replik  (VorrMe  rar  2.  Anlage^ 
meiner  Geodynamik)  Herrn  Brix  nicht  angenekm  sein  kcmiite. 

So  Tiel  als  Einleitung  folgender  Entgegnungen,  zu  Tvelchen 
mich  Herrn  Brix  polemischer  Aufsatz  im  Archive  nothwendig 
aulTorderu  muss. , 

Bei  meinem  Besuche  der  Berliner  Gewerbe  -  Ausstellung  von 
1844  theitte  mir  allerdings  Herr  Brix  mit^  dass  er  nächstens  über 
den  Widerstand  prismatischer  Körper  gegen  Biegung  eine  Arbeit 
veroifentlichen  werde  >  auf  deren  Inhalt  ich  naturlich  um  so  ge^- 
ti^pannter  hinblicken  musste»  als  ich« denselben  Gegenstand  bereits 
nach  Poncelet,  Persy/  Kuppler,  Mosely  u.  A.  fSr  nieii^e 
Vorträge  vollständig  bearbeitet  hatte  und  dabei  zugleich  auf  eine, 
von  gedachten  Männern  völlig  abweichende,  also  neue  Darstel- 
lun^sweise  derselben  Sache  gekommen  war.  Als  daher  Herr 
Bnx  die  Güte  hatte,  mir  seine  Arbeit  als  einen  besond^rn  Abr 
druck  aus  den  Berliner  Verhandlungen  zu  übersenden,  erkannte 
ich  sogleich: 

1)  dass  dieselbe  weder  neue  Grundansichten,  gegenüber  gie- 
nannten  Schriftstellern,  enthielt,  noch 

2)  auf  eine  Darstellungsweise  Anspruch  machen  konnte, 
welche  Klarheit,  Allgemeinheit  und  Einfachheit,  wie  die 
von  mir  gewählte,  in  sich  vereinigte. 

Sämmtliche  von  Herrn  Brix  in  Bezug  auf  diese  letzten  zwei 
Punkte  gegen  mich  erhobenen  Ansprüche  und  Vorwürfe  müssen 
daher  von   selbst   wegfallen,   so   bald   ich  im  Stande  bin  (um  zii- 

fleich  mit  Herrn  Brix  Worten  tu  reden)  nachzuweisen,  dass  die 
Terke  der  oben  gedachten  Männer  früher  erschienen  sind  als  die 
fragliche  Arbeit  des  Herrn  Brix,  so  wie  darzuthun,  dass  ich 
meine  Darstellungsweise  wirklich  als  neu  bezeichnen  konnte. 

Da  Herr  Brix  letztern  Punkt  zuerst  und  vorzüglich  bespricht, 
so  beginne  ich  auch  mit  diesem  meine  Erwiderungen. 

Offenbar  kann  eine  vollständige  Aufklärung  hierüber  nur  aus 
der  unmittelbaren  Vergleichung  meines  Buches  mit  der  ArbeU 
des  IJerrn  Brix  hervorgehen,  was  den  verehrten  Lesern  dea 
Archivs  nur  dann  geeignet  möglich  werden  würde ,  wenn  ich  meine 
Arbeit  theilweis,  die  des  Herrn  Brix,  zufolge  der  Bebandlun^s*' 
art,  aber  ganz  hier  abdruokeii  Uesa,  was  jedenfalls  unzulässig  isti 
Es  schien  mir  daher  der  einzige  Ausweg  darin  zu  bestehen,  einen 
völlig  unpatrtheiischen,  den  Lesern  des  Archivs  zugleich  nicht  un- 
bekannten Sachverständigen  zu  bitten,,  meine  Darstellungsweise 
mit  der  des  Herrn  Brix  gewissenhaft  zu  vergleichen. 

Als  mir  gleichzeitig  am  nächsten  stehend  erwählte  ich  hiezn 
den  hiesigen^  durch  mehrere  Aufsätze  im  Archive  und  andere  ver- 
dienstliche schriftstellerische  Arbeiten  im  mathematischen  Fache 
bereits  bekannten  Mathematiker  Herrn  Dr.  Wittstein,  der  sich 
zugleich  in  einer  gegen  mich  völlig  rücksichtslosen  Stellung  befin- 
det und  sich  überdies  in  Hannover  sowohl  für  sein  Fach  den 
Namen ^  eines  tüchtigen  und  talentvollen,  als  auch  sonst  eines, 
wahrheitsliebenden  offenen  Mannes  erworben  hat.  Herr  Dr.  Witt- 
stein batte  die  Güte,   meine  Bitte  zu   erfüllen,  und  zugleich  zu 
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gMtfttten ,  96ln  ^««felKg  mir  «ctirifUtcli  etf^esandte«  Urth^tl  zu  ver- 
OffeiitUehen,  was  hlerniit  g^sdiiebt.  *) 

Hannover,  den  10.  Februar  1848. 

„Die  Vergleichung  Ihrer  Geostatik  mit  der  Abhandlung  von 
Brix  bat  nur  meine  anfangliche  Vermuthung  bestätigt.  Brix  hat 
«ich  dadurch  verletzt  gedhli,  dass  8ie  ihn  (wie  biliigl)  nicbt  als 
ilen  Erfinder  der  in  Rede  stehenden  Sache  citiren;  in  seiner  €re- 
reiztheit  legt  er  Ihren  Worten  „In  Bieasug  auf  Darstellungsweise" 
einen  falschen  Sio«  bei  und  glaubt  y  «Sie  •  woltten  «ein  Toraebiicfaes 
Eigenthum  für  das  Ihrige  ausgeben!  EUne  einfache  NachireisaDg 
ans  Poncelet  etc.  müsste  ilw  zur  richtigen  Auffassttog der  Sach- 
lage bciogeq. 

In  dem  Grundgedanken,  so  wie  in  den  Resultaten  der  Ent- 
wickelung  finde  ich  allerdings  bei  Ihnen  und  Brix  vullige  Ueher- 
einstimmung.  Was  dagegen  dien  Gang  der  Entwickelung  oder  die 
,,Darsteiluiigs weise"  Ijetriift,  so  miisste  Jeder,  der  überhaupt 
sehen  will,  den  Unterschied  sofort  bemerken.  Nehmen  Sie  z.  B. 
die  so  weit  ans  einander  gerissenen  Betrachtungen  der  Figunen  2. 
und  27.  bei  Brix,  die  doch  zusammengeh uren  und  sich  bei  Ihnen 
zusammenfinden;  nehmen  Sie  ferner  die  seltsame  Figur  2.  (bei 
Brix),  in  der  man  gar  nicht  erfahrt,  was  denn  eigentlich  innerhalb 
des  Korpers  vot^ht,  während  Ihre  Figur  81.  die  Natur  der  Sache 
zu  ihrem  Rechte  gelangen  lässt.  Ihre  Lt^sung  des  Problems 
ist  eine  elegante  ^^nwendung  der   allgemeinen  Gieich- 

fewichts-Bedingungen;  dagegen  bei  Brix  kommen  die 
eiden  Grundgieichungen  Seite  3.  etc.  auf  eine  so  unbe- 
holfene Weise  zum  Vorscheine,  dass  man  jgar  nicht  er- 
fährtj  in  wie  fern  in  diesen  beiden  Gleichungen  die 
Sache  nun  wirklich  erledigt  sei.  Mich  dünkt»  aies  set 
genug,  um  einen  Unterschied  in  der  „Darstellungs weise'* 
zu  begründen. 

Die  Beschuldigung  wegen  der  Benutzung  der  Brixschen  Auf- 
gaben erscheint  mir  geradezu  absurd.  Es  lag  so  nahe,  den  Satz 
auf  alle  Figuren  anzuwenden ,  die  man  in  Bezug  auf  Sehwerpunkt 
und  Trägheitsmoment  sonst  schon  zu  betrachten  pflegt,  dass  es 
mich  nur  wundert,  ntüht  noch  mehr  Ueber^instimmung  zu  finden. 
Die  gerügten  Uebereinstimmungen  beziehen  sich  übrigens  lediglich 
auf  die  Bestimmung  toh  Trägheitsmomenten,  die  man  in  jäem 
Lehrbuche  der  Dynamik  finden  kann,  wozu  man  ,>atso  der  Btife 
T(m  Brix  nicht  nedarf»*' 

Tb.  Wittstein. 


Hiemach  kann  ich  nicht  unterlassen,   überdies  zn  faemerkeD, 
dass  Herr  Brix  die  eben  so  wichtige  als  fruchtbringende  Reduc- 


*)  Sollte  Herr  Coromissionsratii  Brix  da«  Urtheil  dieses  SacbTer- 
ständigen ,  als  fär  seine  Persnn  noch  nicht  hinlänglich  unparthelisch  er- 
klären, so  bin  leb  mit  Freuden  bereit,  der' Wahl  eines  Mannes  beizu- 
treten, der,  Tielletcht  von  Herrn  Brix  Yorgeschlagen ,  Ton  uns  beiden 
▼  dllig  gleich  onabhängig  erscheint. 
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tion  der  Tj^ägheitamomeDte  von  auf  etnander  recbtiriDkllgeo  Axen  ' 
(S.  155.  meines  Buches)  gar  nicht  zu  kennen  scheint,  indem  die- 
ser Satz  in  seiner  fraglichen  Abhandluns  gänzlich  fehlt  und  Herr 
Srix  gewiss 9  hatte  er  ihn  gekannt,  nipht  den  eben  so  breiten  als 
höchst  umständlichen  Weg  gewählt  haben  wurde  ^  den  er  bei  Ab- 
leitung des  Momentes  für  die  Kreisfläche  und  für  das  Polygon 
(auch  för  das  besonders  gerügte  Sechseck)  verfolgt.  In  der  Tnat 
würde  mich  Uerr^  Brix  za  ganz  besonderm  Danke  Terpflichtet 
haben 9  hätte  er  diese  und  andere  für  ihn  gänzlich  neue  Darstel- 
lungsweisen, in  seiner  Polemik  Xich  kann  nicht  glauben  absichtlich) 
nicht  fiberseben. 

Endlich  habe  ich  hierzu,  als  reine  Wahrheit«  nur  wiederholt 
die  bereits  in  der  Vorrede  der  2.  Auflage  meiner  Geodymanik  ge- 
machte Bemerkung  zu  fügen,  dass  M  in  ding s  Ableitungsgang  so 
▼ollständig  von  dem  Meinigen  abweicht,  dass  nur  der  zu  einem 
andern  Urtheile  gelangen  kann,  welcher  Mindings  Statik  (Ber^ 
lio  1838)  nicht  studirte  (ja  ich  muss  zufügen,  nicht  ansah!),  was 
jedem  hachverständigen  schon  dadurch  einleuchten  dürfte,  wenn 
ich  anführe,  dass  Min  ding  (§.  46.)  nach  dem  Vorgange  von  M5- 
bius  (Statik  $.  317.  Leipzig  1837)  unter  Einführung  der  Kräfte- 
paare von  einem  elastisch  biegsamen  Polygone  ausgeht,  dieses  % 
aber  unmittelbar  an  die  vorhergegangene  Betrachtung  eines  völlig 
biegsamen  Polygones  (Seiles)  knüpit  (was  auch  nicht  im  Entfern- 
testen in  der  von  mir  gewählten  Darstellungs weise  der  Fall  ist), 
daher  auch  die  betrefl^nde  Figur  28J  fMinding)  mit  Figur  86. 
(Mubius)  übereinstimmt  u.  s.  w.  Doch  genug  hiervon  und  nun 
zur  zweiten  Hauptfrage. 

Die  Priorität  der  Einführung  der  Trägheitsmomente 
bei  der  Berechnung  d^s  Biegungswiderstandes  fester  Körper  ge- 
bührt einzig  und  allein  Poncelet 

Die  erste  Ausgabe  seiner  im  April  1829  *)  erschienen  M^ca- 
nique  Industrielle  lässt  hierüber  (so  wie  namentlich . auch  die 
dort  folgenden  Beispiele)  nicht  den  mindesten  Zweifel,  indem  es 
daselbst  Troisi^me  Partie*'*)  No.  75.  unter  der  besonderen  Ueber- 
Schrift  „Deformation  d*unepiecesoumise  äune'force  de  flexion, 
et  encastree  par  un  bout'^  also  heisst  und  nachstehende  Formel 
aufgeführt  wird: 

....  en  nommaat-  J  le  moment  d'inertie  dela  section 
transversale  par  rapport  k  un  axe  qui  passe  parle  eentre  de  gra* 
VM  de  la  section  et  4ans  le  plan  de  cette  derbi^re,  E  le  coelBcient 
d'elasticitö»  et  L  la  lobgueur  de  la  pidce ,  on  trouve  la  flache  de 
flexion: 

P    i» 

'-'E.J  3        ^• 


*)  Alto  15  Jahr  früher  als  die  Abhandlung  deg  Herrn  Brix.' 

**)  £ine  Abtheilnog  dieses  Werk«   habe  ich   in  der  Bibliothek  des 

Königh  Gewerbe -Instltots   bu   Berlin   gefanden,    doch    weiss   ich   nicht 

mehr,  ob  es  die  hier  citirte  ist 

•**)  Dieselbe  Fonnel,    welche   Brix  §.  90.    (seiner   Abhandlung) 

unter  Ko.  2.  findet. 

43* 
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Teile  est  l'expressioD  de  la  fliehe  qot  prodait  nne  folree  P  aar 
Te^ctremitö  libre  etc. 

Werter  findet  sich  nnter  No.  79.  des  Poncel  et  sehen  Werke» 
Ton  1829  ein  Artikel  mit  der  Ueberschrift  »,  Deformation  d'uoe  piece 
encaströe  soumise  ä  une  force  de  torsion  appüquee  sur  sod 
autre  ext^emit^",  woselbst  es  in  der  Folge  heisst: 

NomiAODs  CO  Tarc  decrit  ä  i'unit^  de  distance  dans  le  pbv  de 
la  section  extreme  du  cdt^  de  la  forte  P,  L  ia^  iongueur  da 
ejlmdre»  K  la  louguenr  da  bras  de  levier,  J'  le  momeat  d'in- 
ertte  de  la  section  transversale  da  cylindre  par  rapport^ä  Taxe 
central  perpendiculaire  k  cette  section,  t  le  coefBoieBt  de  torsion, 
on  a 

L.P.K    ^. 

^  Völlig  erschöpfend  behandelt  denselbeir  Gegenstand  Pon« 
celets  faamali&ec)  College  an  der  Metzer  Ecole  d'Appiication, 
Herr  Professor  Persy,  in  der  4.  Edition  seines  Cours  d  e  Stalbi  lit^ 
des  Construetlons  etc.    Metz,  Juillet  1834.  **) 

Hier  findet  sich  zuerst  Seite  26.  ein  Capitel  mit  der  Ueber- 
schrift:  y,Des  moments  d'^Iasticite  et  de  rupture  des  principales 
sections  transversales^,  wosellist,  zuerst  ebenfalls  von  den  Träg- 
heits- Momenten  ausgehend,  alle  Formen  Berücksichtigung  finden, 
welche  sich  auf  Rectangel-  oder  Kreisflächen  zurückfuhren  lassen, 
wobei  es  denn  auch  §.  51.  heisst:  „Relation  entre  les  moments 
relatifs  k  deux  axes  paralleles   dont  Tun  passe  par  le   centre  de 

fravite'S    auch  sogleich   (natürlich)   die  Formel  aufgeführt  wird 
i'=Q4-obX€i^,   welche  Methode  etc»  Herr  Brix  inabesoodere 
als  seine  Erfindung  in  Anspruch  nimmt 

Von  §.  9Q.  ab  behandelt  Persy  ebei^  so  ansfÜhrHeh  die  Tor- 
aiansfrage  ndt  Zuziehung  der  Trägheitsmomente,  so  wie  deren 
Beduction  auf  parallele  Axen,  and  was  tm  vorhergehenden  and 
letztem  Capitel  irgend  wie  noch  zu  wünschen  ülmg  gebliebe«  tat, 
wird  in  einem  ZusatzrCapitel  S.  79.  vollends  ganz  eraehopft,  wo* 
bei  er  unter  andern  (iinr  gegenwärtige  Streitfrage)  noch  den  b5cbst 
bemerkenswerthen  Satz  ausspricht: 

S'il  arrive  que  la  section  transversale  du  solide  seit  form^  de 
Taasemblage  e'yatiaa  de  plasieors  figures,  on  peot  avoir  k  d^erml« 
ner  les  moments  de  celles-ci,  relativement  i^  an  axe  <{ai  na 
passe  poiat  par  lenrs  centres  de  gravit^  particullers,  mum  par 
celui  de  la  figure  enti^re.    Les  axes  et  moments  d'^lasticit^  ren- 

*)  Ungeachtet  das«  «ich  diese  Formel  in  Poncelett  Werke  von 
1829  vorfindet,  wandert  sich  Herr  Brix  im  Jahre  1847,  S.  507.  des 
Archivs,  wie,  ansser  ihm,  noch  Jemand  anf  die  Idee  der  Einfährnng 
der  Tragheitsmomeate  bei  der  Berechnung  des  ToraLonewidertCan- 
des  gekonunen  seio  kasnl 

*'*')  Also  immer  noch  10  Jahre  Mhar  als  Heirm  Brix  Ahhaadlong 
vom  Jahre  1844,  oder,  ohwohl  es  eigentlieh  mich  imil  die  Sache  gav 
nicht»  angeht,  noch  8  Jahre  fcüher  als  das  von  Hern  Bria  deai  Heren 
ftedacteur  des  Archivs  eingesandte  Heft. 


u 


621 

tvent  dand  eeux  dlnertie  Mstifii  ara.^iires  planea;  h  Aöotie  de 
cea'  derniers^  qai  avait  4fi^  n^iwke  comme  pureraeat  »ly^ciiftalive^ 
iot^reaae  donc  röellement  l'art  des  confitTuctiojia' etei 

Was  hiernach  Herrn  Briz  vom  Jahre  1834  ab  noch  zu  erfin- 
den übrig  bleiben  konnte»  wird  jeder  geehrte  Leser  von  selbst 
ermessen.  *) 

In  einem  mailieiiiatisthiea  Werke  deutadier  Sprache  findet 
sich  die  Einführung  der  Trägheits-M oroente  für  die .  fraglichen 
Fälle  zuerst  in  der  ,jlndustriellen  Mechanik''  von  Kuppler. 
Nürobei^  (Septh.)  1841.  *^)  (mit  dem  Zusätze  auf  dem  Titel:  ;,  Nach 
Poncelet  ete.  bearbeitet.'')  Nachdem  hier;  im  VID.  Abschnitte 
des  II.  Theils  von  Seite  234.  ab»  sowohl  Biegunss-  als  Torsions- 
Momente  für  symmetrische  Queerschnitte  abgehandelt  sind»  werden 
von  Seite  266.  an  nicht  symmetrische  Queerschnitte  in  Betracht  ge- 
zogen und  woselbst  es  Misc^:  »Hat  der  Queetschnitt  des 
Körpers  eine  nicht  symmetrische  Form,  somussmanden 
in  (2.  Abth.64.  desselben  Werkes)  erwiesenen  Satz:  Tz^T'-^-c^M 
etc.  anwenden."  Hierbei  finden  sich  dann  wieder  mehrere  der 
von  Brix  gewählten  Beispiele,  so  dass  hier  Fig.  227.  gleich  Fig.  7. 
bei  Brix,  Fig.  28.  gleich  Fig.  9.  bei  Brii  etc.,  Beispiele,  die 
sich  natürlich  auch  bei  mir  finden  und  wobei  mir  Herr  Brix  vor- 
wirft, „ich  habe  «elbige^von  ihm  entlehnt."  ***) 

Endlich  ist  noch  in  Bezug  auf  die  fragliche  Einführung  der 

TrSgheitsmomente  anzuführen:/ 

■  "  .      .  .  •     .. 

MöselY^  The  Mecha^ical  Principles  of  Engineerir»^ 
etc.  London.  1843.  ^)  Derselbe  erwähnt  in  der  Vorrede  aoa- 
drffckl!cb,  dass  er  hierbei  Pöncefet  gefolgt  sei^  wndurch  m^ne 
frühere  Prioritätsangabe  nur  wiederholt  bestätigt  wird.    MoselV 

entwicbeH  ^  36(L  di^  Gldchung -^=;^^  (Brix  §.  16.),  wobei  JT 

das  Trägheitsmoment  bezeichnet,  lost  mittelst  der  wiederholt  er- 
wähnten Axenrecluction  $.  367*  eine  Schone  praktische  Aufgabe  etc., 
kurz  lässt  in  Bezug  auf  ,^Grundänsicht''  der  Sacha  eben  js<i 
ivenig  lur  Herrn  Brix  etwas  übrig,  als  ich  mir  bereits  von  Poli- 
ce let.  Per  sy  und  Kuppler  nachzuweisen  erlaubte. 


*)  Bei  Pcray  finden  sich  (natürlich)  auch  mehrere  der  Brizschen 
Beitpiele  und  Figuren.  Namentlich  Fig.  9.  his  mit  12.  der  Brixtchea 
Abhandlung. 

**)  Alao  immer  noch  drei  Tolle  J'ahre  früher  aU  die  Briz  sehe  Ab- 
handlung. 

***)  Wahrhaft  unbegreiflich  ist  e«  daher,  wenn  Herr  Brix  S.  568. 
da«  Archivs  a»  A.  behauptet,  data  der  Hai^kreis^ucerschnitt  von  aodereji 
Sehriftstdlem  aoeh  nii^ends  hehandelt  worden  «eL  Ich  habe  diese  Aul- 
fCahe  auers^  in  Burg's  schätebarer  Ahhaodliuig  (20.  Bd.  (1839.)  de« 
iiViener  Jahrbüoher) «  aaagmeic^met  durch  eiiu»  Afaisae  wirklich  neaer 
Beispiele,  gefonden,  woselbst  überhaupt  beinahe  die  Ualfte  der  Qaeet^ 
sfllinittsforniM  varhaonn^n»  ^  Herr  Brix  aU  T«n  ihm,. erfundene  Bei- 
•pial^  heaolohoat.         •     <    ^ . 

f)  Noeh  ein  JahrfrAher  ala  Herr  Brix  seine  AUMnudluiig  behauit 
machte. 
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Dardi  fleissiges  Stadium^  zur  Zeit  des  ErscheiBens  der  Brix- 
sehen  Abhandlang  vod  1844,  mit  alten  erwähnten  Werken  vollstän- 
dig bekannt,  war  es-klar,  dass  ich  bei  Brix  ausser  einigen  Bei* 
spielen  ganz  und  gar  nichts  Neues  finden  und  bei  der  Bearbeitung 
meines  üuches  allein  eine  eigenthfimliche  (neue)  klare,  bündige 
(vielleicht  sogar  elegante)  und  trotz  dem  ganz  elementare  Dar- 
stellung als  mein  Eigenthuni  bezeichnen  konnte,  welchen  Aus- 
spruch ich  gewiss  hiermit  mit  Fag  und  Recht  wiederholen  kann.  *) 

Hiermit  glaube  auch  ich  das  Meinige  getban  zu  haben,  um 
die  Polemik  des  Herrn  Brix  gebührend  zu  würdigen 

Hannover,  im  März  1848.  D.  Rühlmann. 


Fermf  sehte  SehrUKen. 
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*)  Herr  Brix  citirt  mir  Seite  5S8.  des  Archive  efaiea  Fehler,  den  ich 
(wie  ich  ans  den  Heften  meiner  Schüler  nachweisen  kann)  bereits  1944 
nach  Nävi  er  auf  die  Weise  corrigirte,  wie  aus  meiner  Vorrede  der 
von  Kav einsehen  Uebersetznng  de«  Andantsehen  Werkes  sn  enloehmei 
iet ,  und  wobei  ich  nur  bemerken  möchte ,  dasi  dieser  Ge^staod  u 
meiner  Geostatik  als  ehie  blosse  Nebensache  aofkritt.  wfihrend  Herr  Brii 
hei  einer  andern  Gelegenheit,  nfimlich  der' Entwiekelvng  einer  Fonnci 
für  ZapfenreibunfT  in  den  Berliner  Vei^handlnngen  und  als  bei  einer 
Hauptsache  (da  er  aildere  mathematische  Satze  dieser  Abhandlnn;  ni^t 
ffir  sich  in  Anspruch  nehmen  kann)  ebenfalls  Fehler  begeht  und  ewe 
falsche  Formel  entwickelt,  wie  ihm  die«  Herr  Professor  Weisbach 
bekiinmt  nachgewie«eii  hat.  Die«  mir  ala  BeHreiil»  wie  wir  Alle  eininal 
irren  könneo. 


A  u  f  f  o  r  d  e  r  u  a  er 

des  Herausgebers  des  Archivs  der  Mathematik  und  Physik, 


Für  Deutschland 9  welches  alle,  von  denen  die  deutsche 
Sprache  geredet  wird,  jetzt  mehr  als  jemals  bald  in  Wahr- 
heit ein  gemeinschaftliches  Vaterland  nennen  zu  dürfen  die 
Hoffnung  und  das  wohl  erworbene  j  in  mehreren  Ländern 
theuer  genug  erkaufte  Recht  haben,  ist  ein  gemeinschaft- 
liches Maass-,  Münz-  und  Gewichts-System  eines 
der  ^nichtigsten  Bedürfnisse,  ^nichtiger  als  Mancher  wohl 
glauben  mag.  Dies  hier  weiter  aus  einander  zu  setzen,  ist 
unnöthig  und  auch  jetzt  gar  nicht  meine  Absicht ;  von  Neuem 
anfuhren  ^viU  ich  jedoch,  was  der  grosse  Laplace  so  schön  v, 

und  in  kurzen  Worten  so  bezeichnend  über  den  für  jedes 
Land  so   hochwichtigen  Gegenstand  allgemein   eingeführter     , 
Maasse,  Münzen  und  Gewichte  schon  vor  langer  Zeit  ge- 
sagt  hat: 

„On  ne  peut  voir  le  nombre  prodigieux  de  mesures  en 
ttsage ,  non  seulement  chez  les  diff^rens  peuples ,  mais  dans 
la  m£me  nation;  leurs  diyisions  bizarres  et  incommodes 
pour  les  calculs;  la  difficultö  de  les  comiattre  et  de  les 
comparer;  enfin  Fembarras  et  les  fraiides  qui  en  resultent 
dans  le  commerce ,  sans  rejgarder  comme  Tun  des  plus  grands 
Services,  que  les  gouvernements  puissent  rendre  a  la  societe, 
Tadoption  d'un  Systeme  de  mesures  dont  les  divisions  uni- 
formes se  pr£tent  le  plus  facilement  au  calcul,  et  qui  deri- 
vent  de  la'  maniere  la  moins  arbitraii*e  d'une  mesure  fon- 
damentale  indiquee  par  la  nature  elle-meme.  ün  penple, 
qui  se  donner^it  un  semblable  Systeme,  reunirait  a.  l'avan- 
tage  d'en  recueilHr  les  ^  premiers  fruits  celui  de  voir  son 
exemple  suivi  par  les  autres  peuples  dont  il  deviendrait 
ainsi  le  bienfaiteur;  ,car  rempira  lent  mais  irresistiblei'  de 


la  raison  Temporte,  k  la  longae,  sur  les  jalousies  national 
les,  et  surmonte  tous  les  obstacles  qui  s'opposent  au  bten 
g^neraleraent  senti.^^ 

Dass   dieser   Gegenstand  in  Deutschland  bal4  eifrig  in 
Angriff  genommen  werden  ivird  oder  vielleicht  schon  genom- 
men worden  ist,   kann  nicht  bezweifelt  werden;    wer  aber 
die  grossen  SiJhWierfgkteit^in  deftstib^n   k^nirt  und  mit  kla- 
rWÄ  JBSlick  zu  übersehen  gehörig  bi^fthigt  ujid  im  Stande  ist, 
muss  wünschen ,  dass  man  sich  dabei  weniger  als  bei  irgend 
einem  anderen  von  dem  gemeimamen  Interesse  Deutschlands 
gleich  leblu^ft  in  Ansprach  genommenen  Gegenstande  über- 
eile, damit   man  nicht  Gefahr   laufe,  am  Ende   doch    eine 
Einrichtung   getroffen   zu   haben,    welche   sich,    wenn    erst 
der  scharfe  Prüfstein  des  täglichen  Verkehrs  und  des  Han- 
dels und  Wandels  überhaupt  an  dieselbe  gelegt  wird,    als 
unzweckmässig  und  unpraktisch  erweist.     Insbesondere  ist 
aber    auch    sehr    zu    wünschen,    über   diesen    Gegenstand 
inögbchst  zeitig  die  verschiedenartigsten   StTmmen   aus    den 
verschiedensten  Ländern  zu  vernehmen,  damit  derselbe  nicht 
iallein  und  ohne  alle  Vorberathung  von  anderen  Seiten  her 
der  Entscheidung  der  in  Zeiten  wie  die  jetzigen  so  helie6- 
ten  Committees,    Commissionen    oder    Deputationen   Auheim 
gestellt  bleibe.     Deshalb  hat  der  unterzeichnete  Heraus<^e- 
her    des   „Archivs    der   Mathematik  und  Physik^S 
welcher  der  für    das   gemeinsame    deutsche   Vaterland   so 
wichtigen  Üebereiiistlmmung  der  Maasi^e ,  Müikzeu  und  Ge- 
wichte schon  seit  langei»  Zeit  besoridel'e  Aufm^rksitftak^it 
gewidmet  hat,  und  an   den  Üesttebüngen  der   Oegentrart, 
ohne  für  den  Umsturz  alles  ßfestehendeti.  ohne  Üntenscld^d 
zu  sein,  den  lebhaftsten  Ahdieil  nimmt,  ^slch  enfischlossen, 
mit  dem  Anfange  des  bald   eri^cheiÄendeb  Ist^tt  Hefb  des 
l^ten  Theils  seiner  weit  verbreiteten  Zeitiöehrift  hi  der^elbefi 
der  Einfialirung  eiües  Wahrhaft  zweckmäsfetg^tt ,  fitl-  Händel 
und  Wandel  wrklichen  Nutien  iihd  >vei5ejiillehö.  Erdichte- 

rung  versprechenden  gemeinschÄftlichen  IWäftss  - ,  Mfinz- 
und  Gewichts -Systemis  hl  Deutschland  ehio  besondei*e  Ru- 
brik unter  der  tfebet-sclutft:  „Deutsche  Mäas^e,  Mün- 
ze^  und.  Gewichte^  zu  tvldmeii,  und  hötft  in  Üebereifi- 
stimmung  mit  der  Verlag^handlung  dlfe  £birithtttng  so  ta 
treffen,   dass  die  die&e  Rubtik  entlialteii^A  fiogeh   auüh 


abgi^^ötidmi^  1^11  i»t  ^f^rMthtik  Zeitschrift  cm  dfaem  f  aitt 
gerfn^ü  Pretfir«  v«rkA«flich  sind^  idefiliaib  auch  tAt  bescm^ 
dem  fortlaufMden  S^k^snssiAlefi  versehen  werden  sttJlen  und 
kfinfdghin  feu  einem  besonderen  Werkehen,  dem  dann  aueh 
ein  entspreehender  elgenier  Tkel  beigegeben  werden  wird, 
mk'  einander  vereinigt  werden  können»  ki  diese  Rubrik 
wird  der  Heraui^geber  Alles  ^  was  über  die  Sinfuhrung  eines 
gemeinsohaMehen  Maass^,  Münz-  und  Gewiohts  -  Systems 
in  Deutschland  irgend  2u  seiner  Kenntniss  gelangt ,  aufneh^ 
men ;  w^l  aber  "hiebei  nur  gemeinsohaftUefae  Krtthe  mit  ge* 
höriger ' Naehhakigkeit  wirken  können,  so  lässt  derselbe 
nicht  bloss  an  die  Mathematiker  und  die  Leser  seiner  Zeifi 
sehrift ,  sondern  ^m  alle  und  jede  ^  welche  f&r  den  bespMohe^ 
nen  höchst  wichtigen  Gegenstand  sich  in  irgend  meiner  Be^ 
Ziehung  interessi^ei^,  femer  auch  an  die  politischen  Klubs 
aller  Arten  und  Farben,  ip  allen  Länden^  hiermit  die  Auf7 
fordecong  ergehea: 

ihmi  die  Einführung  eines  gemeinschaft* 
liehen,  Olaass-»  Münz-  u.  Gewichts-Systems 
ii^  allen.  Ländern  deutscher  Zunge  b et reX-* 
fende  a.uaführliohere  Aufsätzew  oder  auch 
l)loas  danin  zielende  eii^zeljpe -Vorschläge 
baldigst  und  i^  .reichlichstem  Maa^se  zu^in 
A^bdru^p^,  ii|  der  genannten  flubrik  einzu- 
senden..   , 

Für  den  schleunigsten  Abdruck  aller  irgend  zur  Auf- 
nahme geeignet  scheinenden  Mittheilungen  wird  gewissen- 
haft Sorge  getragen  werden.  Die  Bedingungen  der  Auf- 
nahme sind  die  fBir  das  Archiv  überhaupt  geltenden  und 
könneü « ab*  «Ugeimeiii*  .bekannt  angesehen  werden ;  übrigens 
ertheilt  die  dem  ersteiif  Theile  beigegebene  ausführliche  An- 
kündigung darüber  weneren '  Aufschluss ,  und  wird  nur  be> 
merkt  9  dass  für  keine  der  mehrere  Hunderte  übersteigen- - 
den  trefflichen  Abhandlungen,  die  in  den  bereits  erscliienenen 
eilf  TheUen  des  Archivs  endM^Iwi  sind ,  irgend  ein  Honorar 
bezahlt  worden  ist,  und  nach  den  stets  festzuhaltenden 
Gesetzen,  des  Instituts  auch  nicht  bezahlt  werden  darf  und 
kann« 

Der  Herausgeber  hofft   auf  dem  vorher  näher  bezeich- 
neten Wege  in  dem  späterhin  aus  den  einzelnen  Bogen  des 


Ardiivs  zu  bädendeft  besoAderen  Werkchen  «eine  mit  der 
Zeit  seibat  fertge«ehrittene,  und  mit.der  siicces- 
siyen  Ausbildung  eines  gemeinsehaftliohen  Maass-, 
AIuDS-  und  Gewichtssystems  in  Deutsehland  stets 
gleichmässig  Schritt  haltende  und  mit  derselben 
Zugleich  entstandene  Sammlung  wahrer  Acten- 
stücke  2U  bilden»  welche  ebe^n  deshalb  fAr  alle 
Zeiten  eiiien  wahren  historischen  Werth.  haben 
und  ttothw^ndig  eine  weit  grössere  Auctorität 
und  Authentieität  bec^itzen  wirdy  als  die  nach  der 
ersten  franzosischen  Revolution  in  gleichem  Falle 
bekann^tlich  in  sehr  grosser  Mannigfaltigkeit  in 
Frankrei<^  erschienenen  Schriften  grdsstentheils 
besitzen» 

Bass  Aufsätze  der  bezeichneten  Art,  deren  Zusendung 
wie  gewöhnlich  auf  dem  Wege  des  Buchhandels  über  Leip- 
zig mit  der  Aufschrift:   ,,Für   das  Archiv  der  Mathe- 
matik und  Physik  (Koch's  Separat-Konto)**  erbe- 
ten wird,  reichlich  eingehen  mögen,  wünsche  ich  sehr,  und 
bitte  zugleidi  die  Herausgeber  anderer  Journale  oder  auch 
blosser  Localblfttter,  welchen  die  vorliegende  Auffonfcnm; 
zuf&Uig   zu    öesicht  kommen    sollte ,   zur  möglichst  vreiten 
Verbreitung  derselben  dm*ch  deren  Aufnahme  in  ihre  Zeit- 
schriften   im    Interesse    des    gemeinschaftlichen    deutschen 
Vaterlandes  das  Ihrige  kräftigst  beizutragen. ' 

Greifswald  im  Mai  1848. 

Der  Heraasgehw 
des  ArcUva  der  Mathematik  und  Phyük. 

J.  A.  Grunert. 


JJtterarteelier   Berielit 


Geschiclite  der  HatliematlK  und 

Physik. 


Geschichte  der  Mathematik  in  übersichtlichen  Um- 
rissen nebst  Nomenciatur  der  berühmtesten  Mathema- 
tiker von  den  ältesten  bis  auf  die  neuesten  Zeiten  u.  s.w., 
von  Heinrich  V.  Gerstenbei^gk.  Eisenberg.  1848.   8.   9  8gr. 

Ein  ganz  miserables  Producta  welches  so  schlecht  ist,  dass 
es  eigentlich  gar  nicht  verdient,  dass  man  nur  eine  einzige  Zeile 
Raums  seinetwegen  verschwende.  Wie  kann  eine  deutsche  Buch* 
handlung  nur  noch  solches  Zeug  verlegen! 

Die  Entdeckung  der  Differentialrechnung  durch 
lieibniz  mit  Benutzung  der  Leibnizischen  Manuscripte 
auf  der  Königlichen  Bibliothek  zu  Hannover,  darge- 
stellt von  Dr.  C.  J.  Gerhardt.    Halle.  1848.    4».   '20  Sgr. 

Die  vorliegende,  für  die  Geschichte  der  Differentialrechnung 
und  der  Mathematik  überhaupt  wichtige  Schrift  enthält  die  Resul- 
tate der  schätzbaren  und  sehr  verdienstlichen  Forschungen  des 
Herrn  Doctor  Gerhardt  über  diesen  viel  besprochenen,  aber 
bisher  immer  noch  nicht  hinreichend  aufgeklärten  Gegenstand, 
r^ach  der  Vorrede  enthält  die  Schrift  von  S.  7.  bis  S.  28.  die 
Geschichte  der  Entdeckung  der  Differentialrechnung  durch  Leib- 
niz,  durch  welche  unserm  grossen  Landsnanne  zuerst  vollständige 
Gerechtigkeit  widerfährt,  und  die  daher  von  keinem  Mathemati- 
ker ungelesen  bleiben  darf.  Besonders  interessant  sind  aber  auch 
die  Beilagen,  in  denen  der  Herr  Vf.  mehrere  bisher  ungedruckte 
Aufsätze  Lieihnizens  veröffentlicht,  deren  Inhalt  wir  daher  hier 
noch  in  der  Kürze  angeben  wollen.  Beilage  I.  Ueber  dieselbe 
sagt  der  Herr  Vf. :  „die  vorliegende  Schrift  war  bereits  vollendet, 
als  ich  in  der  ungedruckten  Correspoodenz  zwischen  Leibniz 
und  Jacob  Bernoulli  die  folgende,  höchst  interessante  Notiz 
fand»  die  als  ein  frischer,  rücksichtsloser  Erguss  gegen  einen  be« 
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freandeten  Maihematiker  gewiss  völliges  Vertraneo  Terdleot.  Leib- 
oiz  hatte  sie  als  postscriptum  eines  Briefes,  datirt  Berolini 
April  1703y  entworfen»  darauf  aber  wieder  durchstrichen  und  ein 
anderes  von  ganz  versdiiedenem  Inhalte  daför  gesetzt.^    £&  thnt 
uns  leid,    dieses  Interessante  Schriftstück,  in  welchem  Lieibniz 
eigentlich  in  kurzen  ZCeen  den  Gang  seiner  ganzen  mathematischen 
Ausbildung  darlegt,    hier   der   Beschränktheit  des  Raums  wegen 
nicht  Yoliständiff  mittheilen  zu  können;   jedoch  wollen  wir  wenig- 
stens den  Schiass  desselben  den  Lesern  des  Archivs  mitiheiIeD, 
weicher  so  lautet:    „Parum  tarnen   movebar,   cum  obvia  viderem 
semel  bis  imbuto  tironi ,  animadverteremque  superesse  multo  altiora, 
sed  quae   novo  calcnli  genere  indigerent.      iJnde   Arithmeticara 
meam  Qoadiaturam  similiaque ,  licet  magno  plaosa  Galli.  Anglique 
excepissent»    nee  editione  digna  pntab^,   pertaesus   haerere  in 
minutis ,  dum  se  Oceanus  quidem  aperiret.    Caetera  ut  proeesserint 
nosti  et  coniprobant  literae  meae  ab  Anglis  ipsis  editae.  —  Bei- 
lage II.    11.  Novembr.  1673.    (Muss  heissen  1675  filgt  der  Herr 
Verfasser   in   einer   Note   hinzu.)      Methodi   tangentium   inveisae 
exempla.  -^  Beilage  HL   21.  Nov.  1675«   Pro  methodo  tangentiiim 
inversa  et  aliis  tetragonisticis  specimina  et  inventa.   Trigonometria 
Indivisibilium.    Aequationes   inadaequatae.    Ordinatae    convergen- 
tes.    Usus  singularis  centri  gravitatis.  —  Beilage  IV.    22.  No- 
vembr.  1675.     Methodi    tangentium  directae   compendlum  calcuJi, 
dum  jam  inventls  aliaram  curvaruni  tangentibus  otimur.    Qttaedam 
et   de   inversa   methodo.  —  Beilage  V.    26.  Jun.    1676*    Neva 
Methodus  Tangentium.  —  Beilage  Vi.  Jui.  1676.    Methoduatan- 

S30tium  inversa.  —  Beilage  VlL  (Verschiedene  matbematiscbe 
emerkungen.)  —  Beilage  VlII.  Novembr.  1676.  Calculos  Tan- 
gentium differentialis.  --  Beilage  IX.  11.  Julii  1677.  Methode 
generale  pour  mener  les  touchantes  des  Lignes  Courbes  saus  cal- 
cul,  et  Sans  reduction  des  quantites  irrationelles  et  rompues.  -* 
Dem  Herrn  Vf.  gebührt  der  wärmste  Dank  aller  Mathematiker 
ter  seine  verdienstlichen  und  mühevollen  Forschungen,  nndistnr 
weiteren  Fortfuhrung  derselben ,  auch  auf  anderen  Gebieten  der 
Geschichte  der  mathematische^  Wissenschaften ,  aufzumuntern,  um 
so  mehr,  da  nur  wenige  Mathematiker  sich  derselben  zu  widraeD 
geneigt  zu  sein  scheinen.  ^ 


Oeometrie. 


Die  geometrische  Pormenlehre  in  Verbindung  mit  dem  geome- 
trischen Zeichnen,  zum  Gebrauch  an  Gymnasien,  Realschnleo 
und  gehobenen  Volksschulen,  so  wie  zum  Selbstunterricht  bear- 
beitet von  Präceptor  C.  W.  8charpf,  Lehrer  der  Mathematik  am 
'  untern  und  mittlem  Gymnasium  in  Ulm.  Mit  einem  Anhang  korze 
Wiederholung  der  Sätze  enthaltend,  ueb^t  21  Figurentafeb.  Ulm. 
1848.    8.    iRthlr. 

Materialien   zur   Setbstbeschäftigung    der   SchCler 
b^i  dem  Unterrichte  In  der  ebenen  Geometrie  von  Doc- 
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tor  CbrUtian  Heinrich  Magel,  Rektor  der  Realanstait 
in  Ulm.  Zweite  bedeutend  vermehrte  Auflage.  Mit 
3  Ilthographirten  Tafein.    Ulm.  1848.    8.    9  Sgr. 

Dieses  Schriftchen  bildet  ursprünglich  den  Anhang  zur  dritten 
Auflage  von  des  Herrn  Vfs.  Lehrbuche  der  ebenek  Geometrie/ 
Ist  aber,  was  ganz  zweckmässig  erscheint,  wohl  namentlich  für 
den  Gebrauch  der  Schuler«  besonders  abgedruckt  worden. 

Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  Geo- 
metrie, Stereometrie  und  Trigonometrie»  nebst  den 
Crrundzügen  der  neueren  Geometrie  von  6.  Jüngling, 
Liehrer  der  Mathematik  an  der  K.  Landwirthschafts- 
und  Gewerbsschule  I.  Classe  zu  Erlangen.  Mit  drei 
Fignrentafeln.    Regensburg.  1848.    8.    26i  Sgr. 

Diese  Sammlung  ton  Sätzen  und  Aofgaben  aus  den  auf  dem 
Titel  genannten  Wissenschaften  verdient  namentlich  deshalb  den 
Lehrern  an  allen  hCheren  Unterrichtsanstalten  recht  sehr  zur  Be- 
achtung empfohlen  zu  werden,  weil  dieselbe  überall  auf  die  söge- 
nannte  neuere  Geometrie  gebührende  Rücksicht  nimmt,  was,  so 
Tiel  wir  wissen,  noch  in  keiner  ähnlichen  Sammlung  (ausser  etw^t 
in  dem  Anhange  zu  der  Bearbeitung  von  van  Swinden*s  Geo- 
metrie) in  gleicher  Weise  geschehen  ist.  Da  das  Buch  eine  Ein- 
theilung  in  eine  grossere  Anzahl  einzelner  Abschnitte  oder 
Kapitel  nicht  enthäu«  so  müssen  wir  uns  leider  versagen,  näher 
and  genauer  auf  die  Angabe  seines  Inhalts  einzugehen,  wünschen 
aber  nochmals  recht  sehr,  dass  die  betreffenden  Lehrer  nähere 
Kenntniss  von  demselben  nehmen  mögen.  Die  Hauptabschnitte 
sind  übrigens  folgende:  /.  Ebene  Geometrie,  l,  Vorübun- 
gen und  Lehrsätze.  IL*  Geometrie  der  Läse.  III.  Geo- 
metrische Constructionen.  Anhang.  (Die  regulären 
Figuren  und  der  Kreis.  Construction  quadratischer 
Gleichungen.  Anwendung  der  Algebra  auf  Geometrie, 
nebst  Berechnung  geradliniger  Figuren.)  —  //.  Gonio- 
metrie und  Trigonometrie»  (niebei  auch  die  trigonometrische 
Auflosung  der  Gleichungen  des  zweiten  und  dritten  Grades.)  — 
///.  Räumliche  Geometrie*  —  /PI  Anwendung  der  Alge- 
bra auf  Stereometrie. 


Meclianlk« 


Resultate  für  den  Maschinenbau  von  F.  Redten« 
bacher,  Professor.  Mit  23  lithographirteu  Figurenta- 
feln.   Mannheim.  1848.    8.    3  Rthlr.  15  Sgr. 

Diese  Sammlang  von  Formeln  und  Resultaten  der  praktbchen 
Mechanik»  welche  fSr  praktisehe  Mechaniker  gewiss  vielfach  nütz- 
lich sein  wird 9  hat  im  Allgemeiqen  folgenden  Inhalt:  Geometrie. 
Festigkeit  der  HateriaUen.  Construction  der  Maschinentheile. 
Reibung  zwisehen  festen  Körpern  und  Steifigkeit  der  Seile.    Resol- 
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täte  -aas  der  HydraoNIt.  Wasserräiler.  Tai^i&en.  Me  WXme  und 
deren  Benutzung.  Dampfmaschinen.  Transport  zu  Wasser  und 
zu  Land.  Arbeitsmaschioen  und  Fabrication.  Samrolvng  von  Ta« 
bellen.  —  Ein  weiteres  Eingehen  auf  den  lohalt  verbietet  hier 
die  Beschrfinktheit  des  Raums. 


Astronomie. 


Gruodzflge  der  Astronomie  umd  mathematischen 
Geographie.  Popul&r  dargestellt  voft  von  MorozowiGs, 
Lieutenant  im  Kunigl.  40sten  Infanterie-Regiment«!. s.  w. 
Hit  5  Kupfertafeln.    Berlin.  1848.    26  Sgr. 

Ein  kurzes y  ganz  populäres  Lehrbuch  der  Astronomie  ond 
mathematischen  Geographie,  was  seiner  Deutlichkeit  wegen  lur 
den  Zweck y  zu  welchem  es  wahrscheinlich  bestimmt  ist,  nämlich 
als  Leitfaden  bei  dem  betreffenden  Unterrichte  auf  dem  Cadetten- 
Corps  zu  Berlin  zu  dienen,  ganz  wohl  geei^iet  zu  sein  scheint 
Einige  mathematische  Erläuterungen  sind  am  Ende  beigelägt. 

Storia  Celeste  del  R.  Osservatorio   di  Palermo  dal 
17d2   al  1813.    Parte    Secondo   1803— 1813.    Tomo    Sesto 
1803-1804.    Vienna.  1847.    4.    Auch  unter  dem  Titel:    An- 
nalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.    Nach  dem  Befehle 
Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten  herausge- 
geben von  C.  L.  von  Littrow,    Director  der  Sternwarte 
und  o.  ö.  Professor  der  Antronomie  an  der  k.  k.  Univer- 
sität zu  Wien  u.  s.  w.  und  F.  Schaub,  Adjunct  der  Stern- 
warte.   29ster   Thell.    Neuer    Folge   9r  Band.    Enthai 
tend  Piazzi's   Beobachtungen  in   den  Jahren  1803  und 
1804.    Wien.  1847.    4. 

Nach  den  Anzeigen  der  frflfaern  Bände  dieses  von  den  ver* 
dienten  Herrn  Herausgebern  mit  so  grosser  Ausdauer  und  so 
grossem  Fleisse  fortgeführten  wichtigen  Werks  im  Literar.  Ber. 
Nr.  XXXI.  S.  464.,  Nr.  XXXV.  S.  52 J.  und  Nr.  XL.  S.  578. 
bedarf  es  hier  nur  der  Angabe  des  Titels  des  neu  erschienenen 
sechsten  Theils,  welcher  Piazzi*s  Beobachtungen  von  den  Jahren 
1803—1804  enthält,  um  den  Herren  Herausgebern  von  Neuem 
den  Dank  der  Astronomen  zu  sichern. 

Kalender  für  alle  Stände  1848.  Herausgegeben  von 
C.  L.  von  Littrow,  Director  der  L  k.  Sternwarte  in 
Wien.    Wien.    8.    20  Sgr. 

Die  Einrichtung  dieses  sehr  empfehlenswerthen  Kalenders  ist 
aas  den  früheren  Jahrgängen  bekannt  genug.  Die  lehrreichen  Bei- 
lagen desselben  enthalten:  Deatsehlaiäs  vorzügltcliBte  Stemwac* 
ten  mit  sieben  Abbildoogen  (schon  besonders  angezeigt  im  Lite- 
raiiscben  Ber.  Nr.  XL.  S.  578.).  Centrirmaflchine  fiür  Fernrohre 
(für  Optiker  bemerkenswerth).    Kungefassta  Cfeologie.    Nach,  den 


«ST 

EngliseliMi  der  Vestiges  q-{  the.  natural  bMory  of  crea-i 
tioD.*  4.  Auflage« 

CraDus  oder  tägliche,  für  Jedermann  fasslicbe 
Uebersicht  aller  HimmelserscheinuDgen  im  Jahre  1848. 
Für  die  Zwecke  der  beobachtenden  Astronomen,  be- 
sonders aber  auch  für  die  Bedfirfnisse  aller  Freunde 
des  eestirnten  Himmejs  bearbeitet  und  zufiiamnieoge- 
stelli  von  Ernst  Schubert  und  Hugo  7on  Rothkirch,  und 
herausgegeben  von  Dr.  P.  U.  L.  von  Boguslavvski.  Glö- 
gau.  1847.    8*    1  Rthlr.  25  Sgr. 

Zweck  und  Einrichtung,  dieses  Jahrbuchs  sind  ans:  dem  LHeran 
Ber.  Nr.  XXH.  S.  441.  bekannt,  und  im  Wesentlicheo  ungeän- 
d«rt  geblieben;  daher  genügt  hier  die  einfache  Anseige  seiher 
Fortsetzung. 


-^f 


P  li  y  8  i  k« 


Anfangsgründe  der  Physik  für  den  Unterricht  in 
den  oberen  Klassen  der  Gymnasien,  so  wie  auch  für 
gebildete  Leser  überhaupt,  von  Karl  Koppe,  Profes- 
sor und  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Soest.  Mit  zahl* 
reichen,  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitt&n.  2tei 
TheiL    Essen.  1848.    8.    15  Sgr. 

Der  erste  Theil  dieser  emDfehlenswerthen  Anfangsgründe  der 
Physik  ist  im  Literar.  iBer.  Nr.  XL.  S.  579.  mit  seDÜhrendem 
Lobe  angezeigt  worden,  so  dass  jetzt,  well  alles  dort  Gesagte 
auch  von  dem  zweiten  Theile,  dessen  Inhalt  (Abschnitt  9.  und  fo.) 
ebenfalls  schon  früher  angegeben  worden  Ist,  gilt,  die  einfache 
Angabe  von  dem  nunmehr  erfolgten  Erscheinen  des  zweiten 
Theils  senügt,  um  die  betreffenden  Lehrer  von  Neuem  aufzufor- 
dern, dem  eropfehlenswerthen  Buche  ihre  Aufmerksamkeit  zu 
schenken.  Bemerkt  sei  nur  noch,  dass  der  zweite  Theilauch 
noch  einige  Nachträge,  enthaltend  historische  Notizen  i' Bemerkun- 
gen über  Sternschnuppen  und  Meteorsteine,  über  die  gebräuch- 
Kchsten  Hohlmaa^se,  über  die  neuesten  astronomischen  Entdecliun- 
gen^  liefert. 

TJeber  ein  allgemeines  Princip  der  mathematischen 
Theorie  inducirter  electrischer  Strome.  Von  F.  E.  Neu- 
mann, Professor  der  Mineralogie  undPhysUc  zu  Königs- 
berg. Vorgelesen  in  der  Berliner  Akaaemie  der  Wis* 
senschaften  am  9.  August  1847.    Berlin.  1848.   4.    1  Rthlr. 

Diese  wichtige  Abhandlung  schliesst  sich  an  die  frühere  Ab- 
handlung des  Herrn  V fs.  über  denselben  Gegenstand :  Diemathe- 
matischen  Gesetze  der  inducirten  elektrischen  Ströme. 
Reimer.  1846.  an,  und  nimmt  besonders  auch  Rücksicht  auf 
W.  Weber's  Electrodynamische  Maasbestimmungen. 
Leipzig.  1846.  (besonders  abgedruckt  a.  d.  Schriften  der 


Kdoi^L  SftebmUclitB  6««»U0ckaft  der.  Wissen sdiaftdn), 
mit  dessen  Resultaten  die  von  dem  Heim  Vf.  gewonoeaen  Re- 
sultate sich  aber  nicht  ganz  in  Einklang  bringen  zu  lassen  schei- 
nen (m.  s.  S.  56«  ff.). 

Journal  de  l'Ecole  Royaie  Polytechniqae.    Trente« 
nniöme   Gahier.     Totne  XVUI.    Paris.  1847.    4.    4  Rtklr. 

Dieses  Heft  des  Journal  de  l'l^cole  Royale  Polytecb- 
nique  ist  eigentlich  ein  fär  sich  bestehendes  Werk  und  verdient 
daher  eine  besondere  Anzeige.    Dasselbe  enthält  nämlich  ein  sehr 
ausgedehntes 9   34  Bogen  starkes  Memoire  sur  les  haloa  et 
les  ph^nom^nea  optiqnes    qui  les  accompagneat,    par 
MvA.  Bravais»    Lieatenant  de  vaisseau,    Profesaeur  a 
l'Ecole  royaie  Polytecfcnique.     Dieses  Werk  ist  jedenfidis 
die  ausführlichste  und  vollständigste  Schrift,  welche  bis  J^tzt  Cber 
die  Höfe  erschienen  ist    Dasselbe  enthält  nicht  nur  eine  Beschrei- 
bung aller  bisher  beobachteten  Phänomene  in  grosser  Vollständ^- 
keit,  sondern  auch  eine  Darstellung  der  verschiedenen  theoretischen 
Ansichten,  mit   den  nuthigen  kritischen  Bemerkungen,  —  wobei 
der  Herr  Vf.    namentüeh    auch   eine  sehr  vollständige  Kenntniss 
der  betreffenden  deutschen  Literatur  an    den    Tag  legt,  —  und 
neue,  demselben  eigenthiiniliche  Erklärungsversuche,  mit  sehr  aus- 
fdhrlichen  mathematischen  Noten,  femer  auch  fast  Alles,  was  bis- 
her über   die    Krystallisation   des   Eises,    die    natfiriich    liir   fie 
Theorie  der  Höfe  von  grosser  Wichtigkeit  ist,  bekannt  geworden 
ist,  und  neue  experimentelle  und  theoretische  Untersuchungen  über 
den  Brechnngsexponenten  des  Eises,  so  vne  Methoden  zurkGnst- 
liehen  Nachbildung  der  Höfe.    Wir  können  leider  auf  eine  nähere 
Angabe   des  Inhalts   dieses  grossen  und  in  vielen  Beziehnngen 
vorzüglichen  Werkes  der  Beschränktheit  des  Kaumes  wegen  mcbt 
eingeben,  machen  aber  alle  Physiker,  welche  sich  für  die  meteo* 
rologische  Optik  interessiren ,  auf  dasselbe  aufmerksam,  und  sind 
versichert,  dass  aus  vielen  ßücksichten  Niemand  den  Besitz  des- 
selben wird  entbehren  können.  —  BeiläoOg  möge  nurnoch  bemerkt 
werden,  dass  das  vorliegende  Heft  des  Journal  de  TEeole  Poljr- 
technique  auch  noch  eine  ganz  kurze  Note   sur   la  throne 
des  Solution  singuli^res.    Par^lB.  Catalan,  Repetiteur  de 
Geometrie   d^scriptive    k    l'Ecole  Polytechnique  enthält 

GrOndliche  Darstellung  des  Electro-Magnettschen 
Telegraphen,  nach  dem  System  des  Professor  Morse, 
von  Alfred  Vail.  Aas  dem  Englischen  übersetzt  von 
Clemens  Gerke*  Mit  14  Abbildungen.  Hamburg«  1848. 
8.    74  Sgr. 

Diese  kleine  Schrift  ist  deutlich  verfasst  und  verdient  weitere 
Verbreitung. 


Termlsehte  Schriflen. 


The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal- 
Edited  by  W.  Thomson,  B.  A.,  F.  R«  S.  E.,  Fellow  of  St 
Peters  College,  Cambridge,  and  Professor  of  Natural 
Phiiosophy  in  the  üniversity  of  Glasgow.  Vergl.  Lite* 
rar.  Ber.  Nr.  XLIIL  S.  622. 

No.  XVI.  Geometrlcal  Tnvestigattons  with  reference  to  the 
Distribution  of  Electricity  on  Spherical  Conductors.  Continued. 
6y  William  Thomson.  —  On  a  Principle  in  the  theory  of  Sur* 
faces  of  the  Second  Order,  and  its  applications  to  M.  Jacobi's 
Mettod  of  Generating  the  ElHpsoid.  Continued.  Bv  IL  Town- 
send.   —  Theorems  on   the  Lines' of  Cur\*atiire  of  an  EllipSoid* 

-T-j  a^  when  d  is  a  po- 
sitive proper  fraction.  By  the  Rev.  W.  Center.'—  Note  on  a 
Result  of  Elimination.  By  the  Rev.  George  Salmon.  —  On 
Geometrical  Reciprocity.    By  Arthur  Cayley.  —  On  certatn  Al- 

febraic  Functions.  By  James  Cookie.  —  Note  on  the  Minimum 
^alue  of  the  Area  of  a  Polygon  circumscribed  about  a  eiven  Reen« 
tering  Curve.  By  the  Rev.  Hacvey  Goodwin.  —  Tne  Calculus 
of  Logic«  By  George  Boole.  —  On  a  certain  Periodic  Function. 
By  Henry  Wilbranam.  —  On  the  Application  of  a  Symbol  of 
Discontinuity  to  Questions  of  Maxima  and  Minima.  By  William 
Wal  ton.  —  Note  on  the  Problem  of  Falling  Bodies  as  affected 
hy  the  Earth's  Rotation.  — 

No.  XVn.  will  be  published  on  the  Ist  of  November  1848. 


Preisaafgabe  der  Kaiserlich-österreichischen 
Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien. 

Es  sind  die  Erscheinungen  der  geleiteten  Wfirme  auf  eine 
mit  der  Erfahrung  übereinstimmende  Weise  aus  zulässigen  Grund- 
sätzen zu  erklären«  Von  einer  genügenden  Bearbeitung  dieser 
Aulgabe  erwartet  die  Akademie,  dass  durch  Versuche  und  Rech- 
nung nacbicewiesen  werde,  auf  welchem  Hergange  die  Fortpflan- 
zung der  Wärme  im  Innern  der  Korper  beruhe,  nach  welchen  Ge- 
setzen sie  vor  sich  geht,  und,  sofern  diese  Gesetze  mit  der  ther- 
mischen Vibrationsbypothese  in  Einklang  zu  bringen  sind,  welchen 
Sinn  die  Ausdrücke :  freie  und  gebundene  Wärme,  Wärme-Capa* 
cität  u»  s.  w.  im  Geiste  dieser  Hypothese  haben. 

Einsendungstermin:  bis  Ende  December  1849;  Preis  1000 Fl. 
Conv«  Münze.  Sprache  jede  in  der  öatrerreichischeD  Monarchie 
einheimische  oder  die  lateinische. 


PreUasfgabe  def  Kdniglieh-DSaivchen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Kopenhagen. 

Solatio  aequatiqnum  numericanun,  unam  solommodo  «manti« 
tatem  incognitam  continentinm ,  quum  per  methodum  a  Cei.  Dr. 
Graeffe  iodicatam  ad  calcalam  tarn  simplicem  revocata  sit,  quam 
per  naturara  problematis  fieri  posse  videtur,  societas  simile  quid 
elicere  cupit,  ubi  de  aeqaationibus  agitur  plures  incogoitas  con- 
tinentibus;  praemium  igitur  suum  proponit  ei^  (]ai  methodam  io- 
venerit,  quae  regulam  calcull  quam  fieri  possit  simplicfssiniinD 
exhibeat  ad  omnes  tarn  reales  q^am  imaginarias  datt  cujuscunque 
numeri  aequationum  totidem  incogoitas  continenttum  radices  per 
approximationem  inveniendas. 

Sprache  Lateinisch ^  Französisch ,  Englisch,  Deutsch »  Schwe- 
disch oder  Dänisch.  Einsendungstermin  vor  Ausgang  Auffust  1849 
an  den  Sekretair  Herrn  Johann  Christian  Oersted.  Preis 
50  Ducaten. 


Drach  fehler. 
Theil  VI.  S.  a09.  Z.  7.  r.  o.  muss  es  statt 
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